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1- INTRODUCAO

A idéia de escrever este texto surgiu da constatacdo de que muitos dos pesquisadores
em Engenharia de Materiais ndo contam com uma metodologia para o plangamento
experimental que segja ao mesmo tempo Util e simples.

A dificuldade de lidar com termos e conceitos de outras areas de estudo que nédo a
Engenharia de Materiais (como a Estatistica e a Instrumentacdo) é somada ao problema
inicial de definir-se um modelo fisico-matematico que represente de maneira adequada os
fenbmenos que desejamos estudar.

A respeito desse tema, GOULD (1.993)1 escreve sobre a confusio comum entre
termos que apresentam sentidos vulgares e cientificos, bem como sobre a idéia de
aleatoriedade:

".... As diferencas existentes entre varias definicdes cientificas e vulgares da mesma
palavra fornecem muitos exempl os deste frustrante fenémeno. "Sgnificancia" em estatistica,
por exemplo, tem pouca relacdo com a acepcdo comum da palavra.....Mas, o mais sério de
todos os mal-entendidos entre o sentido técnico e o vulgar é o que afeta os conceitos ligados
a probabilidade, sobretudo as expressdbes ao acaso, acidental e aleatério (ou randémico).
Para a linguagem comum, um acontecimento aleat6rio € um evento que nao tem ordem,
previsibilidade ou padréo. A palavra denota desagregacdo, desmembramento, anarquia
amorfa e medo. No entanto, ironicamente, o sentido cientifico de aleatério denota um
conjunto de associacfes exatamente opostas. Qualgquer fendmeno governado pelo acaso
apresenta uma simplicidade, uma ordem e uma previsibilidade maximas - pelo menos no
longo prazo. Se, por exemplo, estivermos interessados em perceber as forcas que estéo por
tras de um padrao de mudanca histérica em larga escala, a aleatoriedade ser& nossa maior
esperanca de chegar a um modelo maximamente simples e maledvel. Se jogarmos uma
moeda ou um par de dados a cada segundo, dias a fio, chegaremos a uma distribuicéo de
resultados rigidamente previsivel. Com base no nimero total de lances, podemos prever as
margens de afastamento de um resultado de meio a meio no caso da moeda, ou a
porcentagem de setes que tiraremos com nossos dados. Quando o nimero de lances é bem
grande, a mais simples das férmulas matematicas da teoria das probabilidades nos permite
chegar até estimativas precisas e a margens de erro definidas para as freqiéncias e as
extensdes das séries..... E claro que n&o temos como prever o resultado de nenhuma tentativa
em particular e nem saber em que momento ocorrera uma série de resultados iguais...."

1GouLD (1993) - GOULD, S.J,, "Dedo Mindinho e Seus Vizinhos - Ensaios de Histéria Natural",
Companhia das Letras, S0 Paulo, 1.993, pp. 412-413.



GOULD ¢é um paleontdlogo que trabalha com eventos cuja base de tempo é geol6gica
e cuja datacdo faz-se através do método radioativo e assim, pode contar com aleatoriedade do
decaimento radioativo e datar um dado evento com grande precisado, sem a hecessidade de
correlacionar diversos fatores, fatos e variaveis para definir quando ou como um dado evento
ocorreu.

Ja para os pesguisadores da Engenharia de Materiais, tal solucéo ndo € possivel, pois
nao contam nem com um tempo disponivel elevado, nem com a possibilidade material da
realizacdo de um numero infinito de ensaios que permitisse tratar os eventos estudados como
sendo de cardter simplesmente aleatdrio: testar todas as variaveis, em todas as faixas de
valores possiveis, com um grande nimero de repeticdes. Assim, deve-se buscar um método
gue estabeleca as condicbes adequadas para a realizacdo dos experimentos e para a avaliagdo
dos resultados obtidos.

2-OBJETIVOSDESTA DISCIPLINA

No inicio de todo trabalho de pesquisa que envolva a realizacdo de experimentos,
sempre nos perguntamos como esses experimentos devem ser conduzidos de forma que
possam ser reproduzidos sob condigdes controladas, obtendo-se resultados confiaveis e que
se repitam nessas condi¢bes. Preocupa-nos todo o plangjamento experimental (equipamentos,
instrumentos, materiais, nimero de ensaios e condicdes de ensaio), em suma: 0 que medir e
como medir.

Nesta disciplina analisaremos dois aspectos do plangjamento experimental: o
delineamento de experimentos e ainstrumentacao necesséria para sua execucao.

O delineamento de experimentos tem como objetivo a determinacdo do nimero ideal
de experimentos que leve a obtencdo de resultados com um dado grau de confiabilidade.
Talvez segja a resposta mais importante na situacdo comum de recursos financeiros e
laboratoriais escassos. além da restricéo de verbas, também nos deparamos com restri¢cdes no
uso de equipamentos e facilidades, bem como com limitacdes de suas caracteristicas
operacionais.

Como pesqguisador envolvido hd muitos anos com projetos de pesquisa experimentais
tenho observado que inexiste entre muitos pesquisadores uma metodol ogia adequada para a
solucdo dessas questdes.

Como modelo comum, existe a solucdo de construir-se uma matriz m x n, onde m
representa 0 nimero de variaveis que definem o problema e n, 0 nimero de condicbes

(valores) que se desgja atribuir a cada uma dessas variaveis. Para cada arranjo de variaveis e
valores denominado A y, define-se arealizagdo de trés experimentos (onde trés € um valor
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magico que normalmente ndo encontra justificativa estatistica em termos de desvio-padréo
admissivel ou de confiabilidade desegjada).

Em vérios topicos deste estudo serdo utilizados conceitos de estatistica porém, nao é
objetivo fundamental desta disciplinaabordar com profundidade tais conceitos, apresentando-
0s ha medida em que se fizerem necessarios.

Outro aspecto importante do plangjamento experimental é a escolha adequada dos
instrumentos que permitirdo monitorar 0os experimentos e na sua funcdo mais interessante,
permitir a obtencdo dos resultados provenientes desses experimentos.

O termo escolha reflete ndo sb a capacidade de especificar-se um dado instrumento a
fim de adquiri-lo, mas em muitos casos, definir suas caracteristicas operacionais necessarias,
projeté-los, construi-los e aferi-los.

A bibliografia bésica para consulta nesta disciplina sdo os livros de DALLY (1993) e
de MONTGOMERY (1991) e MONTGOMERY (1994). Outras referéncias consultadas para
elaboracéo deste texto seréo relacionadas quando citadas.



PLANEJAMENTO DE EXPERIMENTOS E ANALISE ESTATISTICA
DE RESULTADOS

1- INTRODUCAO

O plangamento experimental, também denominado delineamento experimental,
representa um conjunto de ensaios estabelecido com critérios cientificos e estatisticos, com o
objetivo de determinar a influéncia de diversas variaveis nos resultados de um dado sistema
OU Processo.

Esse objetivo maior pode ser dividido em outros objetivos de acordo com o propésito
dos ensaios:

a. determinar quais variaveis sdo mais influentes nos resultados;

b. atribuir valores as variaveis influentes de modo a otimizar os resultados;

c. atribuir valores as varidveis influentes de modo a minimizar a variabilidade dos
resultados e,

d. atribuir valores as variaveis influentes de modo a minimizar a influéncia de

variaveis incontrolaveis;

A seguir, destacam-se aguns beneficios da utilizagdo das técnicas estatisticas de
planejamento experimental :

reducdo do numero de ensaios sem prejuizo da qualidade da informacéo;
estudo simultaneo de diversas variaveis, separando seus efeitos;
determinacgé&o da confiabilidade dos resultados;

realizagdo da pesquisa em etapas, hum processo iterativo de acréscimo de
NovoS ensaios;

selecdo das variaveis que influem num processo com numero reduzido de
ensaios;

representacdo do processo estudado através de expressdes matematicas;

elaboracéo de conclusdes a partir de resultados qualitativos.

O objetivo desta disciplina é apresentar uma metodologia estatistica para o
planejamento experimental e paraa andlise dos resultados. E desnecessario ressaltar que além
desta metodologia, qualquer plangiamento somente sera bem sucedido se o pesquisador
conhecer com profundidade o problema (sistema ou processo) que deseja estudar.



Por exemplo, apds uma dada operacdo de usinagem, como determinar o nimero de
pecas que devem ser controladas num lote? Qual a freqliéncia de controle através dos lotes?
Que instrumentos empregar para esse controle? Qual o critério para aceitacdo ou rejeicéo das
pecas produzidas?

Essas questdes somente podem ser respondidas por quem tenha um grau razoavel de
conhecimento sobre a importancia do controle para a continuidade do processo e para a
qualidade das pecas, e sobre a influéncia do processo, dos equipamentos, do operador e do
proprio controlador sobre os resultados desse tipo de analise.

Outro exemplo no qual o mesmo tipo de abordagem pode ser adotada: a presenca de
"chevrons' em eixos-pilotos forjados a frio. Nesse caso, fica claro a necessidade de se
controlar todas as pecas de todos os lotes afim de impedir que pecas com esse defeito sgjam
encaminhadas a usinagem e tratamento térmico posteriores e finamente, a montagem em
caixas de transmissao.

O plangjamento experimental € uma ferramenta essencial no desenvolvimento de
NOVOS Processos e No aprimoramento de processos em utilizacdo. Um plangjamento adequado
permite, além do aprimoramento de processos, a reducéo da variabilidade de resultados, a
reducdo de tempos de andlise e dos custos envolvidos.

No que se refere ao projeto de produtos, o plangjamento experimental permite a
avaliacdo e comparacao de configuracdes (projetos) distintas, avaliacdo do uso de materiais
diversos, a escolha de pardmetros de projeto adequados a uma ampla faixa de utilizacdo do
produto e a otimizacéo de seu desempenho.

Os conceitos descritos nos dois parégrafos anteriores podem ser resumidos em trés
termos muito empregados atualmente: qualidade, produtividade e competitividade.



2 - PRINCiIPIOS PARA O PLANEJAMENTO EXPERIMENTAL
2.1 - TECNICAS PARA DEFINICAO DA SEQUENCIA DE ENSAIOS

Para que os resultados obtidos de ensaios experimentais possam ser analisados através
de métodos estatisticos, possibilitando elaborar-se conclusdes objetivas, o plangamento
experimental deve ser baseado numa metodologia também estatistica, que € a Unica forma
objetiva de avaliar os erros experimentais que afetam esses resultados.

Ha trés técnicas bésicas para a definico dos ensaios num plangjamento experimental
0 uso de réplicas, daaleatorizacao (ou “randomizacdo” ) e de blocos.

A réplica consiste na repeticdo de um ensaio sob condicBes preestabelecidas. Esta
técnica permite obter-se uma estimativa de como o erro experimental afeta os resultados dos
ensaios e se esses resultados sdo estatisticamente diferentes. Ela também permite verificar-se
qual a influéncia de uma determinada varidvel sobre o comportamento de um processo,
guando a comparacdo € feita pela média das amostras.

Por exemplo, pretende-se verificar como a pressdo afeta a velocidade de uma reacéo
quimica. Realiza-se ensaios em duas condicdes diferentes. pl e p2 (com pl> p2 ). Num
primeiro plangjamento, realiza-se um ensaio para cada condicdo, ou sga, sem réplica,
obtendo-se velocidades v1 e v2 respectivamente, iguais a 9,0 e 9,5. Como afirmar que o
aumento da presséo acarreta um acréscimo de velocidade de reacdo? Tal resposta fica mais
objetiva quando realiza-se um grande nimero de ensaios (réplicas) de modo a minimizar o
erro experimental e poder comparar as médias dos resultados obtidos nas amostras.

A aleatorizacdo ou randomizacdo é uma técnica de plangamento experimental
puramente estatistica em que a seqliéncia dos ensaios € aleatéria e a escolha dos materiais que
serdo utilizados nesses ensaios também é aleatoria

Uma das exigéncias do uso da metodologia estatistica para o planejamento
experimental e para a andlise dos resultados € que as variaveis estudadas e 0s erros
experimentais observados apresentem um carater aleatdrio, o que é conseguido pelo emprego
desta técnica.

Por exemplo, ao se definir para o caso do exemplo anterior (influéncia da pressao sobre
a velocidade de reacdo) trés valores para a pressdo e quatro réplicas para cada valor de
pressao, teremos doze ensaios, como mostrado natabela 1.



Tabela 1

Pressao Numero dos Ensaios
pl 1 2 3 4
p2 5 6 7 8
p3 9 10 11 12

Caso a sequiéncia estabelecida para os ensaios fosse 1, 2, 3....., 9, 10, 11 e 12, qualquer
problema experimental ndo detectado (como por exemplo, um efeito de "warm-up" do
instrumento de medida de velocidade) poderia acarretar ainvalidacéo de todo o procedimento
experimental.

Ao se utilizar uma seqiiéncia aleatéria (por exemplo: 8,5,9,1,12,3,7,4,11,2,6 €
10) os erros experimentais devidos a qualquer variavel ndo-controlavel (como o "warm-up"
do instrumento) seriam distribuidos ao longo de todo o procedimento, aleatorizando-o0 e
permitindo sua andlise estatistica.

A técnica dos blocos permite realizar-se a experimentagdo com uma maior precisio,
reduzindo a influéncia de varidveis incontroldveis. Um bloco é uma por¢éo do material
experimental que tem como caracteristica o fato de ser mais homogéneo que o conjunto
completo do material analisado. O uso de blocos envolve comparagtes entre as condicdes de
interesse na experimentacdo dentro de cada bloco. Na analise com blocos, a aeatorizagéo é
restringida a sequiéncia de ensaios interna dos blocos e ndo ao conjunto total de ensaios.

O uso de blocos pode ser analisado no seguinte exemplo:

Supbe-se que a0 redlizar-se ensaios de dureza, cada um dos dois penetradores
disponiveis para o durémetro estejam fornecendo resultados distintos. Caso fosse feita uma
aeatorizagdo completa do conjunto de ensaios, como no exemplo anterior, diferencas
significativas de propriedades entre materiais de diversas corridas de producéo poderiam
mascarar a influéncia dos penetradores. Assim, utiliza-se a técnica de blocos. Escolhe-se
materiais provenientes de uma mesma corrida e separa-se corpos-de-prova para serem
ensai ados com os dois penetradores. Desta forma, criou-se um bloco: um conjunto de corpos-
de-prova escolhidos de forma a garantir a homogeneidade do material. A aleatorizagdo dentro
desse bloco d&se quando escolhe-se a0 acaso a seqiiéncia como cada corpo-de-prova
serd ensaiado (primeiramente pelo penetrador no. 1 ou vice-versa).



2.2 - ETAPAS DO PLANEJAMENTO EXPERIMENTAL E ANALISE DE RESULTADOS

Como ja afirmado, além de dominar a metodologia estatistica necessdria para o
plangjamento e para a andlise dos dados, o pesquisador deve conhecer exatamente 0 que
desgja estudar, como obter os dados, bem como ter uma estimativa qualitativa de como esses
dados serdo analisados. Também é desejavel, sempre que possivel, o estabelecimento de um
modelo fisico-matemético que estabeleca fungdes que relacionem as diversas variaveis
influentes no processo com os resultados que se desgja analisar.

A elaboracéo de um model o fisico-matemético, mesmo que aproximado, possibilitaum
planejamento experimental mais dirigido, definindo-se valores de estudo adequados para as
variaveis, reduzindo desta forma o nimero de ensaios.

MONTGOMERY (1.991) indica um procedimento para o plangamento e para a
andlise dos resultados:

1. reconhecimento e definicdo do problema, como discutido no paragrafo anterior,
gue em grande parte depende da experiéncia ja adquirida no estudo de processos

semelhantes;

2. escolha das variaveis (fatores de influéncia) e das faixas de valores em que essas
varidveis serdo avaliadas, definindo-se o nivel especifico (valor) que sera
empregado em cada ensaio. Deve-se verificar como essas variaveis serao
controladas nos niveis escolhidos e como eles serdo medidos. A avaliacdo
intensiva de diversas variaveis pode ser necesséria quando o estudo encontra-se
em seus estagios iniciais e ndo se detém uma experiéncia anterior, exigindo a
avaliacdo das variaveis em diversos niveis. Quando deseja-se verificar a
influéncia de uma varidvel em particular, 0 nimero de niveis deve ser reduzido,
além de manter-se as demais variaveis influentes em niveis tdo constantes quanto

possivel.

3. escolha adequada da varidvel de resposta, de modo que se garanta a objetividade
na andlise dos resultados obtidos. O critério principal para essa escolha é de que
o erro experimental de medida da varidvel de resposta seja minimo, permitindo a

andlise estatistica dos dados, com um ndmero minimo de réplicas;

4. delineamento dos experimentos: tamanho da amostra (nimero de réplicas),
sequéncia de execucdo dos ensaios, necessidade de aleatorizacdo ou do uso de

blocos. Como afirmado anteriormente, a experimentagdo € um processo iterativo.
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Principalmente em processos complexos, com diversas variaveis influentes, ndo
se deve partir de um conjunto extenso de experimentos, que envolva um grande
namero de variaveis, estudadas em diversos niveis. E mais produtivo estabelecer-
se um conjunto inicial com ndmero reduzido de ensaios (poucas variaveis, poucos
niveis de avaliag&o), ir aprendendo sobre 0 processo e aos poucos, acrescentar
novas variaveis e niveis e eliminar varidveis que ndo se apresentem influentes.
Com essa iniciativa, reduz-se o numero total de ensaios e 0 que & mais importante
reserva-se 0S recursos para aqueles ensaios realmente importantes, que

normalmente ndo fornecem resultados objetivos nas tentativas iniciais;

5. execugdo dos experimentos, monitorando-os e controlando-os. Essa etapa é
extremamente importante pois garante a validade experimental e exige do
pesquisador um conhecimento profundo dos instrumentos, equipamentos e

métodos de controle e monitoramento;

6. andlise dos resultados, com o uso de métodos estatisticos, a fim de que as
conclusdes estabelecidas sejam objetivas. Destaque-se que esses métodos néo
permitem afirmar se uma dada varidvel apresenta ou ndo um determinado efeito:
eles apenas garantem a confiabilidade e a validade dos resultados, de modo que
se possa determinar o erro associado nas conclusfes, de acordo com um dado

grau de confianca previamente estabelecido;

7. elaboracdo das conclusdes e recomendacgdes a partir da analise dos resultados.
As conclusBes e recomendacfes permitirdo que decisdes sejam tomadas a
respeito do processo em estudo. Uma documentagdo extensa, com o uso de
graficos e tabelas permite que se apresente os resultados obtidos, a anélise

efetuada, bem como futuras repeticdes do procedimento empregado.

MONTGOMERY (1.991) faz algumas recomendacdes sobre o uso de métodos
estatisticos para o plangjamento experimental:

0 conhecimento técnico especifico, ndo estatistico sobre o problema deve ser
usado;

0 delineamento experimental deve ser 0 mais simples possivel;

reconhecer a diferenca entre o que é significativo estatisticamente e o que é
significativo na pratica, sgjaindustrial ou de pesquisae,

reconhecer que a experimentacdo € um processo iterativo.
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3- CONCEITOSDE ESTATISTICA

Ao redlizar-se uma série de ensaios sob condicdes preestabelecidas, normalmente
observa-se uma variacdo de resultados de ensaio para ensaio. Essa variagcdo denomina-se erro
experimental e é também um ero edtatistico proveniente de condigdes de ensaio
incontrolaveis. A existéncia deste erro caracteriza a variavel de resposta como sendo uma
variavel aleatdria, que pode ser discreta se apresentar um ndmero finito de valores possiveis,
ou continua, se apresentar-se dentro de um intervalo de valores.

A probabilidade de uma variavel aleatéria y é dada pela sua distribuicdo de
probabilidade. Caso a variavel seja discreta, distribuicdo é uma funcéo probabilidade
p(y), caso seja continua, passa a ser denominada funcéo densidade de probabilidade f(y).

Na figura 1, representa-se p(y), para uma distribuicdo discreta, onde a funcdo
representa a probabilidade P da distribuicdo. Na figura 2, é mostrada f(y), sendo P
representada pela area sob a curva num dado intervalo. Juntamente com cada figura,
apresenta-se as propriedades de cada uma das probabilidades em cada caso.

Of p(y;)£1 paratodosy;,
P(y=y;) = p(y;) paratodosy,

a n(y,) =1
todos yj

py)

yl y2 y1ll yl4 yi

Figura 1 - Distribuic&o discreta.
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f(y)

P(a<=y<=b)

O£ f(y)

P(a£ y£b) = QOf (y)dy
¥

Of (Y)dy=1
¥

Figura 2 - Distribuicdo continua

A média (m) de uma distribuicdo indica a locagdo ou tendéncia centra dessa
distribuicdo, sendo mdefinida como:

m= é yxp(y) sey édiscreta, ou

todosy

¥

m= Qyxf (y)dy sey é continua

¥

Pode-se definir mcomo o valor médio esperado para um nimero elevado de ensaios,
ou sgja E(y), também denominado operador do valor esperado.

A variancia s2 representa a dispersdo de uma distribuico e é definida como:
¥
s?=QOy- m?xf(y)dy sey é continua, ou
-¥
s?= g (y- m?xp(y) sey édiscreta
todosy

A variancia pode ser expressa usando o operador de expectativa E(y), pois.
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s®=E[(y- m’]
Também pode-se definir um operador de variancia V(y) igual a
V(y) = El(y- m°]=s"
A partir dos parametros m s2 e ¢ (constante), tem-se as seguintes propriedades:
1 E(c)=c 2. Ey)=m 3. E(cy) = c.E(y) = cm
4. V(©)=0 5. V(y) = s2 6. V(cy) = c2V(y) = c2-s2
7.E(y1+y2) = E(yp + E(yp) =+ np

8. V(y1 + y2) = V(yp) + V(y2) + 2.Cov(y1.,y2)

9. V(y1 - y2) = V(y1) + V(y2) - 2.Cov(y1,y?)
10. V(yp 2yp) = V(yp) + V(yp) = 512+ 52

&y, 0  E(y.)
11. E(y1.y2) = E(yp.E(y2) = . 12. Ec+1 —22
(Y1.¥2) (y1)-E(y m . np gyz v,)

Onde, y1 e yo sdo variaveis aleatorias, com médias iguaisa m e np e variancias
iguais as12eso2.

No caso das propriedades 10 e 11, assume-se que essas variaveis sgjam

independentes.
O parémetro covariancia ( Cov(y1,y2) ) representa a associagéo linear que existe

entre as variaveisy1 eyp. A covariancia é dada por:

Cov(y1 , ¥2) = E[(y1 - m).(y2 - np)]

Sendo que no caso de duas variaveis independentes, tem-se que Cov(yq,y2) = 0.

No caso do plangamento experimental, os resultados obtidos referem-se a uma
amostragem, que se espera possam reproduzir o comportamento da populacdo que
representam.
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Como ja discutido, os métodos estatisticos s6 podem ser utilizados se as amostras
forem escolhidas a eatoriamente, ou segja, com a mesma probabilidade de serem retiradas da
populagdo que outras amostras.

Qualquer funcdo relativa aos resultados de uma amostra e que nao contenha
parémetros desconhecidos é denominada funcao estatistica, como por exemplo as funcbes
média (V) e variancia (%) da amostra. Elas sd0 estimadores pontuais, ou estimativas,

respectivamente da média () e da variancia (s 2) da popul acéo.

é.yi é(yi_y)z
y= i=1 P ==L
n n-1

ondeyq Y2, ..., Yn representam aamostra e n € o nimero de elementos da amostra. O

7

desvio-padréo da amostra (S € comumente empregado como medida de dispersdo por
apresentar unidade igual & das medidas (y;).

Exemplo: Um estimador pontual ndo deve, necessariamente, ser distorcido ou parcial. Deve
apresentar uma variancia minima, ou seja, menor que a variancia de qualquer outro
estimador do parametro analisado. Prove utilizando as propriedades da expectativa E
(pg. 10) que Y e S2 s30 estimadores nao-distorcidos de me s2, ou seja, que E(Y) = me que
E(S?) = s2.

A expressdo que determina a variancia de uma amostra, tem como numerador:

n
O —
sS=a(y -y
i=1
que € a soma corrigida dos quadrados das observagdes (y;j), ou seja, a soma dos

quadrados das diferencas y1-Y, y2- Y, y3-VY.... yn- Y. Como a somatéria dessas

diferencas é igual a zero, somente n-1 elementos sédo independentes. Assim, SS tem n-1

graus de liberdade, ou n = n-1, de modo que

ng
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4 - DISTRIBUICOES CARACTERISTICAS DE AMOSTRAGENS

Uma das distribuicfes de amostragem mais empregadas em técnicas estatisticas para
modelar experimentos al eatdrios com nimero de réplicas elevado € adistribuicdo normal f(y)
ou distribuicdo de Gauss, definida para uma variavel aeatériay, como sendo:

1 2
f — g W2)(y-m/s] “¥ <y<¥

commédia -¥ < <¥ evariancia s2>0. A expressio y» N(ms2) representauma
variavel deatdria, com média me variancia s2,

Uma distribuicdo normal padréo é aque apresentam= 0 e s 2-1,

Sejay umavariavel com distribuicdo normal, assim:

y-n
s

Z=

onde z» N(O, 1) e aoperacdo dada pela equacdo anterior € definida como padronizacdo de
uma variavel aesatoriay.

No caso de uma amostra de tamanho n retirada de uma populagdo, seja finita ou
infinita, que apresenta média m e variancia 32, se 0 valor médio da amostra é dado por Y,

tem-se pelo teorema do limite central que:

y-m
z=Y
n

s /+/n

de modo quesen ® ¥, tem-se a distribui¢o normal padréo.

Os valores de z podem ser obtidos natabela 1 do anexo.

Uma distribuicéo de amostragem bastante empregada é a chi-quadrado, ou distribui¢cdo
c2:
Sez, 29, 73,...., ZSA0 variaveis aeatorias, normalmente e independentemente distribuidas,

comm= 0 es2= 1[NID(0,1)], entéo:
c’=z"+z°+..+z°
onde ck2 € uma variavel aeatdria que segue a distribuicdo chi-quadrado com k graus

de liberdade. A funcéo densidade de chi-quadrado &:
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1 ; 2
f(Cz):T(CZ)(k/a le-c/Z CZ >0
ok/2 79
%25

A distribuico chi-quadrado é assimétrica e distorcida, com m= k es2 = 2k.
Seja uma distribui¢ao normal, onde yq, y2, .. Yp, representam uma amostra retirada de

umadistribuicdo N(ms2). Tem-se que:
2

A

i=1

3

2
» Cn-l

N

2

(7]

S

Assim, S¥s2 esta distribuida como chi-quadrado e tem n - 1 graus de liberdade, ou
sgja, uma somatdria de quadrados de varidveis aleatérias dividida pela variancia, segue a
distribuicao c2.

Outra distribuicdo bastante empregada é a distribuicdo t. Sez e Ci sd0 variaveis

aeatdrias independentes respectivamente, normal e chi-quadrado, entdo a variavel aleatéria
ty € dada por
Z

Jeilk

e segue a distribuicdo t, com k graus de liberdade. A funcdo de densidade de t é dada

t, =

por

_ cl(k+1)/2] 1

f(t)= - ¥ <t<¥
O heakia e T

com m= 0es? = k/(k-2). Para k= ¥, adistribuicao t torna-se a distribuicéo normal
padréo.
Seyq, Y2, .. Yp, representam uma amostra aleatoriaretirada de umadistribuicdo N(ms

2) tem-se que

€ representada por uma distribuicdo t com n - 1 graus de liberdade.
Osvalores det podem ser obtidos na tabela 2 do anexo.
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2 2
Sgjam duas variaveis aeatdrias independentes Cu e C,, com u e v graus de

liberdade, respectivamente. A razéo
_cu/u

F =
Y

u,v

segue a distribuicdo F, com u graus de liberdade para o numerador e v para o

denominador.
A distribuicdo de probabilidade de F é dada por:

.. .. u/2
281 +voIo” 0
2 %v@
h(F) = . (u+v)/2 O<F<¥
.. .. .. N
B0 &y%?%: +1

20 €20#ve |

Por exemplo, suponhase duas populagbes com distribuicdo normal e varidncias
idénticas. Se retirarmos uma amostra de cada popul agéo, respectivamente y11, Y12, -- Y1n €
Y21, Y22 - Y2n,, €OM n1-1 e ny-1 graus de liberdade, entéo:

2

—»F

S

onde § e S sho as variancias das amostras. Ou sgja, a razéo das variancias das

n-1,n,-1

amostras segue uma distribuicéo F.
Casos12' s52, tem-se que

37
S5 pois iz(nl- 1)»c§1_1 e Sig(nz-l)»cﬁz_l

S si
s3

Osvalores de F podem ser obtidos na tabela 3 do anexo.

F =
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5- DETERMINACAO DO TAMANHO DA AMOSTRA

Ao se obter os valores de Y e R para uma dada amostra, ndo se conhece qua a
confianga com que esses valores podem estimar respectivamente, a média e a variancia da
populacdo de onde a amostra foi retirada. Tal desconhecimento deve-se ao erro causado pela
amostragem. Esse erro pode ser determinado quando se ensaia diversas amostras de uma dada
populagdo obtendo-se Y 1, Y2, ¥ 3.....Y . A variagéo dos valores de y pode ser caracterizada
como uma distribuicdo normal.

Asmédias dey ede Y sdo iguais, porém, avarianciade Y ( Sy2 ) é menor que £,
desde que

2
=

No caso de amostras pequenas (menores que 20) DALLY (1.993) indica o uso da
distribuicdo t de Student. Como a distribuicéo t depende do tamanho da amostra (n), o valor
de t pode ser usado para estimar n de tal forma que se obtenha uma estimativa da média da

amostra para uma dada confianga. Se o comprimento do intervalo de confianga for definido
como 2d e usar-se a expressao para sz tem-se:

_a@ Sy’
n—a?aa

Pode-se considerar que 2d represente a faixa tolerada para encontrar-se os resultados
de uma dada popul agéo.

Exemplo: Seja uma amostra de 20 eixos usinados que apés terem seus didametros

medidos apresentaram uma média Y = 7,840 mm e um desvio-padrdo S = 0,604 mm. Se a
precisdo desta estimativa de mdeve ser de + 2%, com uma confianga de 95%, o valor de d

pode ser obtido:
d =(0,02).(7,840) = 0,157 mm

Sendo n = 20, tem-se pela tabela da distribuigdo t, paran =19 e a/2 = 2,5%,
t=2,09.
Substituindo na expressao para obter-se n:

n = [(2,09).(0,604)/(0,157)]2 = 64,6

Com o novo valor de n igual a 65, ou seja n = 64.
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O procedimento deve ser iterativo: primeiramente obtém-se n, realizam-se novos
ensaios, recalcula-se Ye S e obtém-se um novo valor n, repetindo-se esse procedimento até

gue a convergéncia de n.

6 - CONDICIONAMENTO ESTATISTICO DE DADOSEXPERIMENTAIS

Como mostrado, o erro de medida pode ser caracterizado por uma distribui¢do normal
com variancia Sy2 e esse erro pode ser minimizado pelo aumento do tamanho da amostra.

Ja o erro experimental sistematico proveniente de falhas na leitura ou do desempenho
do instrumento, ndo € uma variavel aeatdria e desta forma, ndo pode ser avaliado por
técnicas estatisticas.

Quando numa amostra, avalia-se que os resultados de uma ou mais réplicas sao
guestionaveis, pode-se utilizar o procedimento de Chauvenet para rejeitar ou manter esses
resultados na andlise da amostra.

Tal procedimento especifica que um dado deve ser rejeitado caso a possibilidade de
obter-se 0 desvio-padréo relativo a esse dado sgja menor que 1/2n. Por exemplo, se n = 10,
tem-se que:

1/2n= 1/20 = 0,05, ou sgja, a= 0,05 e a/2 = 0,025, ou 1 —a/2 = 0,975, obtendo-se na
tabela 1 do anexo um valor de z = 1,96, como tabelado a seguir.

O critério consiste no calculo da razéo de desvio-padréo DR para cada componente

da amostra, onde

DR:yi- y
S

posteriormente, compara-se com uma razéo padréo DRy, obtida da tabela abaixo em funcéo

den:
Numero de Razé&o padrao NUmero de Razé&o padrao
medidas (n) (BRp) medidas (n) (DR)
2 1,15 15 2,13
3 1,38 25 2,33
4 1,54 50 2,57
5 1,65 100 2,81
7 1,80 300 3,14
10 1,96 500 3,29
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O componentey; serarejeitado sei DRi > DRy e mantido caso i DRi £ DRy,.

Caso um componente yj sgjarejeitado, ele sera removido da seqliéncia e os valores
deye S recalculados. Esse procedimento somente ser aplicado uma vez para remover
resultados questionaveis. Se muitos componentes sdo rejeitados, € provavel que a
instrumentacao seja inadequada ou que o processo estudado seja extremamente variavel.

21



7—PLANEJAMENTOSEXPERIMENTAIS
7.1—INTRODUCAO

Um dos objetivos do plangjamento experimental € a otimizacdo do nimero de ensaios
a ser realizado. Como visto anteriormente, esse nimero deve ser adequado de modo a
minimizar os erros experimentais (al eatdrios) mas também deve contribuir para a viabilidade
econbmica e pratica da experimentagdo. A seguir, apresenta-se alguns planejamentos
experimentais (também denominados planos) e procedimentos para sua otimizacdo, de modo
gue sgjam adequados para a obtencdo de dados experimentais. Para cada um desses
planegjamentos também apresenta-se a metodol ogia para a andlise dos resultados obtidos.

7.2—PLANEJAMENTO TOTALMENTE ALEATORIZADO

Nesse plangjamento, os resultados sao obtidos a partir de ensaios realizados de forma
aeatdrio, sem a definicdo exata de uma varidvel de influéncia, ou de seus limites de analise.
Como exemplo, pode-se citar a analise do peso médio (ou daidade média) de uma populacéo
a partir de informagdes obtidas numa amostragem aleatéria. Nesse tipo de plangjamento,
pode-se verificar se a média ou a variancia de uma populacdo é igual a um dado valor, ou
comparar as médias e variancias de duas popul agbes distintas.

O teste de hipdteses e o intervalo de confianca sdo técnicas Uteis para a anaise de
dados provenientes de ensaios experimentais. Assume-se que o0 procedimento experimental
foi totaimente aleatorizado e desta forma, os resultados formam uma amostra aeatéria
extraida de uma distribuicdo normal.

7.2.1 - Andlise das médias pelo teste de hip6teses

Um teste de hipo6teses consiste na definicdo de declaragbes (hipéteses) sobre os

parémetros de uma distribuicéo de probabilidade.
Por exemplo, ssjam m; e np médias de duas amostras distintas. As seguintes

declaragBes sdo hipoteses possiveis:

Ho:m =mp (também definida como hipdtese nula)
Hi:mt®nm (também definida como hipodtese alternativa)
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Este procedimento consiste em analisar uma amostra aeatéria, redizar um teste
estatistico apropriado e desta forma, rejeitar ou ndo a hipétese nula. Essa rejeicéo é baseada
num conjunto de valores denominado regido critica ou regido de rgjeicao.

Se a hipétese nula é rejeitada quando na realidade ela é verdadeira, comete-se um erro
dotipo I. Se por outro lado, a hip6tese nula é falsa e ndo é rejeitada pel o teste, entdo cometeu-
seum erro do tipo 11. A probabilidade desses erros ocorrerem é dada respectivamente por a e
b.

O procedimento geralmente adotado no teste de hip6teses é a definicdo de um valor
para a probabilidade do erro do tipo | (a), também denominado de nivel de significancia do
teste, definindo-se um valor ligeiramente inferior para a probabilidade b.

Como exemplo, tome-se duas amostras retiradas de distribuicdes, com variancias
assumidas como iguais mas desconhecidas, obtidas num plangamento totalmente
aleatorizado, para as quais desgja-se verificar-se as médias.

O teste estatistico utilizando uma distribuicéo t para as observaces das duas amostras

fornece:
t — yl B yz
R E
Syt
L n
y, ey, - médiasdasduasamostras
onde: n, en, - tamanho dasduasamostras
S e S - varianciadas duas amostras
e

(n-DS+(n,- DS
n+n,-2

S§:

€ a estimativa das variéncias das popul agdes.
Para definir se a hipotese nula (Hg) deve ser regjeitada, deve-se comparar tg com o

valor dadistribuigdio t com n, +n, - 2 graus de liberdade. Se |t0|> ta/2.n1+n2-2, entéo Hp
seriarejeitada, ou sgja, as médias das distribuicbes relativas as duas amostras séo diferentes.

No exemplo apresentado, o teste de hipdteses verificava se as médias eram iguais ou
diferentes. Também € possivel verificar se mp <np ouse my > np. No primeiro caso, Hj:
my < np, deformaque Ho serarejeitadacaso ty <-t, ., .

No outro caso, H1: my > np, Hp serarejeitada caso t, > ta,n1+n2- 2.
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7.2.2 - Definicéo do intervalo de confianca par a médias de populagdes

Os intervalos de confiangca permitem por exemplo, que além da conclusdo a
respeito das meédias (my < np ou my > np) - obtida a partir do teste de hipoteses -
determine-se como elas sdo diferentes (mp - np).

Esse procedimento permite definir em que intervalo de valores espera-se encontrar um
determinado pardmetro. Por exemplo, o pardmetro g € uma incognita para a qual deseja-se
estimar o intervalo de confianga. Primeiro, determina-se dois valores estatisticos L e U, de
modo que a probabilidade seja definida como:

P(LEGEU)=1- a

Ointervalo L £ g £ U é denominado intervalo de confianca para o parémetro q com
porcentagem de 100.(1-a) .

Se, por exemplo, estamos interessados em determinar o intervalo de confianca para a
diferenca das medias de duas distribui¢des (m e np), com uma confianga de 100.(1-a), pode-

se determinar esse intervalo da seguinte forma:

Seja Y. -1(rq 1 n;) distribuida como tn, +n,-2, Assim,
S /— +—
P nl n2
e 6
; %o 9, (m- m)
Pg_ ta/2n+n—2£ Eta/znm_z;:l‘a ou
TR 1 1 Mt
é S £
n. n (4]

PCY, - ¥, - t s [telem-omey, -y, +t s 1,10 . .
gyl y2 al2,n+n,-2%p n1 nz yl y2 al2,n+n,-2>p nl n2 Q_

_ / 1 1 o 1 1

Yi~ Ya- ta/21"1+"z'2sp n, ¥ n, £ m-m £ Yi- Y2 +ta/2,n1+n2-ZSD n_1+E

como intervalo de confianga para my - np, com uma confianga de 100.( 1-a).

Quando as variancias S2 e S 2 ndo o iguais, o teste t de duas amostras torna-se:
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Para que tg apresente-se como uma distribui¢éo t, o0 nimero de graus de liberdade n
deve ser calculado como:
S
+ ==+

gi
én, n,g

(st/n)  (S/m,)

n-1 n,-1

No caso em que as variancias S 2 e s 2 sio conhecidas, as hipéteses H (hipétese nula)
e H1 (alternativa) podem ser testadas usando

— yl-y2
Zy = 2 2
5714.2

n n

Se as duas populacbes sdo normais, ou 0s tamanhos das amostras séo grandes o
suficiente, a distribuicdo de Zg € N(0,1) se a hipdtese nula € verdadeira. Assim, a regi&o
critica sera encontrada usando a distribui¢&o normal ao invés dadistribuicéo t, regjeitando Hg
se|Zg | > Zg/2, com Zg/2 igual a porcentagem do ponto superior a/2 da distribui¢éo normal
padréo.

Nesse caso, o intervalo de confianga 100(1 - a) para my - np € dado por

o /52 s? o s? g2
Y1'Y2'Za/2 El+n_22£nl'n'b£y1'yz+za/2 El'*'n_zz

Uma outra possibilidade de teste de hipéteses, refere-se a comparagéo entre amédiade
uma populagdo (M) e um valor especificado np. Assim, as hipoteses sdo:

Hp: m=np
H1:m! nmp
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O teste de hipotese pode ser feito pela aplicacdo da distribuicdo normal, caso a
populagdo sgja normal com varidncia conhecida, ou caso o0 tamanho da amostras sgja
suficientemente grande. Assim,

— 37' M
Z =
° s/vJn

Se Hq € verdadeira, entdo a distribuicéo de Zg € N(0,1). A rejeicdo da hipotese nula
ocorre quando [Zq | > Zg /2. Nesse caso, o intervalo de confianga 100(1-a) € dado por

V- Z,S/NnENMEY+2Z,,s/Jn

Se a varidncia da populagcdo é desconhecida, devemos assumir que a populagéo é
normalmente distribuida. Neste caso, a hipdtese nula Hp: m= nyp seré testada usando-se a

variancia da amostra % como estimativade s2. O valor deteste tg sera dado por

y-n,

Jn

t, =

A hipotese nula sera rejeitada se [t)|>t,,,; §//n. Neste caso, o intervalo de

confianga para uma porcentagem de 100(1-a) é dado por

y- ta/2,n-1 S/\/ﬁ EmE y+ ta/2,n-l S/\/ﬁ

As tabelas 2 e 3 apresentam os testes com médias para 0s casos em que as variancias
s80 conhecidas ou desconhecidas.

Exemplo: Um fabricante de refrigerantes compra garrafas de 300 ml de um fornecedor
€ requer que essas garrafas suportem uma pressdo interna de no minimo 1,4 MPa. Para tanto,
decide formular um teste de hipdteses para avaliar um determinado |ote de garrafas. Ha duas
formulagBes possiveis para esse teste:

HO: m= 1,4 MPa ou HO: m= 1,4 MPa
H1: m> 1,4 MPa H1: m< 1,4 MPa

Considere o primeiro teste de hip6tese. Se a hipétese nula é rejeitada, as garrafas seréo
aprovadas, enquanto que se HO ndo é regjeitada, conclui-se que as garrafas ndo atendem a
especificacdo e ndo devem ser aceitas. Como rejeitar HO é uma conclusdo forte, esse teste
forca o fornecedor das garrafas a demonstrar que o valor médio da pressdo suportada excede
a especificacao.
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Agora, considere o0 segundo teste de hipoteses. Nesse caso, as garrafas sempre seréo
aceitas a menos que HO sga rejeitada, ou sgja, conclui-se que as garrafas atendem a
especificagdo a menos que haja uma forte evidéncia em contraria.

Qual dos dois testes é 0 mais adequado? A resposta € "depende”.

Para o primeiro teste, existe a probabilidade de que HO ndo seja rejeitada mesmo que a
média verdadeira seja um pouco maior que 1,4 MPa, o que implica que o fabricante deve
provar que seu produto atinge ou excede as especificacdes. Esse teste poderia ser adequado se
0 "garrafeiro” teve dificuldades de atender especificacbes no passado, ou se as consideractes
a respeito da seguranga do produto exigem que o valor de 1,4 MPa sgja alcancada dentro de
umatolerancia estreita.

Para 0 segundo teste, existe a probabilidade de que HO segja aceita e as garrafas sgjam
consideradas aprovadas mesmo se amédiareal sgjaum pouco menor que 1,4 MPa. Assim, as
garrafas somente seriam rejeitadas se houvesse uma forte evidéncia de que a média néo
excede 1,4 MPa, ou sgja quando HO for rejeitada. Esse teste assume que 0 desempenho do
"garrafeiro" no passado foi satisfatrio e que peguenos desvios em torno de 1,4 MPa néo
apresentardo riscos de seguranca.

Ao formular testes de hipdteses mono-caudais deve-se considerar que rejeitar HO é
sempre uma conclusdo forte. Conseguentemente, deve-se considerar qual a hipGtese
aternativa mais forte, mais adequada para os objetivos da andlise. Nos experimentos do dia-
adiaisso sempre dependera de cada ponto de vista e da experiéncia prévia sobre o problema.
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Tabela 2 - Testes de médias com populagbes de variancias conhecidas

Hipotese Teste estatistico  Critério de rgjeicdo de HO
Ho:m=m, 1Zo|> 2,
H;:m! m
y-m
Ho:m= Z,=
0 m 0 S/\/ﬁ
Hy:m<m, Z,<-Z,
Hy:m=m,
H,:m>m, Z,>7Z,
Hoom =m
Hi:m* m 1Zo|> Z.,2
Yi- ¥
Hom=m Z, = 12 2 >
Si .Sz
nl n2
Hl:m_<n} Zo <'Za
Ho:m =m
H1:m >n} ZO >Za
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Tabela 3 - Testes de médias de populagbes com variancias desconhecidas

Hipdtese Testeestatistico  Critério derejeicao de HO

HO - m= rrb |t0 |> ta/2,n—l
H,:mlm
. y-m,
H,: m= t, =
0 rrb 0 S/\/ﬁ
Hl:m<n'b t0<-ta,n—1
Hy:m=m,
Hl: m> rrb t0 >ta,n—l
s’=s)=s?
Hoim=m, =2
1 1
S, [~ +—
nl n2
Hiim?tm n=n+n,-2 |to|>ta/2n
sits?
o _ Y-V
Horm=m,  fy=- Yo
S, S
nl n2
Hl:m<nb t0<_tan
Ho:m=m,
as? S2E
s
n n,g
H,:m>m n= L 20 t, >t

C(emf ()

n-1 n,-1



7.2.3 - Andlise das variancias pelo teste de hipéteses

Além do teste de hipoteses para comparacéo de médias, pode-se utilizar esta técnica
também para a comparacéo das variancias, naguelas situacdes em que a variabilidade de uma

populagdo normal deve ser verificada. Comparando a variancia da populagdo (s2) aum
valor especificado (s ;?), tem-se:

Ho: s2= 52
Hy:s21 s 2

O teste estatistico para essas hipoteses €:

»_SS_(n-1S°

°TsiT s

A hipétese nulaserarejeitadase 5 > €5, ; OU C§ < Cf (o n1-

O intervalo de confianca para uma porcentagem 100(1-a) éigua a

(n-1)S? £s?g (n- 1)S?
CaZIZ,n—l Clz— (a/2),n-1

Uma outra andlise pode ser feita para comparar as variancias de duas popul agdes com
distribui¢do normal, com tamanhos de amostras aeatorias nq e no:

2 2

Ho: 4= s5

O teste estatistico para essas hipéteses é feito empregando o quociente das variancias
das amostras:

A hip6tese nula serarejeitada se
Fo>Fnin-1 ouse By <Fgmnin-1

a
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O interval o de confianga para uma porcentagem 100(1-a) € dado por:

2
£3 g

Szz al/l2n-1n,-1

2
S
S F £

2

1 -1
2 1- (a/2),-1,n,- 1 2
SZ (al2),n-1n, s

A tabela 4 apresenta os testes de variancia para distribui¢bes normais.

Tabela 4 - Testes de variancia para distribuicdes normais

Hipotese Teste estatistico  Critério de rejeicao

0?21 a?2 2 2
H,:s So Co < Ciazyn-1

) . _(n-1s’

e 2 — 2 2
HO'S _SO CO c:O < Cl—a,n-l

Sg
H;:s?<s?
Hys?=s¢
e 2 2 2 2
Hl.S >SO Co > Ca,n-l
w2 a2
HO'Sl _SZ I:O > Fa/Z,nl—l,nz—l ou
2
e 2 2 _i
His ts; F = s Fo <Fi@izpn-1n,-1
Hyis{ =s}
2
22 _S
His; <s, Fo = g Fo > Fa,nz-l,nl-l
HysZ2=s?
2
e 2 2 _S
Hiis; >s; Fo - g Fo > Fa,nl-l,nz-l
1
Obs. Fl—a nn, —
an,ng
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7.3—PLANEJAMENTO ALEATORIZADO POR BLOCOS

Como apresentado no item 2.1, em algumas situacfes ndo ha interesse em que o
plangamento experimental segja totalmente aleatorizado, devido a heterogeneidade do
material de andlise. Nesses casos, ha necessidade de utilizar-se da técnica de blocos que
representardo uma por¢ao mais homogénea do material.

Um exemplo da aplicacéo dos blocos é o analise de comparacao por paresde modo a
minimizar os erros causados pela heterogeneidade do material analisado, caso o plangjamento
totalmente aleatorizado fosse empregado. Nessa andlise, serdo usados dois niveis da variavel
de influéncia estudada, indicados pelo indice i e n réplicas indicadas por j. O modelo
estatistico que descreve os dados obtidos podem ser representados por:

i i=12
Yy =mAbite 15

onde, Y; j € uma observacd@o (ou resultado), obtida para o nivel i naréplicaj, m é a
média para o nivel i, bj € 0 efeito sobre o resultado devido a j-ésima réplica e &j, Um erro
experimental que apresenta médianulae variancia s f

Se fizermos a andlise da diferenca entre os pares:

dj:ylj_ij j:l,2,....,n

o valor esperado para adiferenca é

m = E(dj)
= E(ylj - ij)
= E(Ylj)' E(Yzj)

m+D; - (n}‘*'bj):nl' m
O teste da hipotese nula HO: my=np pode ser feito pela diferenca por paresny, ou sgja,
Ho:ny=0

Hi:myt O
O teste estatistico é feito com
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d 14
t, = onde d =—é d, éamédiadasdiferencasdaamostrae
S,/+/n N
. <12
éy _62@]/2 gy 2 laecr>1 QZUL‘]/
eg f-da>u  ga d>--ga dl g
e & "oy 22,1 ng T iy
] =1 P ej=1 ]=1 '@ U 3 i N _
S, =¢ u =ga G € 0 desvio padréo das diferengas da amostra
d a n-1 G = n-1 ;
= - é a
¢ 0 e G
S H @ u
e u

A hipGtese nula é rejeitada caso verifique-se que |tg| > ta/2,n-1-

A técnica de andlise por pares com o uso de blocos tem como principal beneficio a
reducdo da estimativa da variabilidade, devido a eliminagdo da influéncia de variaveis
incontrolaveis.

7.4—PLANEJAMENTO ALEATORIZADO POR NIVEIS
Seja um procedimento experimental onde realizou-se ensaios com a diferentes niveis

(ou tratamentos) de uma Unica varidvel de influéncia (fator), com n réplicas para cada nivel,
como mostrado na tabela a seguir

Nivel Observacoes Totais Médias
(Tratamento)

1 yiz Y12 ... VY y1. Y1

2 Y21 Y22 ... Y y2. Y.

a Yal Ya2 ... VYan Ya. Ya.

y.. y.

onde y; i € 0 j-ésimo elemento obtido no tratamento (nivel) i. Esses elementos podem

ser definidos pelo modelo estatistico linear:
i
y; = m+t, +e|j,:\ .
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onde mé a media geral, comum a todos os tratamentos, tj € um parametro que define
o efeito de cada tratamento e g i € um componente devido a erros aeatérios. O objetivo deste

estudo é avaiar os efeitos dos tratamento e estimé-los, através do teste de hipbteses
apropriadas. Para esse teste, assume-se que os erros do modelo utilizado séo normalmente e
independentemente distribuidos com média zero e variancia s2 igual para todos os
tratamentos.

Esse modelo é denominado andlise de variancia de um fator Unico e para que a anélise
seja obj etiva é necessério que o procedimento experimental seja completamente al eatorizado.

A andlise dos efeitos dos tratamentos pode ser feita de duas maneiras. Na primeira, 0s
tratamentos foram escol hidos de forma especifica e desta forma, o teste de hipéteses refere-se
as médias dos tratamentos e as conclusdes extraidas serdo aplicaveis somente aos niveis
considerados na andlise, ndo podendo ser estendidos a outros niveis ndo analisados. Nesse
caso, tem-se a andlise de um modelo de efeitos fixos.

JA quando os tratamentos analisados representam uma amostra aleatéria de uma
populacdo de tratamentos, pode-se estender as conclusdes da analise feitas para essa amostra,
para todos os outros tratamentos da populagdo. Nesse caso, testa-se hipbteses e tenta-se
estimar a variabilidade de tj assim, tem-se a andlise de um model o de efeitos aleatdrios ou de

um modelo de componentes de variancia.

7.4.1 - Andlise de um modelo de efeitos fixos

Neste caso, o0s efeitos dos tratamentos tj séo definidos como desvios a partir da media

geral, de modo que
a

at =0
i=1
Databela anterior, tem-se que
y| = é. y|] yi. = yi./n I :1'2""’a
j=1
y=aay, v.=y/N

j=1

1
[y
1

onde N = a.n €0 nimero total de observagBese y representaamediageral de todas as

observacOes.



A média estimada do i-ésimo tratamento é dada por
E(yij) °m=nm+t,, 1=12,..,a.0usga, consiste da média geral msomada a0 efeito
do tratamento t; .

O teste de hipoteses é feito para verificar se as médias dos tratamentos sdo iguais.

Ho: m=nmp=..=ny
Hi:m?*m (pelo menos paraum par i)
ou,
Hpo: t1=tp=..=153=0
Hi:tj* O (parapelo menosum i)

caso Hp sgja verdadeira, de modo que todos os tratamentos tém médiaigual am

Para essa verificacdo, a andlise de variancia é a que melhor se aplica. O termo andlise
de variancia deriva da divisao da variabilidade total em seus componentes.

A variahilidade total dos resultados é representada pela soma corrigida dos quadrados
SSt, que dividida pelo nimero de graus de liberdade N-1 fornece a variancia da amostra.

(v, - v.)

QJ%
- QDos

Ss, =

i=1 j=1

Essa soma pode ser escrita como

O ultimo termo da expressdo é nulo pois

(w VJ=M:n%=anWM@:

- Qos

1

Assim,
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38(y-v)=rd(n-v)+aaly-v)

1 =1 i=1 i=1 j=1

- Dos

Como se observa na expressao acima, a soma corrigida dos quadrados - que representa
a variabilidade dos dados - é representada pela somatdria dos quadrados das diferencas entre
as médias dos tratamentos e a média geral de todos elementos, adicionada a somatoéria -
dentro dos tratamentos - dos quadrados das diferencas entre as observactes e as médias dos
tratamentos.

Assim,

SSt = SSTratamentos * SSg

onde SSty gtamentos denomina-se soma dos quadrados devidos aos tratamentos (entre
tratamentos) e SSg € denominada soma dos quadrados devidos ao erro (dentro dos
tratamentos). SSt apresenta N-1 graus de liberdade, SSty stamentos a@presentaa-1 e SSg, N-a

graus de liberdade.

Assim, € uma estimativa da variancia dentro de cada um dos tratamentos e
N-a
SSFLM;NTOS , a estimativa da variancia entre os tratamentos.
a -

Para a andlise estatistica das hipoteses apresentadas no item 7.3.1, tem-se que SSt é uma
soma de quadrados de varidveis aeatérias normalmente distribuidas, SST/SZ, SSE/52 e
SSTRATAMENTOY'S 2 s&o distribuidas como chi-quadrado respectivamente, com N-1, N-ae
a-1 graus de liberdade, se ahipotese nula HO: tj = O for verdadeira. Nesse caso, aplicando-
seo teoremade Cochran (N-1 = N-a+ a-1) tem-se que SSe/s 2 e SSTRATAMENTOS'S 2 S80
variaveis aleatdrias chi-quadrado independentes.

Se a hip6tese nula é verdadeira, ou sgja, ndo ha diferenca entre as médias dos
tratamentos, a razdo

$TF\’ATAM ENTOS /
SS. /(N - a)

Fo =

é umadistribuicdio F com a-1 e N-a graus de liberdade.
No caso da hipétese nula ser verdadeira, tanto 0 numerador quanto o denominador da

expressao sao estimadores confiaveis de s2. Assim, se o valor esperado para o numerador é
maior que o valor esperado para o denominador, deve-se rejeitar Hy paravalores do teste de

hip6teses que sejam muito grandes, ou sgja, a hipotese nula serarejeitada se
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A andlise da variancia pode ser feita construindo tabelas como a seguir:

Fonte de Soma de Graus de Médias dos Fo
variacao guadrados liberdade guadrados
Entre SSTRATAMENTO a-1 SStrAT/(2-1)
tratamentos S
Erro (dentro dos SSg N-a SSg/(N-a) E = SSrR’ATAl\AENTos/(a - 1)
tratamentos) ° Ss./ (N - a)
Total SSt N-1

O método apresentado anteriormente, considera que todas amostras possuiam n

réplicas. Num caso especial, onde o nimero de observagdes ndo pode ser mantido constante
em todos os tratamentos, definindo-se como nj, o0 tamanho da amostra para cada um dos i

a

o
tratamentos, tem-se nessa situagd, N =@ N, e as expressdes das somas ficam:
i=1

& 3 0y
SSr:gaé_y”?f-—"

€i=1j=1 @ N
e

_@ Yoy
SSFRAT_gia;lnib N

Deve-se preferir 0 uso de tratamentos com amostras de tamanhos iguais pois a hipétese

de que as variéncias sgjam iguais para todos os tratamentos é mais facilmente verificada
quando nj = n e também porque a capacidade do teste &€ maximizada nessa situagéo.

Comparacéo das médias individuais dos tratamentos

O método apresentado anteriormente permite verificar-se se as médias de diversos
tratamentos sdo diferentes ou ndo, mas ndo possibilita verificar-se quais delas divergem. Para
tanto, ha necessidade de as somatorias das observacdes de cada tratamento (Y, ) ou de suas
meédias (Y, ). Essas comparages sdo feitas através dos denominados métodos de compar agéo
multipla.

Muitos desses métodos usam o conceito de contraste. Um contraste C é uma
combinagdo linear dos totais Y, que permite a comparagéo das médias dos tratamentos.
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a

C:é i Vi

i=1

com arestricdo de que

é c =0 para tratamentos com n iguais

i=1

s

anc =0 para tratamentos com n diferentes

A soma dos quadrados para qualquer contraste é dada por:

59 o]

ga oy
i1 1] .

s — para tratamentos com n iguas

S5 =——
2 2
na ¢
i=1

para tratamentos com n diferentes

Um contraste € testado comparando-se SSc com SSg/(N-a) que deve ser distribuido
como Fa 1 N-a Caso a hipdtese nula seja verdadeira, ou sgja, com:

S5

s (N~ a)

Hp serargjeitadase FO> Fg 1 N-a-

O uso de contrastes ortogonais € um caso particular deste método, que oferecem testes
independentes para as médias dos tratamentos. Dois contrastes { ¢j} e{d;} sdo ortogonais se
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acd =0  paratratamentos com niguais

a
a ncd, =0 paratratamentos com n diferentes

Exemplo: Para o exercicio 12, serd construido o quadro de andlise de variancia com
modelo de efeitos fixos, verificado se as condicdes de tratamento térmico afetam a
propriedade mecénica da liga e comparadas as médias dos diversos tratamentos, usando-se

contrastes que serdo verificados quanto a ortogonalidade, ou seja, se séo independentes

entre si.

Tratamentos TLE [MPa] Totais Médias
1 312.9 300 286.5 289 1188.4 297.1
2 320 330 2975 315 1262.5 315.6
3 280 290 298.5 305 1173.5 293.3
4 260 270 260 276.5 1066.5 266.6
4690.6 293.2
N=n.a N =16
SST = 6436.5 SStraT/(8-1) =1632.5
SSTRAT = 4897.4 SSg /(N -a) =128.3
SSg = 1539.1 Fo=12.7 F0.05,3,12 = 3.49

Como Fq > Fp p5,3,12 tem-se que a hipotese nula é rejeitada, ou seja, os tratamentos
afetam a propriedade da liga metalica.

Para comparar as médias dos diversos tratamentos serdo verificadas as seguintes
hipoéteses nulas:

D) HOmnm, =m, C =1ly,-1y,+0y, +0y,
2) HOm=m C,=1y, +0y, - 1y, +0y,
3) HOEmM, =m, C;=0y, +1y, +0.y,- 1y,
4) HOm+m=m+m, C,=1y,- 1y, +1y,- 1y,
5) HE2.m =m+m, C,=-1y,+2y, -1y, +0y,
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a
o]

O primeiro teste a ser feito é verificar se a condi¢do g C, = O é satisfeita para todos
i=1

0s contrastes:
Para Cq, tem-se: 1 -1 +0 +0 = 0. Para Cy, tem-se: 1 +0 -1+0 = 0. Para Cg, tem-se: 0

+1 +0 -1= 0. Para Cy, tem-se: 1 -1 +1 -1 = 0. Para Cg, tem-se: -1 +2 -1 +0 = 0. Ou sgja,
todos os contrastes propostos satisfazem o critério.

Com os cinco contrastes propostos, quatro pares sédo ortogonais (CoCg, CoCy, CoCpg
e C3Cy) ou seja, independentes entre si.

Analisando-se a primeira hipétese HO:Im; =11,, tem-se que SSc = 693,78 e que
SSg/(N-a) = 128,3. Assim, Fg = 5,41. Como Fg o5 1, 12 € igual a 4,75, tem-se Fg > Fg o5,
1, 12 assim, pode-se concluir que existe diferenca significativa entre as médias dos

tratamentos 1 e 2.
7.4.2 - Andlise de um modelo de efeitos aleatorios

Numa situacdo em gue se desgja verificar um fator que apresenta um grande nimero de
niveis possiveis e seleciona-se aleatoriamente alguns destes niveis para andlise, diz-se que
esse fator € aleatério. Como a escolha foi feita aleatoriamente, as conclusdes extraidas a
partir dos resultados obtidos nos niveis analisados, podem ser estendidas para toda a
populacdo de niveis. Nesse caso, assume-se que populacdo é infinita ou suficientemente
grande para ser considerada infinita.

O modelo estatistico linear pode ser novamente utilizado.

) ii=12,...a
S =m+t. +e. .
le [ e”;:\J :lz’."n
ondet; e ejj so variaveis aleatdrias. Se't; apresenta variancia st 2 e é independente
de g i avariancia de qualquer observacao é dada por

V(yij) :St2 +s?

onde as duas parcelas sdo denominadas componentes de variéncia e o modelo, modelo

de componentes de variancia ou modelo de efeitos aleatdrios.
O teste de hip6teses neste modelo, assume-se que {eij} sgja NID(0,52), que {t i} sgja

NID(0,s¢t 2) e que ambas sgjam independentes.
A representacdo da soma de quadrados
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SSt = SSTratamentos * SSg

permanece vélida.

O teste de hipoteses é feito para a verificacdo da variancia dos efeitos dos tratamentos

(st2):

Se Sf =0, todos os tratamentos apresentam os mesmos efeitos. Porém, se sf >0

esses tratamentos apresentam variabilidade significativa.

Novamente, SSg/s? e SSTRATAMENTOSS?Z sfo distribuidas como chi-quadrado

respectivamente, com N-a e a-1 graus de liberdade, se a hipétese nula HO for verdadeirae

ambas sdo variaveis aleatdrias chi-quadrado independentes. Desta forma, a razéo

_ $rRATAMENTos / (a' 1)
~ SS./(N-a)

Fo

é umadistribuicdo F com a-1 e N-a graus de liberdade.

Definindo MSTRAT €OM0 SS.xravenros/(@- 1) e MSg como SS. /(N - a) pode-

Se provar que

E(MSTRAT) =s?+ns’
e
E(MS,)=s?

A hipétese nula serarejeitadase Fy > F, | | ...

Asvariancias s2 e st 2 podem ser estimadas:

S?=MS. e
r2 MSTRAT - MSE
S{ =

n

é s Lu

L &s aniyg

_ A i=1 !
nO - 1?8. r]I T a L:I
a- e|=1 o] u

8 any

e i=1 u
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Se as observagles distribuem-se como NID, arazéo (N—a)MSE/s2 é distribuida como

O intervalo de confianca 100(1-a) para o componente de variancia s 2 é dado por:

(N- a)Ms, fs? g (N- a)Ms,
2

2
Ca/Z,N—a C1—51/2,N—a

Jaarazéo (a-1)MStRaT/(s2+ns2) é distribuida como

2

intervalo de confianga para a relagcéo 25+‘ > € dado por:
S S

ci.l, de modo que o

onde

1Sy 1 2
ng I\/ISE Fa/Z,a-l,N—a Q

UolMSpe 10
ng I\/ISE Fl—a/z,a—l,N—a ﬂ

7.5- PLANEJAMENTO POR NiVEIS COMPLETO ALEATORIZADO POR BLOCOS

Nesse tipo de plangjamento, tem-se por objetivo avaliar a influéncia dos tratamentos

para uma dada varidvel de influéncia, blogueando-se uma fonte de variabilidade, que desgja-
se eliminar.

Como exemplo, teriamos a verificacdo de penetradores (tratamentos) na medicdo de
dureza de materiais distintos. Assim, os materiais seriam bloqueados.

O plangiamento é definido como completo pois cada bloco contém todos os
tratamentos e, é aleatorizado dentro dos blocos.

Nesse estudo, tem-se a tratamento e b blocos, com o seguinte model o estatistico:

i
Y = m+t; +bj +eij,}
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a
onde mé amédia da populagdo, tj € o efeito do tratamento i, (é t. =0) bj éoefeito
i=1

b
do bloco | (é b, =0)

=1

egj €0 erro aeatorio, distribuido como NID(0,s 2),

Devido ao plangjamento por niveis e blocos, define-se este plangjamento como um
model o de efeitos fixos, tanto para os tratamentos como para os blocos.
O teste de hip6teses é dado por:

Ho: m=nmp=..=ny
Hi:m?*m (pelo menos paraum par i)
ou,
Hpo: t1=tp=..=153=0
Hi:tj!* O (parapelo menosum i)

Também define-se as seguintes somatorias.

a

b a n
y.=a Yi ¥V~ a Yi y=aad Yii
j=1 i=1 [

y =y /b i=12..a
y,=y;/a j=12..b
y =y./N N=ab

As somatdrias dos quadrados das diferencas podem ser relacionadas como:

SSt = SStratamentos t SShlocos * S5

o que fornece o0 seguinte quadro de andlise:
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Somatéria de quadrados Graus de liberdade

§ & 2 | b 6 y
s -ddbf = -BALT
i=1j=1 i=1 j=1 7]
“ba (v - v ) _E yi.zg y,2
SSiear =ba (yi- ) y--) SSirar = éa T_' N al
i=1 i=1 [/}
Ob _ —\2 &g sz 9 y 2
SSsiocos = 28 (y-i ) y..) SSeiocos =gA 1 o b-1
j=1 8]: a ﬂ N
S5 = SS7- SStratamentos - SShlocos (a1).(b-1)

SS
Assim, ———F & uma edtimativa da variancia do conjunto total de dados,
(a-12).(b- 1)

S, L A SS
%ENTOS, a estimativa da variancia dentro de cada um dos tratamentos e %
a - -

estimativa da variancia dentro de cada um dos blocos.
Para a andlise estatistica das hipoteses, tem-se que SSt € uma soma de quadrados de

variaveis al eatérias normalmente distribuidas, SSt/s 2, SSTRATAMENTOSS 2 SSBLOCOS'S
2 e SSe/s2so distribuidas como chi-quadrado respectivamente, com N-1, a-1, b-1 e (a-
1).(b-1) graus de liberdade, se ahipdtese nula HO: tj = O for verdadeira.

,a

Nesse caso, aplicando-se 0 teorema de Cochran (N-1 = a-1+b-1+(a-1).(b-1)) tem-se
que SSe/s2, SSBL 0cOgS? e SSTRATAMENTOS'S 2 sio varidveis aleatdrias chi-quadrado

independentes.
Se a hip6tese nula é verdadeira, ou sgja, ndo ha diferenca entre as médias dos

tratamentos, arazdo

SSTRATAMENTOS / (a B 1)

para os tratamentos, ou
SSE / ((a - )

$BLocos / (b - 1)

$E/((a'

F, =

) para os blocos

sdo distribuigdes F com a-1 e (a1).(b-1) e b-1 e (a-1).(b-1) graus de liberdade,
respectivamente.



No caso da hipétese nula ser verdadeira, tanto 0 numerador quanto o denominador da
expressdo s3o estimadores confidveis de s2. Assim, se 0 valor esperado para o numerador é
maior que o valor esperado para 0 denominador, deve-se rejeitar Hy paravalores do teste de

hipéteses que sejam muito grandes, ou sgja, a hipotese nula sera rejeitada se

Fo>F a0 para o teste dos tratamentos, ou

Fo > F b 1a-0.0-9) para o teste dos blocos

Caso a hipétese nula seja rejeitada (os tratamentos tém influéncia), pode-se verificar a
influéncia de cada tratamento através de comparagGes multiplas, com o uso de contrastes.
Nesse caso, 0 procedimento é idéntico ao usado no modelo de efeitos fixos, apenas
empregando-se;
& 0
- - 8.6}1 GYi p
. =

QD

Um contraste sera testado comparando-se SSc com SSg/((a-1).(b-1)) que deve ser
distribuido como F3 1 (a-1).(b-1) Caso a hipétese nula seja verdadeira, ou seja, com:

F = =
" ss./((a- 9).(b- 1)

Ho serarejeitadase FO> Fa 1 (a-1).(b-1):

7.6 —PLANEJAMENTO POR NiVEISINCOMPLETO ALEATORIZADOS POR BLOCOS

Quando no trabalho experimental ha escassez de recursos, seja de matéria-prima ou
de disponibilidade no uso de equipamentos e instrumentos, pode ocorrer de ndo ser possivel 0
plangiamento completo anteriormente apresentado. Nesse caso, pode-se Uutilizar o
planejamento incompleto aeatorizado por blocos, no qual nem todos os tratamentos estéo
presentes em cada bloco.

No plangjamento incompleto balanceado, todos os blocos possuem 0 mesmo nimero
de tratamentos, sendo esse nimero definido como k, cada tratamento ocorre r vezes no
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plangjamento (ou é replicado r vezes), e assim, existem N = ar = b.k observacbes. Ja o
nimero de vezes que cada par de tratamentos aparece no mesmo bloco é dado por | (que

deve ser inteiro):

. r(k- 1)
T a-1
onde a - nimero de tratamentos b - nimero de blocos

k - nimero de tratamentos por bloco
r - nUmero de vezes de ocorrénciade cada  tratamento

Se a= b, o plangamento é denominado simétrico.
O modelo estatistico que representa esse plangjamento é dado por:

ji=12,...a

yij :m+ti +bj +eij,:\j :].,Z,b

semelhante ao obtido para analise de modelos fixos.
A variabilidade total do modelo pode ser representada por:

SST = SSTratamentos(gjustado) * SShlocos + S5

A somatéria dos quadrados das diferencas para andlise dos nives
(SSTratamentos(ajustado)) deve ser ajustado pois o nimero de observacdes difere dentro de

cada bloco.
Assim, tem-se;

& 2 0y &y’ 0 y?
=ca a i_2+-; =6 2L+ L.
SSF gizl j:lyl s N SSBLocos 821 K 5 N
$
ka Q" 18
SSFRAT(aJUSt.) =—= onde Q| =Y.-oa njy.j
l.a K =
comi=1,2, ... ,aeondenij:lseotratamentoiaparecenoblocojenij:Ocaso

contrério.
Ja SSg € obtido por subtragéo do total:
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S5t = SS7 - SStratamentos(ajustado) = SShlocos

SSt apresenta N-1 graus de liberdade, SSTRAT (gjust.): @1 SSBLOCOS b-1 e S5
tem N-a-b+ 1 graus de liberdade.

O teste estatistico apropriado para verificar ainfluéncia dos efeitos dos tratamentos é

_ SsrRAT.(ajust.) /(a' l)
- SS./(N-a-b+1)

Fo

A hipGtese nula seré rejeitada caso

F,>F

aa-1N-a-b+l
7.7 - PLANEJAMENTO QUADRADO LATINO

Este plangamento é (til quando tem-se por objetivo eliminar duas fontes de
variabilidade, blogueando duas direcles.

Como exemplo, assuma-se um estudo em que desgja-se determinar a influéncia da
formulac&o sobre a quantidade de energia liberada num processo. Assim, tem-se a energia
como varidvel de resposta e a formulagdo como variavel de influéncia. Porém, as
formulagBes podem ser preparadas por operadores diversos com diferentes matérias-primas, o
gue configura duas fontes de variabilidade que se desgja eliminar.

O quadrado latino consiste de um arranjo quadrado p x p, onde os tratamentos (niveis)
davariavel de influéncia sdo representados por letras latinas mailsculas (A, B, C,....), sendo
gue cada letra s pode aparecer uma Unicavez em cada linha e coluna.

As linhas e colunas do quadrado sdo ocupadas pelos niveis das fontes de variabilidade
bloqueadas. Se denomina-se padrdo um quadrado latino que tem a primeiralinhae aprimeira
coluna com os niveis em ordem alfabético, tem-se que um arranjo quadrado latino 3 x 3
podera apresentar somente uma combinagdo, enguanto que um arranjo 4 x 4 apresentara 4
combinactes, um 5 x 5 tera 56 e um 7 x 7 terd 16.942.080.

Alguns exemplos:

4x4 5x5

ABDZC ADEBC
BCAD DACBE
CDBA CBACD
DACB ECDAB

47



No caso do exemplo do arranjo 4 x 4, ap0s sortear 0s tratamentos para o nivel 1 da
fonte das linhas, ao iniciar o sorteio dos tratamentos para a segunda linha, o tratamento A
seria separado para a primeira coluna, o tratamento B para a segunda, o D para a terceira,
restando conseqlientemente, o tratamento C para a quarta coluna. O procedimento repete-se
para as demais linhas, restringindo cada vez mais o nimero de tratamentos possiveis de
sortear-se para cada coluna.

Este plangjamento tem seus resultados analisados pel o seguinte model o estatistico:

i1=12,...p
Yj =m+a, +t, +b, +eijk}lj =12,...p
lk=12,...p

onde mé amédia da populagdo, aj éo efeito do linhai, tj € o efeito do tratamento j da
variavel deinfluénciae by € o efeito da colunak e ejji € o erro aleatdrio, distribuido como

NID(0,52).
O teste de hipoteses € dado por:
Ho: ma=ng=..=np
Hi:m?* m (pelo menos paraum par i,))
ou,

Ho: tao=tg=..= tp= 0
Hqi:tj* O (parapelo menosumi)

As somatérias dos quadrados das diferencas é representada pela expresséo e pelo
guadro de andlise apresentados a seguir.

SSt = SStratamentost SSLinhast SScolunas * SSe
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Somatéria de quadrados Graus de liberdade

SSiar = éy—]pz - yWZ p-1
SSinas = éy'—pz - yWZ p-1
SScorunes =§ y'l';z - yWZ p-1

SSe = SS7- SStratamentos - SSLINHAS- SSCOLUNAS (P-1).(p-2)

Novamente, para a andlise estatistica das hipoteses, tem-se que SSt € uma soma de
quadrados de variveis aleatdrias normalmente distribuidas, SSt/s2, SSTRATAMENTOSS 2
SS INHAGS2  SSCOLUNASS? e SSe/s2sio  distribuidas  como  chi-quadrado
respectivamente, com N-1, p-1, p-1, p-1 e (p-2).(p-1) graus de liberdade, se ahipbtese nula
HO: tj = Ofor verdadeira

Nesse caso, aplicando-se 0 teorema de Cochran (N-1 = p-1+p-1+p-1+(p-2).(p-1)),
onde N = p2, tem-se que SSg/s 2, SS_INHAZS 2, SSCOLUNAS'S? € SSTRATAMENTOSS
sdo variaveis aleatorias chi-quadrado independentes.

Se a hip6tese nula é verdadeira, ou sgja, ndo ha diferenca entre as médias dos
tratamentos, a razdo

= $TRATAM ENTOS /( p - 1) para os tratamentos.
ss./((p- 1(p- 2))

FO

éumadistribuicdo F com p-1e (p-1).(p-2) graus de liberdade.
No caso da hipétese nula ser verdadeira, tanto 0 numerador quanto o denominador da

express3o s3o estimadores confiaveis de s2. Assim, se o valor esperado para o numerador é
maior que o valor esperado para 0 denominador, deve-se rejeitar Hy paravalores do teste de

hipéteses que sejam muito grandes, ou sgja, a hipotese nula sera rejeitada se

Fo > Fa,p— 1(p-1)(p-2)
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Ostestes com as fontes das linhas e das colunas perde objetividade estatistica visto que
durante o planejamento eles foram blogueados, ou seja, tiveram sua al eatoriedade restrita.
A grande desvantagem do planejamento quadrado latino com quadrados pequenos (3 X
3 0u 4 x 4) é o pequeno nimero de graus de liberdade associado. Para evitar esse problema,
usa-se replicar os experimentos. Essa réplica pode ser feita de trés modos distintos:
1. usando combina¢des com os mesmos niveis das fontes (linhas e colunas) em
cada réplica;
2. alternando niveis das fontes em cada réplica, fixando o nivel da linha e alterando
o nivel da coluna, ou vice-versa, para cada combinagao;

3. usando diferentes niveis de linhas e colunas para cada réplica.

Nesses casos, as somatorias dos quadrados das diferencas séo dadas por:
SSt = SStratamentos* SSLinhas* SScolunas* SSREPLICAS *+ S5

O quadro de andlise para o caso () tem o indice! representando as réplicas, assm cada
resultado é identificado por y; jki, ou sgja, a observacdo nalinhai, no tratamento j, na colunak

e na réplica I. Com n réplicas para cada conjunto i, j, k tem-se um nimero total de

observagdes N = np2.

Somatéria de quadrados Graus de liberdade
x §&de 0 y?
SSr=caaaa vyt N-1
€i=1 j=1k=11=1 g N
J y.j..2 Yy 2
=aA - p-1
$'I'F\’A'I' ™ np N
4y, ? Yy 2
SSLINHAS = |a=1n_p - W p-1
ey’ v’
SScoLunas = §1 nl;:) - W p-1
n 2 2
_ 2 Y. Y.
SSREPUCAS - Ia:-l p2 B W n-1
S5t = SSt - SStratamentos - SSLINHAS- SSCOLUNAS (P-1)[n(p+1)-3]
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7.8 - PLANEJAMENTO QUADRADO GRECO-LATINO

Esses plangjamentos resultam da sobreposicéo de dois quadrados latinos p X p. As

letras latinas e gregas referem-se aos tratamentos. Como restricéo, cada letra grega aparece

apenas uma vez ao lado de cada letra latina, configurando que os quadrados sobrepostos

denominam-se ortogonais.

Com o uso desse plangamento, torna-se possivel o controle sistemético de trés

fontes de variabilidade, ou sgja, através do blogueio em trés diregbes pode-se analisar quatro

fatores (linhas, colunas, letras latinas e letras gregas), cada um deles em p nivels, com um

total de p2 observacBes. Pode-se obter quadrados greco-latinos apartir dep 3 3, exceto parap

= 6.
A seguir, apresenta-se um exemplo de quadrado greco-latino 4 x 4:
COLUNAS
LINHAS 1 2 3 4
1 Aa Bb Cg Dd
2 Bd Ag Db Ca
3 Cb Da Ad Bg
4 Dg Cd Ba Ab

O modelo estatistico correspondente a este planejamento é dado por:

1i=12,...
{:j=L2,...p
Yo =M+q +t, +w, +y, +e”.k,_|’_k:],2,...p

.:.| =12,....p

t

onde mé a média da populagéo, g; € o efeito do linhai, t] € o efeito do tratamento j da

variavel deinfluéncia (letralatina), wy € o efeito do tratamento k da fonte (letragrega), y | é

o efeito dacolunal e gjji) € o erro aleatorio, distribuido como NI D(0,s2).

As somatérias dos quadrados das diferencas é representada pela expressdo e pelo

guadro de andlise apresentados a seguir.

SSt = SSTratamentos (latinas) ¥ SSTratamentos (gregas) * SSLinhas* SScolunas + S5
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Somatéria de quadrados Graus de liberdade

Po S 0y
$T :ga é. a. é. yljk|2_- N N-1
€i=1 j=1 k=1 I1=1 g N
&Y, °0 y.’?
) — —_t. -1
$TRAT(Iamnas) gel p & N p
_ v vt
$TRAT(gregas) - a:l p - W p-1
- ...2 Y....2
SSyinas = gl p "N p-1
v’ oy’
SScoLunas = |a=.1 FI) "N p-1

SSg = SS51- SStyat. (latinas) - SSTrat. (gregas) © SSLINHAS™ SSCOLUNAS (P-1).(p-3)

A andlise estatistica do plangiamento com quadrados greco-latinos € similar a usada
para os quadrados latinos. Assim, a hip6tese nula sera rejeitada para os niveis da variavel de
influéncia, caso

a,p-1(p-1)(p-3

onde

- SsrRATAMENTos/ ( P- 1)
ss./((p- 1(p- 3)

F, para os tratamentos (letras latinas).
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7.9 - PLANEJAMENTO FATORIAL

O plangjamento fatorial é indicado quando deseja-se estudar os efeitos de duas ou mais
varidveis de influéncia.

Em cada tentativa ou réplica, todas as combinacbes possiveis dos niveis de cada
variavel sdo investigados. Quando o efeito de uma varidvel depende do nivel das outras
variaveis, diz-se que ha interacdo dessas variaveis.

7.9.1 - Plangjamento fatorial com dois fatores

Nesse plangjamento, sdo estudados dois fatores A e B, A com aniveise B com b niveis,
utilizando-se n réplicas com a.b combinacfes.

Como exemplo, um estudo em que se desgja analisar o efeito de dois fatores, cada um
deles com dois niveis. Se anadlisar-se o efeito de um fator separadamente, tem-se um
planejamento aleatorizado como:

Fator B
niveis Bl B2
Fator A Al A1B1 A1B2
A2 A2B1 -

O efeito de A seria: A2B1 - A1B1 e o efeito de B seria B2A1 -B1AL.

Assim, tem-se trés ensai 0s. Se desgja-se minimizar os erros, usando duas réplicas, tem-
se um total de 6 ensaios. Porém, ndo se pode verificar ainteracdo de A e B.

Ja com o plangjamento fatorial (PF), tem-se:

Fator B
niveis Bl B2
Fator A Al A1B1 A1B2
A2 A2B1 A2B2

Analisando dois casos distintos, pode-se analisar a interacdo das variaveis pelo PF:

53



caso 1l

Fator B

niveis Bl B2

Fator A Al 20 30

A2 40 52

caso 2
Fator B

niveis Bl B2

Fator A Al 20 40

A2 50 12

Esses resultados poderiam ser provenientes de um exemplo em que se desgja estudar
como a vida Util de baterias é influenciada pelo tipo de material empregado na fabricacéo e
pelatemperatura de utilizagdo. Tem-se dois materiais e duas temperaturas e deseja-se saber se
0 material e atemperatura afetam avida e se eles interagem.

O conceito de projeto robusto aplica-se nessa situacao, pois desgja-se que as baterias
apresentem-se robustas em relacdo a temperatura de utilizacdo, qualquer que seja, desde que
dentro de uma faixa analisada.

No caso 1, tem-se a seguinte representacéo grafica dos resultados obtidos:
Y.
ij .

BZ 1
B

i\

A A A

Observa-se que os dois fatores interferem na vida das baterias, mas que eles ndo
interagem.

Ja no caso 2, representado pela figura abaixo, observa-se novamente que os fatores
afetam a vida mas, também, que eles interagem, pois o efeito de A depende do nivel de B.



B,

B, B

A A A

Devido ao pequeno nimero de ensaios utilizado no PF, esse plangjamento é indicado
para o inicio do procedimento experimental quando ha necessidade de definir-se as variaveis
de influéncia e estudar seus efeitos sobre a variavel de resposta escolhida. Deve-se destacar
também que o PF é um modelo de efeitos fixos, assim os resultados de sua andlise ndo podem
ser transferidos para outros niveis que ndo os analisados no planejamento.

O modelo estatistico é dado por

Yix = M+t + bj+(tb)ij+eijk

onde i =1,..,arepresenta os niveis de A
j =1,..,brepresentaos niveis de B
k =1,..,n representa as réplicas
tj é o efeito do fator A
bj é o efeito do fator B
(tb)ij o efeito dainteracdo de A e B e,
€ijk € o erro experimental

Os resultados obtidos no plangjamento fatorial podem ser representados pela tabela a

Sseguir:
Fator B
niveis 1 2 3 b
1 Y111.Y112:---¥Y11n Y121:¥122:--.¥12n Y1b1:¥1b2:--:¥1bn
2
Fator A 3
a Yall.Yal2:--¥Yaln Yab1:Yab2:---:Yabn
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O teste de hipéteses busca definir se as varidvels tém ou ndo influéncia e também se

suainteracdo afeta a varidvel de resposta. Assim, esse teste fica:

Hp:tj =0 (parapelo menosum i)
Ho:bj =0 (parapelo menosumj)ou
Ho: (tb)ij = 0 (parapelo menosum pari,j)

A somatdria dos quadrados das diferencas é representada pela expressdo e pelo

guadro de andlise apresentados a seguir.
SSt=SSp+ SSB+ SSpg + SSg

Somatéria de quadrados Graus de liberdade
SS; = éa éb énl i - b abn-1
i=1 j=1 k=1 Uk abn
ST A )
A=A n ~ abn &
g sz y.’
S, =a—- = b-1
° jaz‘l an  abn
ss —g‘é% Yo s 1)(b-1
AB_i:lj:l n abn A - S5 (@D(b-1)
SSE=SS7-SSp- SS3- SSap ab.(n-1)

Novamente, para a andlise estatistica das hipoteses, tem-se que SSt € uma soma de
quadrados de variaveis al eatérias normalmente distribuidas, SSt/s 2, SSp/s2, SSp/s2, SSap/
sZe SSe/s 230 distribuidas como chi-quadrado respectivamente, com N-1 , a-1, b-1, (a-1)(b-
1) e ab(n-1) graus de liberdade, seahipdtesenula HO: tj = 0, ou bj = 0, ou (tb)IJ =0 for
verdadeira.

Assim, tem-se

SSA/(a_ ) ou F = SSB/(b- Y ou
SS. /ab.(n- 1) o

Fo = SS, /ab.(n- 1)

F = $AB/(a' 1)-(b' D
°  sS./ab(n-1)
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A hipdtese nula sera rejeitada se Fo > Fa x,ab(n-1), com X = a1, b-1 ou (a-1).(b-1),

concluindo-se que os fatores influenciam a resposta e que sua interagdo também tem

influéncia.
Exemplo: Variavel de resposta - vida da bateria
Fator A - material Fator B - temperatura
a =b =3 niveis n = 4 réplicas
Temperaturas (° F)
15 70 125
1 130 155 34 40 20 70
74 180 80 75 82 58
Materiais 2 150 188 126 122 25 70
159 126 106 115 58 45
3 138 110 174 120 96 104
168 160 150 139 82 60

Tem-se: SST = 77647, SSMAT = 10684, SSTEMP = 39119, SSINTER = 9614 e SSE
=18230,75, com GL\MAT = 2, GLTEMP = 2, GLINTER = 4 € GLERRO = 27.

Assim, tem-se Fg MAT = 7.91, Fo TEMP = 28.97 e Fg INTER = 3.56. Com a = 0.05,
tem-se F0,05,2,27 = 3.35 e F0.05,4,27 = 2,73, que sdo menores que os valores de FO

encontrados. Desta forma, pode-se concluir que tanto o material quanto a temperatura
influem na vida das baterias e que esses dois fatores apresentam uma interacdo
estatisticamente importante e que também afeta essa vida.

Para definir-se qual o melhor material (aquele que leva & maior vida) deve-se utilizar
de contrastes, como apresentado para a analise do modelo de efeitos fixos.

7.9.2 - Plangjamento fatorial 2k

Um caso particular € o plangjamento fatorial com k fatores e 2 niveis, que é

denominado planejamento fatorial 2k

. Os fatores e 0s niveis sdo pré-determinados,
configurando esse plangjamento como um modelo de efeitos fixos. Para que a andise sgja
objetiva, as hipdteses de normalidade devem ser satisfeitas.

Esse tipo de plangamento é usado normalmente nos estagios iniciais da pesquisa,

permitindo o estudo de diversos fatores com um ndimero reduzido de experimentos.
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Como ha somente dois niveis para andlise de cada fator, assume-se que a variavel de
resposta apresente comportamento linear entre esses nivels.

O modelo estatistico, o teste de hipdteses e as somatérias dos quadrados das diferencas
s80 idénticas as do plangjamento fatorial geral, assumindo-sea=2eb = 2.

Os niveis podem ser quantitativos ou qualitativos.

Os niveis sdo representados por:  + méaximo € - minimo.

A e B representam os efeitos das variaveis de influéncia. A representacéo do ensaio
com asignifica que usou-se o nivel maximo de A (+). Jab representa o uso do nivel méximo
deB (+).

Neste caso, para 2 niveis, 0 nimero de graus de liberdade é igual a 1. Aumentando-se 0
ndmero de réplicas (n), tem-se maior objetividade na andlise pois Fg também aumenta.

Fator A
nivel baixo nivel alto
Fator B nivel alto b ab
nivel baixo (1) a

No caso de um planejamento 3K, tem-se trés niveis; minimo (0), intermediario (1) e
maximo (2).

Exemplo de um plangjamento fatorial 2k deseja-se estudar como o tempo de uma
reagao € afetado por dois fatores, a concentracdo de reagente (A) e a quantidade de
catalisador (B).

Assumindo dois niveis para A, 15% (-) e 25% (+) e dois niveis para B, 2 medidas (+) e

1 medida (-) e cada experimento foi replicado 3 vezes, tem-se:

Réplicas
Combinagao I Il 1] Total
AB” 28 25 27 80
A*B" 36 32 32 100
AB* 18 19 23 60
AtBt 31 30 29 90

Observado-se a figura abaixo conclui-se que quanto maior a quantidade de catalisador

menor é o tempo de reacéo.
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b=60 =
(2m)T + ab=90
B
(tm) L -
(1)=80 a=100

O efeito de A no nivel minimo de B ¢ [a- (1)]/n = 100?:80 =6,6. Ou seja, ao

passar a concentragdo de 15 para 25%, o tempo aumenta de 6,6 unidades.

90- 60
Ja o efeito de A no nivel maximo de B é [ab- b]/n = 3 =10, representando

um aumento de 10 unidades de tempos.
O efeito médio do fator A é dado pela média dos dois efeitos apresentados e

representado por:

A dila- @] fab- bl
Zf n n j

A= 2—1n{[a - @] +[ab- b]}

O efeito médio de B é representado por:

_1jlab- 2 [p- @]

B=
Zf n n

B=2—1n{[ab- al +[b- (0]}

O efeito AB representa a diferenca média entre o efeito de A no nivel madximo de B e o

efeito de A no nivel minimo de B:

AB :2—1n{[ab- b - [a- @]}

AB ab+(1)- a- b}

:%{

Para o exemplo, tem-se:
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1
A:2—3(90+100- 60- 80) =833
1
B=—(90+60- 100- 80)=-5
2.3( )
1
AB:2—3(90+80- 100- 60) =167
donde conclui-se que o aumento de A aumento o tempo, e que 0 aumento de B
diminui o tempo de reacdo. Ja a interacdo dos fatores tem uma influéncia menor que so

pode ser verificada por testes estatisticos representados pelas seguintes somatérias de

quadrados:

[ab+a- b- (1]

= DOF =1
n4
[ab+b- a- (1]
= DOF =1
n4
[ab+ (1) - a- b]*
SS,, = DOF =1
n4
& &5 ,0 y°
SSr=caaa Vi o= DOF =4n-1
€i-1 j=1k=1 @ 4N
SS. =SS, - SS, - SS, - SS,;, DOF =4(n- 1)
com
MS MS MS
Fo=—" ouF,=—— ou Fj=——=2
MS, MS, MS,

No exemplo, tem-se Fg o = 53.15, Fg g = 19.13 e Fg og = 2.13. Com a = 0.05, tem-

se Fp.05,1,8 = 5-32, concluindo-se que tanto a concentragéo, quanto o catalisador influem

no tempo de reagdo, mas sua interacéo ndo o afeta de modo significativo.
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8. AMETODOLOGIA DE TAGUCHI

Este texto foi extraido do item 12.5, pp. 414-433 do livro de Montgomery.

A metodologia proposta por Genechi Taguchi, no inicio da década de 80, apresenta trés
objetivos principais:

1. Projetar produtos ou processos que sejam robustos em relacdo as condi¢des
ambientais;

2. Projetar e desenvolver produtos que sejam robustos a variabilidade de seus
componentes;

3. Minimizar a variabilidade em torno de um valor nominal.

O termo robusto pode ser aplicado para produtos e processos que apresentem
desempenho compativel com a qualidade exigida e que sejam relativamente insensiveis aos

fatores que sejam de dificil controle.
Segundo Taguchi, existem trés estgios no desenvolvimento de um produto ou

processo: 0 projeto do sistema (system design), o projeto dos parémetros (parameter design)
e 0 projeto das tolerancias (tolerance design).

O uso de métodos estatisticos para o plangamento experimental é especialmente
importante nos dois Ultimos estagios, favorecendo a obtencéo de produtos e processos
robustos, insensiveis a fatores incontrol&veis que possam influenciar seu desempenho.

A metodologia de plangamento experimental proposta por Taguchi pode ser
apresentada no exemplo descrito a seguir.

Desgja-se escolher um método de montagem que permita maximizar aforga necesséria
para arrancar um conector de elastbmero montado em um tubo de nylon.

Foram identificadas quatro variaveis de influéncia, que podem ser controladas nas
operacOes rotineiras do processo, e trés fontes de variabilidade que sdo incontrolaveis, ou
segja, que ndo se pode ou ndo se desgia controlar durante as atividades de rotina. Essas
variaveis e fontes, e seus respectivos niveis, estdo mostradas na tabela seguinte.

De acordo com a metodol ogia de Taguchi, dois planejamentos sdo empregados para o
projeto dos parémetros. um arranjo ortogonal Ly para as variaveis de influéncia, em que as
linhas representam cada ensaio realizado nas condigdes definidas pelos niveis (1, 2 e 3)
definidos para essas variaveis. Esse arranjo Lo ird acomodar as quatro variaveis com trés

niveis cada em nove ensaios.
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Variaveis de influéncia Niveis

A = Interferéncia dimensional Baixo Médio Alto
B = Espessura da parede do conector Fina Média Espessa
C = Profundidade de montagem Rasa Média Profunda
D = Porcentagem de adesivo no conector Baixa Média Alta

Fontes de variabilidade

E — Tempo de secagem do adesivo 24 horas 120 horas
F — Temperatura de secagem do adesivo 72 °F 150 °F
G — Umidade relativa ha secagem do adesivo 25% 75%

Ja para as fontes de variabilidade sera usado um arranjo ortogonal Lg, que € um
plangjamento que pode ser empregado para até sete fontes com dois niveis cada em oito
ensaios. Como neste exemplo hd apenas trés fontes, as colunas restantes podem ser usadas
para estimar ainteracdo dessas fontes.

O objetivo de usar-se 0 arranjo Lg é de criar variabilidade de modo que se possa
identificar os niveis das varidveis de influncia que sdo menos sensiveis as fontes de
variabilidade.

Os arranjos ortogonais sao planejamentos fatoriais fracionados, ou sgja, plangjamentos
fatoriais que tém o0 nimero de ensaios reduzidos ao se considerar somente os efeitos das
variaveis deinfluéncia e de algumas de suas interacdes. | sso pode ser feito quando se conhece
previamente que a interacdo de algumas variaveis ndo apresentara influéncia significativa

7-4

sobre a variavel de resposta. Assim, o arranjo Lg € um planejamento fatorial fracionado 2,

eoL,éum 3%, Leiamais sobre planegjamentos fatoriais fracionados em Montgomery, nos
capitulos 11 e 12.

A tabela a seguir apresenta os dois arranjos ortogonais empregados neste exemplo.
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Arranjo ortogonal Lg Arranjo ortogonal Lg
Variaveis FONTES

Ensaio A B C D Ensaio E F ExF G ExG FxG e
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 2 2 2 1 1 1 2 2 2 2
3 1 3 3 3 3 1 2 2 1 1 2 2
4 2 1 2 3 4 1 2 2 2 2 1 1
5 2 2 3 1 5 2 1 2 1 2 1 2
6 2 3 1 2 6 2 1 2 2 1 2 1
7 3 1 3 2 7 2 2 1 1 2 2 1
8 3 2 1 3 8 2 2 1 2 1 1 2
9 3 3 2 1

A tabela a seguir apresenta a combinacdo desses dois arranjos, o que é denominado
layout completo de projeto de parametros. Nesse layout, 0 arranjo Ly € denominado arranjo
interno e o arranjo Lg € 0 arranjo externo. Desse modo cada uma das nove combinagdes do
arranjo interno é testado nas 8 combinacfes do arranjo externo, o que fornece uma amostra
com 72 ensaios, cujos resultados também estdo mostrados na tabela a seguir.

—— Pl
P = b |
bd ok
{ SN I o8

1
F 1 I .
s 1 ¥ 1

]
&
1

Fontes
Resultados de forca de arrancamento e

Ensaio A B £ D ¥ LT
1 1 I 1 15.6 9.5 16.9 19.9 19,6 19.6 20.0 19.1 17.525 24.025
. 1 2 2 2 15.0 16.2 19.4 19.2 19.7 19.8 4.2 219 19.475 25.522
3 1 ¥ 3 i 16.3 16.7 19.1 15.6 22.6 18.2 £x:3 20,4 19.025 23.315
4 2 1 2 [ 8.3 17.4 18.9 18.6 21.0 168.9 3.2 4.7 20,125 25904
5 2 2 i 1 19.7 18.6 19.4 25.1 25.6 21.4 ir.5 25.3 22.825 26908
b 2 } 1 2 ih.2 16.3 20.0 19.8 14.7 19.6 125 24,7 19.225 25.326
7 3 1 3 2 16.4 149.1 18.4 216 16.8 18.6 4.3 21.6 19850 257N
fi i 2 1 } 14.2 15.6 15.1 168 17.8 19.6 3.2 24.2 18.338 24 852
9 i i z ] 16.1 19.9 193 17.3 23.1 22.7 22.6 28.6 21.200 26.152

O método de Taguchi propde que se analise a resposta média para cada combinagao no
arranjo interno, e que a variabilidade seja analisada escolhendo uma razéo sinal-ruido (SN)

apropriado. Trés razbes SN padréo sdo amplamente empregadas.

1) A melhor nominal SNy, usada quando se desegja reduzir a variabilidade em torno de

um valor nominal:
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—2 0
N, :1o.|og§12¢
S’ g
2) A quanto maior melhor SN, usada quando se deseja maximizar os resultados, que €
0 caso deste exemplo:
dad 10
N, =-10.loge¢—a ==
) gn o Y o

3) A quanto menor melhor SNs, usada quando se deseja minimizar os resultados:

I-O:

énl ik

i=1

S\g =-10.1og

Tl
Q

Assim, os nivels 6timos das variaveis de influéncia sdo aqueles que maximizam o SN
apropriado para cada andlise estatistica especifica.

Na metodologia de Taguchi a andlise é feita com graficos como mostrados a seguir,
com os resultados dos valores médios e das razdes SN para cada variavel de influéncia e seus
niveis.

Neste exemplo, os niveis 6timos serdo aquel es que maximizarem tanto a forca, quanto
a razdo SN.. Assim, deve-se escolher Ao, Crnadios Brdio © Draixo para maximizar a forca
média Y € Anaior Cprofundor Bredio © Draixo Para maximizar SN, e assim, minimizar a
variabilidade dos resultados.

Como praticamente néo existe diferenca entre Cryiio € Corotundo POde-se adotar qual quer
um desses niveis que levariam a uma maximizacdo do valor média e a minimizacéo da
variabilidade.
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Segundo Taguchi, o uso das razbes SN geralmente elimina a necessidade de avaliar-se
as interagBes das variaveis de influéncia com as fontes de variabilidade, o que ndo ocorre
neste exemplo, pois se observarmos a figura a seguir, notaremos forte interacdo entre AG e
DE, de modo que Ao Seria 0 melhor nivel pois forneceriaa maior forga e ndo seria afetado
pela umidade (fonte G). Também da figura observa-se que Dy fornece a maior forca

independentemente do tempo de secagem do adesivo.
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A grande critica que se faz & metodologia de Taguchi € o fato dela ndo considerar os
efeitos das interacdes das variaveis de influéncia, o que pode ser estatisticamente incorreto
em algumas andlises, pois como foi destacado, os arranjos ortogonais empregados por
Taguchi nada mais sdo do gque plangjamento fatoriais fracionados, que foram originalmente
desenvolvidos para situagbes em que previamente descartavam-se os efeitos de algumas

interacdes de variaveis.

Além do livro do Montgomery, outras fontes de consulta sobre o método de Taguchi:

- Taguchi, Genichi, Introduction to quality engineering : designing quality into
products and processes, Tokyo, Asian Productivity Organization, 1986, Tombo 620.0045
T129i — IMECC e BAE.

- Ross, Phillip J., Taguchi techniques for quality engineering: loss function,
orthogonal experiments, parameter and tolerance design, New York, McGraw-Hill, 1988,
Tombo 620.0045 R733t — BAE.

- Peace, Glen Stuart, Taguchi methods :a hands-on approach, Reading, Mass.
: Addison-Wesley, 1994, Tombo 658.562 P313t — IMECC

- Vivacqua, Carla Almeida, Uma apresentacao e critica aos metodos de Taguchi em

planejamento de experimentos, Campinas, SP :[s.n.], 1995, Tombo T/UNICAMP V836a —
Teses IMECC.
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9- EXERCICIOS

1) A tenséo de resisténcia a compressdo de corpos-de-prova de concreto podem ser
model adas por uma distribuicdo normal com média de 600 MPa e um desvio-padrdo igual a
10 MPa.

gual é a probabilidade de que atensdo de um corpo-de-prova seja menor que
625 MPa?

gual é a probabilidade de que atensdo de um corpo-de-prova esteja entre 580 e
590 MPa?

gual tensdo é excedida por 95% dos corpos-de-prova?

2) A tensdo limite de resisténcia atracdo de um material metadico é modelado por uma
distribuicdo normal com média de 35 MPa e desvio-padréo de 2 MPa.

gual a probabilidade de que a resisténcia de um corpo-de-prova seja menor que
40 MPa?

se as especificacdes exigem que aresisténcia seja superior a 30 MPa, qual a
porcentagem de corpos-de-prova que serdo descartados?

3) O volume preenchido por uma méquina automatica para latas de refrigerantes apresenta-se
normal mente distribuido com uma médiade 12,4 cm® e desvio-padrdo igual a 0,1 cm’,

qual a probabilidade de que o volume seja menor que 12 cm®?
se todas latas com volume menor que 12,1 ou maiores que 12,6 devem ser
descartadas, qual a porcentagem de latas nessa situacéo?

4) Tubos de PV C sao fabricados com diametro médio de 10,1 mm e um desvio-padréo de
0,03. Qual a probabilidade de que uma amostra de 9 secBes de tubos apresentem média de
didmetro maior que 10,09 e menor que 10,12 mm?

5) Uma fibra sintética usada na fabricacao de carpetes apresenta tensdo de resisténcia a tracéo
gue é normamente distribuida com médiaigual a 7,55 MPa e desvio-padréo igual a 0,35
MPa. Qual a probabilidade de que uma amostra de 6 fibras apresente uma tensdo média que
exceda 7,575 MPa? Qual seria probabilidade se a amostra contivesse 49 fibras?

6) O tempo despendido por passageiros no check-in de um aeroporto é umavariavel aeatéria
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que apresentamédiaigual a 8,2 minutos e desvio-padrao de 1,5 minutos. Suponha que uma
amostra aleatéria de 49 passageiros foi observada. Qual é a probabilidade de que o tempo
médio de espera sgja:

menor que 10 minutos
entre 5 e 10 minutos
menor gue 6 minutos

7) Umaamostra aeatérianl = 16 foi retirada de uma popul agdo normal com médiaigual a 75
e desvio-padréo igual a 8. Uma segunda amostra aleatério n2 = 9 foi retirada de uma outra
populacdo normal com média 70 e desvio-padréo igual a 12. Determine:

a probabilidade de que a diferenca das médias das amostras exceda 4
a probabilidade de que diferenca estejaentre 3,5 e 5,5

8) Os didmetros de eixos de ago obtidos por um dado processo de fabricagdo, apresentam um
desvio padréo conhecido igua a 0,015 mm. Uma amostra aleat6ria de 10 eixos apresenta um
didmetro médio de 6,493 mm. Teste a hipbtese de que o didmetro médio real € igua a 6,500
mm com a = 0,05. Construa o intervalo de confianca de 90% para o diémetro médio.

9) O didmetro de uma esfera de rolamento foi medido por doze inspetores, cada um deles
usando dois tipos diferentes de calibres. Os resultados obtidos foram

Inspetor Calibre 1  Calibre 2

1 2,65 2,64
2 2,65 2,65
3 2,66 2,64
4 2,67 2,66
5 2,67 2,67
6 2,65 2,68
7 2,67 2,64
8 2,67 2,65
9 2,65 2,65
10 2,68 2,67
11 2,68 2,68
12 2,65 2,69
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Usando a = 0,05, defina se existe uma diferenca significativa entre as médias das
popul agdes representadas pelas duas amostras.

10) A tensdo limite de resisténcia de uma liga metdlica deve ser no minimo igual a 150 MPa.
Estudos prévios indicaram que o desvio padrdo da tensdo € igual a 3 MPa. Uma amostra
aeatdria de 10 corpos-de-prova foi ensaiada e a tensdo média observada foi de 148 MPa.
Considerando um valor de a = 0,05, pode-se considerar aceitavel aliga analisada? Qual o
intervalo de confianca para uma porcentagem de 95%7?

11) Estabeleca um teste para verificar se a modificacdo das condicBes de tratamento térmico
de uma dada peca metdlica acarreta melhoria de sua resisténcia mecanica.

12) Desgjase verificar se a modificacéo das condicbes de tratamento térmico influem na
tensdo limite de escoamento de uma liga metdlica. Foram ensaiadas quatro condicdes
distintas, obtendo-se os resultados mostrados na tabela a seguir:

Condicao de Tensdao limite de escoamento [MPa]
Tratamento
1 312,9 300,0 286,5 289,0
2 320,0 330,0 297,5 315,0
3 280,0 290,0 298,5 305,0
4 260,0 270,0 260,0 276,5

A modificacdo das condicdes de tratamento afeta a propriedade mecénica da liga
metélica? (Use a=0,05).

13) Utilize o critério de Chauvenet para condicionar estatisticamente os resultados para
medidas de pressao atmosférica (em mmHg), obtidos com um bardmetro de mercurio. Ap6s o
condicionamento determine a média e o desvio-padrao.

764,3 764,6 764,4 765,2 764,5 764,5
765,7 765,4 764,8 765,3 765,2 764,9
764,6 765,1 764,6

14) Uma pequena amostra (n<20) de medidas para determinacéo do coeficiente de arrasto
Cp de uma asa estéo mostrados abaixo:
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0,043 0,052 0,050 0,049 0,053 0,055 0,047 0,046 0,049 0,051

a) Estime o coeficiente médio

b) Estime o desvio-padréo

c) Determine o nivel de confianga para Cp = 0,0495

d) Determine o tamanho de amostra adequado que permite definir o coeficiente médio
com niveis de confianca de 90, 95, 99 e 99,9 por cento.

15) Numa tecelagem ha um grande nimero de teares. Supde-se que cada tear apresente a
mesma producdo de tecido por minuto. Para investigar essa hipétese, cinco teares foram
escolhidos aleatoriamente e suas producdes medidas em ocasides diferentes, obtendo-se os

seguintes dados:
Tear Producéo (kg/min)
1 14,0 14,1 14,2 14,0 14,1
2 13,9 13,8 13,9 14,0 14,0
3 14,1 14,2 14,1 14,0 13,9
4 13,6 13,8 14,0 13,9 13,7
5 13,8 13,6 13,9 13,8 14,0

a) Por qué este é um experimento de efeitos al eatorios? Os teares apresentam a mesma
producéo?
b) Estime a variabilidade entre os teares.

c) Estime a variancia do erro experimental
2

t
2

d) Determine o intervalo para 95% de confianca de n
St

SZ

16) Vérios fornos de uma forjaria sdo usados para aquecimento de tarugos. Supde-se que
todos os fornos operam na mesma temperatura, embora suspeite-se que isso ndo ocorra na
prética. Trés fornos foram selecionados al eatoriamente e suas temperaturas foram medidas
em aguecimentos sucessivos, fornecendo os seguintes resultados:

Forno Temperatura
1 491,50 498,30 498,10 493,50 493,60
2 488,50 484,65 479,80 477,35
3 490,10 484,80 488,25 473,00 471,85 478,65
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a) Existe umavariacéo significativa de temperatura entre os fornos?
b) Estime os componentes de variancia para esse modelo.

a a
17) Mostre que a variancia da combinacgo linear g cy, 6528 nc?.
i=1 i=1

18) Uma variavel deatéria que apresenta-se normamente distribuida, tem média
desconhecida m e variancia conhecida igual a s2 = 9. Determine o tamanho de amostra
necessario para obter-se um intervalo com 95% de confianca para a média, sendo que o
comprimento total desseintervalo deve ser igual a 1,0.

19) Duas méquinas sd0 usadas para preencher garrafas com um volume liquido de 160 ml. Os
processos de preenchimento sdo assumidos como normais, com desvio padréo de 0,15 paraa
primeira maguina e 0,18 para a segunda. A engenharia de qualidade suspeita que ambas
magquinas preenchem o mesmo volume liquido, mesmo que esse volume ndo sejaigua a 160
ml.

Uma amostra aleatéria foi tomada para cada méquina, obtendo-se:

Maquina 1 Maquina 2
160,3 160,1 160,2 160,3
160,4 159,6 159,7 160,4
160,5 159,8 159,6 160,2
160,5 160,2 160,1 160,1
160,2 159,9 159,9 160,0

A suspeita dos engenheiros esté correta?
Em caso afirmativo, com que grau de confianca pode-se afirmar que média éigual
a160 ml?

20) Dois tipos de plasticos séo aplicados para uso na fabricacdo de calculadoras. A tensdo
limite de resisténcia é importante para aplicacéo. Sabe-se que os desvios-padrdo sdo
iguais para os dois plasticos (s1 = s2 = 1,0 MPa). A partir de amostras aleatérias com nq =
10 e np = 12, obteve-se Y, =165,2 MPa e Y, =155,0 MPa. O fabricante néo ira adotar o
plastico nimero 1 a ndo ser que seu limite de resisténcia sgja superior ao do pléstico 2 em
pelo menos 10 MPa. Baseado nas informacdes das amostras, eles devem usar o pléstico 1?
Construa um intervalo de 99% de confianca para a média da tensdo limite de resisténcia.
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21) Um artigo do Journal of Strain Analysis (vol. 18, no.2, 1.983), compara diversos
procedimentos para prever atensao limite de cisalhamento de um dado componente metalico.
Foram obtidos dados experimentais para nove diferentes componentes, utilizando dois dos
procedimentos, como segue:

O procedimento empregado influi nos resultados da tenso limite? (Use a técnica de
comparagao por pares - blocos).

Componente Procedimento 1 Procedimento 2
1 1.186 1.061
2 1.151 0.992
3 1.322 1.063
4 1.339 1.062
5 1.200 1.065
6 1.402 1.178
7 1.365 1.037
8 1.537 1.086
9 1.559 1.052

22) Suponha que estejamos testando:

Hoiry =1,
Hoyom * m,

onde as variancias das duas populagfes (s 12 e 322) sd0 conhecidas. Nossos recursos

experimentais sdo limitados de tal modo que nl + n2 = N. Como poderiamos alocar entre as
popul agBes, os N corpos-de-prova disponiveis de modo que obtivéssemos o teste de hip6teses
mais objetivo?

23) Um fabricante de televisores esta interessado no efeito de quatro diferentes tipos de
recobrimento para tubos catédicos, sobre a condutividade. Apés o plangamento
experimental, obtiveram-se os seguintes resultados:

Tipo de recobrimento Condutividade
1 143 141 150 146
2 152 149 137 143
3 134 136 132 127
4 129 127 132 129
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a) O tipo de recobrimento afeta a condutividade? Use a = 0,05.

b) Estime amédia geral e os efeitos dos tratamentos.

c) Determine o intervalo de confianca de 95% a0 estimar a média do tipo de
recobrimento nimero 4.

d) Assumindo que o tipo 4 estd atualmente em uso, quais suas recomendagdes para o
fabricante que desgja reduzir a condutividade?

24) Discuta as situacBes que mais se adequam ao uso dos seguintes plangjamentos
experimentais:

a) totalmente aleatorizado

b) aleatorizado por blocos

c) aleatorizado por niveis

25) Dois catalisadores foram analisados para determinar como afetam um determinado
processo.

Atualmente, o catalisador nimero 1 estd em uso. O catalisador 2, mais barato, podera
ser adotado se ndo apresentar diferencas significativas em relacdo ao nimero 1. Considerando
0s resultados a seguir:

Observacao Catalisador nimero 1 Catalisador nimero 2
1 91,5 89,2
2 94,2 91,0
3 95,4 93,2
4 91,8 97,2
5 89,1 -

a) 0 nimero de ensaios utilizado é estatisticamente adequado?
b) com os resultados apresentados e usando-se a = 0,05, pode-se afirmar que 0s
catalisadores apresentam comportamentos semel hantes?

26) Dois diferentes ensaios analiticos podem ser empregados para determinar o nivel de

impurezas em acos ligados. Seis corpos-de-prova foram ensaiados usando ambos
procedimentos, sendo os resultados mostrados a seguir:

73



Corpo-de-prova Procedimento nimero 1 Procedimento ndimero 2
1 1,2 1,4
2 1,3 1,7
3 1,5 15
4 1,4 1,3
5 1,7 2,0
6 1,8 2,1

Qual o erro aceito para afirmar-se que ambos procedimentos of erecem resultados iguais?

27) Ensaios foram realizados para determinar se a temperatura de queima afeta a densidade
de um tipo detijolo refratario. Foram definidas quatro temperaturas de ensaio e os resultados
S80 mostrados a seguir:

Temperatura Densidade
(W9
100 21,8 21,5 21,7 21,6 21,7
125 21,7 21,4 21,5 21,6 --
150 21,9 21,9 21,8 21,5 21,6

a) usando a = 0,05 pode-se afirmar que a temperatura afeta a densidade?

b) é possivel definir o comportamento dos tijolos em termos de densidade para uma
temperaturaigua a 140 °C?

28) O que diferencia o plangjamento quadrado latino do plangjamento fatorial 22?

29) Por qué o plangjamento fatorial é indicado para as etapas inciais do plangamento
experimental ? D& um exemplo prético de aplicacdo de um planejamento fatorial 3°.

30) Investigou-se os efeitos da freqiiéncia de carregamento ciclico e das condigdes ambientais
sobre o crescimento da trinca de fadiga sob uma tensdo constante de 22 MPa para um dado
material. Os dados obtidos experimental mente sdo mostrados abaixo (avariavel de resposta é
a taxa de crescimento da trinca).
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Ambiente

Ar Agua Sal e Agua
2.29 2.06 1.90
2.47 2.05 1.93
10 2.48 2.23 1.75
2.12 2.03 2.06
2.65 3.20 3.10
Frequéncia 2.68 3.18 3.24
1 2.06 3.96 3.98
2.38 3.64 3.24
2.24 11.00 9.96
2.71 11.00 10.01
0.1 2.81 9.06 9.36
2.08 11.30 10.40

a) Que tipo de planegjamento experimental foi utilizado?

b) Represente graficamente os resultados obtidos (taxa de crescimento da trinca em
funcdo da fregliéncia, para as trés condicfes ambientais) e analise o gréfico obtido.

¢) Os fatores de influéncia realmente afetam a taxa de crescimento? Existe interagdo
desses fatores? Use a = 0.05.

d) Os resultados estatisticos comprovam o que é observado graficamente?

31) Um engenheiro estuda as caracteristicas de consumo de cinco tipos de aditivos para
gasolina. No ensaio em estrada, ele deseja usar carros como blocos; entretanto, devido a
restricdo de tempo, ele deve usar um planejamento incompleto por blocos. Ele executa o
plangjamento balanceado com os cinco blocos a seguir. Analise os dados e conclua
(Resultados em knv/litro)
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Carro
Aditivo 1 2 3 4 5
1 17 14 13 12
2 14 14 13 10
3 12 13 12 9
4 13 11 11 12
5 11 12 10 8

32) Num processo quimico estudado, h& duas varidveis mais importantes. a pressdo e a
temperatura. Trés niveis de cada um desses fatores sdo selecionados, e um planejamento
fatorial com duas réplicas foi realizado. Os dados sdo apresentados a seguir. Pede-se para
analisar os dados e concluir sob que condicdes operaria 0 processo.

Presséo
Temperatura 200 215 230
Baixa 90.4 90.7 90.2
90.2 90.6 90.4
Média 90.1 90.5 89.9
90.3 90.6 90.1
Alta 90.5 90.8 90.4
90.7 90.9 90.1

33) Johnson e Leone (Statistics and Experimental Design in Eng. and Phis. Sciences, Wiley,
1.977) descrevem um experimento para investigar o0 empenamento de chapas de cobre. Os
dois fatores estudados foram a temperatura e a composi ¢&o das chapas. A varidvel de resposta
medidafoi o grau de empenamento, como segue com duas réplicas para cada combinacao:

Composicao quimica (% de cobre)

Temperatura 40 60 80 100
50 17 20 16 21 24 22 28 27
75 12 9 18 13 17 12 27 31
100 16 12 18 21 25 23 30 23
125 21 17 23 21 23 22 29 31
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34) Quais informagdes vocé exigiria que constassem das especificacbes técnicas de um
instrumento para pesquisa cientifica? Justifique sua resposta.

35) Um artigo da American Industrial Hygiene Association Journal (vol. 37, 1.976, pp.
418-422) descreve um teste utilizado para detectar a presenca de impurezas em amostras
retiradas de quatro operérios. Comparou-se a influéncia do procedimento de teste, a partir de
ensaios realizados por um estagidrio, por um técnico e no laboratdrio. Os resultados de
concentragdo de impurezas em ppm sdo mostrados a seguir:

Operério
Teste 1 2 3 4
Estagiario 0.05 0.05 0.04 0.15
Técnico 0.05 0.05 0.04 0.17
Laboratério 0.04 0.04 0.03 0.10

a) Que tipo de plangjamento e de analise foi utilizado nesse estudo?
b) Existe diferenca entre os procedimentos do estagiario, do técnico e do laboratério?

36) Na pintura de superficies de aluminio naindustria aeronautica sdo utilizados trés tipos de
primer e dois procedimentos de pintura (por imersdo e por aspersdo). Realizou-se ensaios
nessas condicdes, com trés réplicas, afim de medir aforca de adeséo da pintura a superficie,
como indicam os resultados abaixo:

Tipo de Imerséo Asperséo
Primer
1 4.0 4.5 4.3 54 4.9 5.6
2 5.6 4.9 54 5.8 6.1 6.3
3 3.8 3.7 4.0 5.5 5.0 5.0

a) Que tipo de planegjamento experimental foi utilizado?
b) A forca é influenciada pelo tipo de primer e/ou pelo método de pintura?
¢) Existe interac8o desses fatores influenciando a forga de adesé&o?

37) Quais as vantagens e desvantagens do planejamento fatorial ?
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38) Um processo quimico foi avaliado usando cinco bateladas de matéria-prima, cinco

concentracdes de &cido, cinco tempos de permanéncia (A, B, C, D, E) e cinco concentragdes
de catalisador (a, b, g, d, €), obtendo os seguintes resultados:

a) Analise o plangjamento experimental utilizado.

b) Que conclusdes podem ser tiradas a partir dos resultados apresentados?

Concentracao de acido
Matéria-prima 1 2 3 4 5
1 Aa=26 | Bb=16 | Cg=19 Dd=16 Ee=13
2 Bg=18 | Cd=21 | De=18 Ea=11 Ab =21
3 Ce=20 | Da=12 | Eb=16 | Ag=25 | Bd=13
4 Db=15 | Eg=15 | Ad=22 Be=14 Ca=17
5 Ed=10 | Ae=24 | Ba=17 Cb=17 Dg=14
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9- ANALISE DE UM ARTIGO CIENTiIFICO CONSIDERANDO O PLANEJAMENTO
EXPERIMENTAL E A ANALISE DOSRESUL TADOS

Escolhido um artigo cientifico de sua area de interesse, analise-0, respondendo as seguintes

questdes:

1) Ha um model o fisico-matematico previamente definido?

2) Qual (ou quais) avariavel de resposta escolhida? Por qué foi escolhida?

3) Quais as varidveis (fatores) de influéncia escolhidas? Como se justifica escolha?

4) Como foi plangjado o procedimento experimental (nimero de niveis, nimero de réplicas)?

Quiais os objetivos deste plangjamento?
5) Como foi a andlise dos resultados?
6) Qual foi 0 método estatistico empregado? Foi realizado algum teste estatistico? Qual?

7) Comente 0 artigo considerando possiveis incorregdes observadas no plangjamento

experimental e na analise dos resultados.
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Valores acumulados para a distribuicdo normal padrdao (=0 e o=1)

z 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 z

0 0,50000 0,50399 0,50798 0,51197 0,51595 0,51994 052392 0,52790 0,53188  0,53586 0
0,1 053983 0,54380 054776 055172 0,55567 0,55962 0,56356 056749 057142  0,57535 0,1
0,2 057926 058317 058706 0,59095 0,59483  0,59871 0,60257 0,60642 0,61026  0,61409 0,2
0,3 061791 062172 062552 0,62930 0,63307 0,63683 0,64058 0,64431 0,64803 0,65173 0,3
04 0,65542 0,65910 0,66276 0,66640 0,67003 0,67364 0,67724 0,68082 0,68439 0,68793 0,4
0,5 0,69146 0,69497 0,69847 0,70194 0,70540 0,70884 0,71226  0,71566  0,71904  0,72240 0,5
0,6 0,72575 0,72907 0,73237  0,73565  0,73891 0,74215  0,74537  0,74857 0,75175  0,75490 0,6
0,7 0,75804 0,76115 0,76424 0,76730 0,77035 0,77337  0,77637 0,77935 0,78230  0,78524 0,7
0,8 0,78814 0,79108 0,79389 0,79673  0,79955 0,80234 0,80511 080785 0,81057 0,81327 0,8
0,9 081594 0,81859  0,82121 0,82381 0,82639 0,82894 0,83147 0,83398 0,83646  0,83891 0,9

1 0,84134 0,84375 0,84614 0,84849 0,85083 0,85314 0,85543 0,85769 0,85993  0,86214 1
1,1 086433 0,86650 0,86864 0,87076 0,87286 0,87493 0,87698 0,87900 0,88100  0,88298 1,1
1,2 088493 0,88686 0,88877 0,89065  0,89251 0,89435 0,89617 0,89796 0,89973  0,90147 1,2
1,3 090320 0,90490 0,90658  0,90824  0,90988 091149 091308 0,91466 0,91621 0,91774 1,3
1,4 091924 092073 0,92220 0,92364 0,92507 0,92647 092785 0,92922 0,93056  0,93189 1,4
1,5 093319 093448 0,93574 0,93699 0,93822 0,93943 094062 0,94179 0,94295  0,94408 1,5
1,6 094520 0,94630 0,94738 0,94845 0,94950 0,95053 0,95154  0,95254  0,95352  0,95449 1,6
1,7 095543 0,95637 0,95728  0,95818  0,95907 0,95994 0,96080 0,96164 0,96246  0,96327 1,7
1,8 096407 096485 0,96562 0,96638 0,96712 0,96784 0,96856 0,96926  0,96995  0,97062 1,8
1,9 097128 097193 0,97257 0,97320  0,97381 0,97441 0,97500 0,97558 0,97615 0,97670 1,9

2 0,97725  0,97778  0,97831 0,97882  0,97932 0,97982 0,98030 0,98077 0,98124  0,98169 2
2,1 0,98214  0,98257  0,98300  0,98341 0,98382 0,98422 098461 0,98500 0,98537  0,98574 21
22 098610 0,98645 098679 098713 0,98745 0,98778 0,98809 0,98840 0,98870  0,98899 2,2
2,3 0,98928 0,98956  0,98983 0,99010 0,99036  0,99061 0,99086 0,99111  0,99134  0,99158 2,3
24 0,99180 0,99202 0,99224 0,99245 0,99266 0,99286  0,99305 0,99324  0,99343  0,99361 24
25 0,99379 0,99396 0,99413 0,99430 0,99446  0,99461 0,99477  0,99492 0,99506  0,99520 25
2,6 0,99534 0,99547 099560 0,99573 0,99585 0,99598 0,99609 099621 099632  0,99643 2,6
2,7 0,99653 0,99664 0,99674 0,99683 0,99693 0,99702 0,99711 099720 0,99728  0,99736 2,7
2,8 0,99744 0,99752 0,99760 0,99767 0,99774  0,99781 0,99788  0,99795  0,99801 0,99807 2,8
2,9 0,99813 0,99819  0,99825  0,99831 0,99836  0,99841 0,99846  0,99851  0,99856  0,99861 2,9

3 0,99865 0,99869 0,99874 0,99878 0,99882  0,99886  0,99889 0,99893 0,99896  0,99900 3
3,1 0,99903 0,99906 0,99910 0,99913 0,99916  0,99918  0,99921  0,99924 0,99926  0,99929 3,1
3,2  0,99931 0,99934  0,99936 0,99938 0,99940 0,99942  0,99944  0,99946  0,99948  0,99950 3.2
3,3 0,99952 0,99953 0,99955 0,99957 0,99958  0,99960 0,99961 099962 0,99964  0,99965 3,3
34 0,99966 0,99968 0,99969 0,99970  0,99971 0,99972  0,99973 0,99974 0,99975  0,99976 3,4
3,5 0,99977 0,99978 0,99978 0,99979  0,99980  0,99981 0,99981  0,99982 0,99983  0,99983 3,5
3,6 0,99984 0,99985 0,99985 0,99986 0,99986 0,99987  0,99987  0,99988 0,99988  0,99989 3,6
3,7 0,99989 0,99990 0,99990 0,99990  0,99991 0,99991 0,99992  0,99992 0,99992  0,99992 3,7
3,8 0,99993 0,99993 0,99993 0,99994 0,99994  0,99994 0,99994 0,99995 0,99995  0,99995 3,8
3,9 0,99995 0,99995 0,99996 0,99996 0,99996  0,99996 0,99996 0,99996 0,99997  0,99997 39



Valores de t,,, para a distribuicao t de Student

/ o 0,4 0,25 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005 0,0025 0,001 0,0005
1 0,325 1,000 3,078 6,314 12,706 31,821 63,656 127,321 318,289 636,578
2 0,289 0,816 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 14,089 22,328 31,600
3 0,277 0,765 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 7,453 10,214 12,924
4 0,271 0,741 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 5,598 7,173 8,610
5 0,267 0,727 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 4,773 5,894 6,869
6 0,265 0,718 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 4,317 5,208 5,959
7 0,263 0,711 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,029 4,785 5,408
8 0,262 0,706 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 3,833 4,501 5,041
9 0,261 0,703 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 3,690 4,297 4,781
10 0,260 0,700 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 3,581 4,144 4,587
11 0,260 0,697 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106 3,497 4,025 4,437
12 0,259 0,695 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055 3,428 3,930 4,318
13 0,259 0,694 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,372 3,852 4,221
14 0,258 0,692 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977 3,326 3,787 4,140
15 0,258 0,691 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947 3,286 3,733 4,073
16 0,258 0,690 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921 3,252 3,686 4,015
17 0,257 0,689 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898 3,222 3,646 3,965
18 0,257 0,688 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878 3,197 3,610 3,922
19 0,257 0,688 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861 3,174 3,579 3,883
20 0,257 0,687 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,153 3,552 3,850
21 0,257 0,686 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,135 3,527 3,819
22 0,256 0,686 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819 3,119 3,505 3,792
23 0,256 0,685 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,104 3,485 3,768
24 0,256 0,685 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797 3,091 3,467 3,745
25 0,256 0,684 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,078 3,450 3,725
26 0,256 0,684 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779 3,067 3,435 3,707
27 0,256 0,684 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771 3,057 3,421 3,689
28 0,256 0,683 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763 3,047 3,408 3,674
29 0,256 0,683 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756 3,038 3,396 3,660
30 0,256 0,683 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750 3,030 3,385 3,646
40 0,255 0,681 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 2,971 3,307 3,551
60 0,254 0,679 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660 2,915 3,232 3,460
120 0,254 0,677 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617 2,860 3,160 3,373
oo 0,253 0,674 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 2,807 3,090 3,291




Valores de sz v para a distribuicao Chi-Quadrado

/ «]0,995 0,990 0,950 0,500 0,050 0,025 0,010 0,005
1 0,00 0,00 0,00 0,45 3,84 5,02 6,63 7,88
2 0,01 0,02 0,0 1,39 599 7,38 9,21 10,60
3 0,07 0,11 035 237 781 9,35 11,34 12,84
4 0,21 030 0,71 336 949 11,14 1328 14,86
5 041 055 1,15 435 11,07 12,83 1509 16,75
6 0,68 087 164 535 1259 1445 16,81 18,55
7 099 124 217 6,35 14,07 16,01 18,48 20,28
8 1,34 165 2,73 7,34 1551 1753 20,09 21,95
9 1,73 2,09 333 834 16,92 19,02 21,67 23,59
10 2,16 256 3,94 934 1831 2048 2321 25,19
11 2,60 3,05 457 10,34 19,68 21,92 2473 26,76
12 3,07 357 523 11,34 21,038 23,34 26,22 28,30
13 3,57 4,11 589 12,34 2236 24,74 27,69 29,82
14 | 4,07 466 6,57 13,34 23,68 26,12 29,14 31,32
15 460 523 7,26 1434 2500 27,49 30,58 32,80
16 514 581 7,96 1534 26,30 28,85 32,00 34,27
17 |1 570 6,41 8,67 16,34 2759 30,19 33,41 35,72
18 6,26 7,01 939 17,34 28,87 31,53 34,81 37,16
19 6,84 7,63 10,12 18,34 30,14 32,85 36,19 38,58
20 7,43 8,26 10,85 19,34 31,41 34,17 37,57 40,00
25 ]10,52 11,52 14,61 24,34 37,65 40,65 44,31 46,93
30 |13,79 14,95 18,49 29,34 43,77 4698 50,89 53,67
40 |20,71 22,16 26,51 39,34 55,76 59,34 63,69 66,77
50 27,99 29,71 34,76 49,33 67,50 71,42 76,15 79,49
60 |3553 37,48 43,19 59,33 79,08 83,30 88,38 91,95
70 43,28 45,44 51,74 69,33 90,53 95,02 100,43 104,21
80 |51,17 53,54 60,39 79,33 101,88 106,63 112,33 116,32
90 |59,20 61,75 69,13 89,33 113,15 118,14 124,12 128,30
100 | 67,33 70,06 77,93 99,33 124,34 129,56 135,81 140,17




Valores de Fy,s5,v1,v2 para a distribuicao F

v2 [ vi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 oo

1 583 750 820 858 882 898 910 919 926 932 941 949 958 963 967 971 9,76 980 985

2 257 300 3,15 323 328 331 334 335 337 338 339 341 343 343 344 345 3,46 3,47 3,48

3 202 228 236 239 241 242 243 244 244 244 245 246 2,46 246 247 247 247 247 247

4 1,81 200 205 206 207 208 208 208 208 208 208 208 208 208 208 208 208 208 2,08

5 169 18 188 18 189 189 18 189 189 189 189 189 188 188 188 188 187 187 1,87

6 162 1,76 1,78 179 179 178 178 178 1177 177 1177 176 176 175 1,75 175 174 1,74 174

7 157 170 172 172 171 171 170 170 169 169 168 168 167 167 166 166 165 165 1,65

8 1,54 166 167 166 166 165 164 164 163 163 162 162 161 160 160 159 159 158 1,58

9 151 162 163 163 162 161 160 160 159 159 1568 157 156 156 155 154 154 1563 1,53
10 149 160 160 159 159 158 157 156 15 155 154 153 152 152 151 151 150 149 148
11 147 158 158 157 156 155 154 153 153 152 151 150 149 149 148 1,47 1,47 1,46 145
12 146 15 156 155 154 153 152 151 151 150 149 148 147 146 145 145 1,44 143 142
13 145 155 155 1563 152 151 150 149 149 148 147 146 145 144 143 142 142 141 1,40
14 144 153 153 152 151 150 149 148 147 146 145 144 143 142 141 141 140 139 1,38
15 143 152 152 151 149 148 147 146 146 145 144 143 141 141 140 139 138 137 1,36
16 142 151 151 150 148 147 146 145 144 144 143 141 140 139 138 137 136 135 1,34
17 142 151 150 149 147 146 145 144 143 143 141 140 139 138 137 136 135 134 1,33
18 141 150 149 148 146 145 144 143 142 142 140 139 138 137 136 135 134 133 1,32
19 141 149 149 147 146 144 143 142 141 141 140 138 137 136 135 134 133 132 1,30
20 140 149 148 147 145 144 143 142 141 140 139 137 136 135 134 133 132 131 1,29
21 140 148 148 146 144 143 142 141 140 139 138 137 135 134 133 132 131 130 1,28
22 140 148 147 145 144 142 141 140 139 139 137 136 134 133 132 131 130 129 1,28
23 1,39 147 147 145 143 142 141 140 139 138 137 135 134 133 132 131 130 128 1,27
24 1,39 147 146 144 143 141 140 139 138 138 136 135 133 132 131 130 129 128 1,26
25 139 147 146 144 142 141 140 139 138 137 136 134 133 132 131 129 128 127 125
26 1,38 146 145 144 142 141 139 138 137 137 135 134 132 131 130 129 128 126 125
27 138 146 145 143 142 140 139 138 137 136 135 133 132 131 130 128 127 126 124
28 1,38 146 145 143 141 140 139 138 137 136 134 133 131 130 129 128 127 125 1,24
29 1,38 145 145 143 141 140 138 137 136 135 134 132 131 130 129 127 126 125 1,23
30 1,38 145 144 142 141 139 138 137 136 135 134 132 130 129 128 127 126 124 123
40 136 144 142 140 139 137 136 13 134 133 131 130 128 126 1256 124 122 121 1,19
60 136 142 141 138 137 13 133 132 131 130 129 127 1256 124 122 121 119 1,17 1,15
120 134 140 139 137 13 133 131 130 129 128 126 124 122 121 119 1,18 1,16 1,13 1,10
oo 1,32 139 137 13 133 131 129 128 127 125 124 122 1,19 1,18 1,16 1,14 1,12 1,08 1,00




Valores de F,4,v1,v2 para a distribuicao F

v2 [ vi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 oo

39,86 49,50 53,59 55,83 57,24 58,20 58,91 59,44 59,86 60,19 60,71 61,22 61,74 62,00 62,26 62,53 62,79 63,06 63,33
853 9,00 9,16 924 929 933 935 937 938 939 941 942 944 945 946 947 947 948 949
554 546 539 534 531 528 527 525 524 523 522 520 518 518 5,17 5,16 515 5,14 513
454 432 419 411 405 401 398 39 394 392 39 387 384 383 38 380 379 378 3,76
406 3,78 362 352 345 340 337 334 332 330 327 324 321 319 3,17 3,16 3,14 3,12 3,11
3,78 346 329 3,18 3,11 3,05 3,01 298 29 294 29 287 284 282 280 278 276 274 272
359 326 307 29 288 283 2,78 275 272 270 267 263 259 258 256 254 251 249 247
346 3,11 292 281 273 267 262 259 256 254 250 246 242 240 238 236 234 232 229
336 3,01 281 269 261 25 251 247 244 242 238 234 230 228 225 223 221 218 2,16
329 292 2,73 261 252 246 241 238 235 232 228 224 220 218 2,16 2,13 2,11 2,08 2,06
323 286 266 254 245 239 234 230 227 225 221 217 212 210 2,08 205 203 200 1,97
3,18 281 261 248 239 233 228 224 221 219 215 2,10 206 204 201 199 19 193 1,90
3,14 276 25 243 235 228 223 220 216 2,14 210 205 201 198 19 193 190 1,88 1,85
3,10 2,73 252 239 231 224 219 215 212 2,10 205 201 19 194 191 189 18 183 1,80
3,07 2,70 249 236 227 221 216 212 209 206 202 197 192 19 187 18 182 179 1,76
305 267 246 233 224 218 2,13 209 206 203 199 194 189 187 184 181 1,78 1,756 1,72
303 264 244 231 222 215 2,10 206 203 200 19 191 18 184 181 178 1,75 1,72 1,69
301 262 242 229 220 2,13 208 204 200 198 193 189 184 181 178 175 1,72 1,69 1,66
299 261 240 227 218 2,11 206 202 198 19% 191 186 181 1,79 1,76 173 1,70 167 1,63

cx loordNlo0®NO O A ®N =

20 297 259 238 225 216 209 204 200 19 194 189 184 179 1,77 174 171 168 164 1,61
21 296 257 236 223 214 208 202 198 19% 192 187 183 178 1,75 1,72 169 166 162 1,59
22 295 256 235 222 213 206 20 197 193 190 186 181 176 1,73 1,70 167 164 160 1,57
23 294 255 234 221 211 205 199 195 192 189 184 180 1,74 1,72 169 166 162 159 1,55
24 293 254 233 219 210 204 198 194 191 188 183 1,78 173 1,70 167 164 161 157 1,53
25 292 253 232 218 209 202 197 193 189 187 182 1,77 172 169 166 163 159 156 1,52
26 291 252 231 217 208 20 19% 192 188 186 181 176 171 168 165 161 158 154 1,50
27 290 251 230 2,17 207 200 195 191 187 18 180 1,75 170 167 164 160 157 153 1,49
28 289 250 229 216 206 200 194 190 187 184 179 174 169 166 163 159 156 152 1,48
29 289 250 228 215 206 199 193 189 186 183 1,78 173 168 165 162 158 155 151 1,47
30 288 249 228 214 205 198 193 188 185 182 1,77 172 167 164 161 157 154 150 1,46
40 284 244 223 209 200 19 187 183 179 176 1,71 166 161 157 154 151 147 1,42 1,38
60 279 239 218 204 19 187 18 1,77 174 171 166 160 154 151 148 144 140 135 1,29

120 275 23 213 199 190 182 177 172 168 165 160 155 148 145 141 137 132 126 1,19
oo 271 230 208 194 18 1,77 172 167 163 160 155 149 142 138 134 130 1,24 1,17 1,01




Valores de Fo5,v1,v2 para a distribuicao F

v2 [ vi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 oo

161,45 199,50 215,71 224,58 230,16 233,99 236,77 238,88 240,54 241,88 243,90 245,95 248,02 249,05 250,10 251,14 252,20 253,25 254,31
18,61 19,00 19,16 19,256 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40 19,41 19,43 19,45 19,45 19,46 19,47 19,48 19,49 19,50
10,13 955 928 9,12 9,01 894 889 885 881 879 874 870 866 864 862 859 857 855 8,53
771 694 659 639 626 6,16 6,09 6,04 600 59 591 586 580 577 575 572 569 566 5,63
6,61 579 541 519 505 495 488 482 477 4,74 468 462 456 453 450 446 443 440 437
599 5,14 476 453 439 428 421 415 410 4,06 400 394 387 384 381 377 374 370 3,67
559 474 435 412 397 387 379 373 368 364 357 351 344 341 338 334 330 327 323
532 446 407 384 369 358 35 344 339 335 328 322 315 3,12 3,08 3,04 301 297 293
512 426 386 363 348 337 329 323 3,18 3,14 3,07 3,01 294 29 286 283 2,79 2,75 2,71
496 4,10 3,71 348 333 322 3,14 3,07 302 298 291 28 277 274 270 266 262 258 254
484 398 359 336 320 3,09 301 29 29 28 279 272 265 261 257 253 249 245 240
475 389 349 326 3,11 300 291 28 280 275 269 262 254 251 247 243 238 234 230
467 381 341 3,18 3,08 292 283 277 271 267 260 253 246 242 238 234 230 225 221
460 3,74 334 311 29% 285 276 270 265 260 253 246 239 235 231 227 222 2,18 2,13
454 368 329 306 29 279 271 264 259 254 248 240 233 229 225 220 2,16 2,11 2,07
449 363 324 301 285 274 266 259 254 249 242 235 228 224 219 2,15 2,11 2,06 2,01
445 359 320 296 281 270 261 255 249 245 238 231 223 219 215 210 206 2,01 1,96
441 355 3,16 293 2,77 266 258 251 246 241 234 227 219 215 211 206 2,02 197 1,92
438 352 3,13 290 2,74 263 254 248 242 238 231 223 216 2,11 207 203 198 193 1,88

B e N Y U e S e T -
© O NOORAWN—=0 ©®NOO AWM~

20 435 349 3,10 287 2,71 260 251 245 239 235 228 220 212 208 204 199 19 190 1,84
21 432 347 307 284 268 257 249 242 237 232 225 218 210 205 201 196 192 187 181
22 430 344 305 282 266 255 246 240 234 230 223 215 207 203 198 194 189 184 1,78
23 428 342 303 280 264 253 244 237 232 227 220 213 205 201 19% 191 186 181 1,76
24 426 340 3,0 2,78 262 251 242 236 230 225 218 211 203 198 194 189 184 179 1,73
25 424 339 299 276 260 249 240 234 228 224 216 209 201 19 192 187 182 1,77 1,71
26 423 337 298 2,74 259 247 239 232 227 222 215 207 199 19 190 185 180 1,75 1,69
27 421 335 29% 2,73 257 246 237 231 225 220 213 206 197 193 188 184 179 173 1,67
28 420 334 29 271 256 245 236 229 224 219 212 204 196 191 187 182 177 1,71 1,65
29 418 333 293 270 255 243 235 228 222 218 210 203 194 190 18 181 175 1,70 1,64
30 417 332 292 269 253 242 233 227 221 216 209 20 193 189 184 179 1,74 168 1,62
40 408 323 284 261 245 234 225 218 212 208 200 192 184 179 174 169 164 158 1,51
60 400 3,15 276 253 237 225 217 210 204 199 192 184 175 170 165 1569 153 147 1,39

120 392 307 268 245 229 218 2,09 202 19% 191 183 1,75 166 161 155 160 143 135 125
0o 384 300 260 237 221 210 201 194 188 183 175 167 157 152 146 139 132 122 1,01




Valores de Fyo5,v1,v2 para a distribuigcao F

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 oo
1 647,8 799,65 864,2 899,6 921,8 937,1 948,2 956,6 963,3 968,6 976,7 984,9 993,1 997,3 1001,4 10056 1009,8 1014,0 1018,3
2 38,561 39,00 39,17 39,25 39,30 39,33 39,36 39,37 39,39 39,40 39,41 39,43 39,45 39,46 3946 3947 39,48 39,49 39,50
3 17,44 16,04 15,44 1510 14,88 14,73 14,62 14,54 14,47 14,42 14,34 1425 14,17 14,12 14,08 14,04 13,99 13,95 13,90
4 12,22 1065 9,98 960 936 920 9,07 898 890 884 875 866 856 8,51 8,46 8,41 8,36 8,31 8,26
5 10,01 843 7,76 739 715 698 685 6,76 668 662 652 643 6,33 6,28 6,23 6,18 6,12 6,07 6,02
6 881 726 660 623 599 582 570 560 552 546 537 527 5,17 512 5,07 5,01 4,96 4,90 4,85
7 8,07 654 589 552 529 512 499 490 482 4,76 4,67 457 447 441 4,36 4,31 4,25 4,20 4,14
8 757 6,06 542 505 482 465 453 443 436 430 420 4,10 4,00 39 3,89 3,84 3,78 3,73 3,67
9 721 571 508 4,72 448 432 420 410 4,03 39 387 3,77 3,67 3,61 3,56 3,51 3,45 3,39 3,33
10 6,94 546 483 447 424 407 395 38 378 3,72 362 352 342 337 3,31 3,26 3,20 3,14 3,08
11 6,72 526 463 428 4,04 388 376 366 359 353 343 333 323 3,17 3,12 3,06 3,00 2,94 2,88
12 6,55 510 447 412 389 3,73 361 351 344 337 328 3,18 3,07 3,02 296 2,91 2,85 2,79 2,73
13 6,41 497 435 400 3,77 360 348 339 331 325 3,15 3,05 29 289 284 2,78 2,72 2,66 2,60
14 6,30 486 424 389 366 350 338 329 321 3,15 3,05 29 284 2,79 2,73 2,67 2,61 2,55 2,49
15 6,20 4,77 415 380 358 341 329 320 3,12 3,06 29 286 2,76 2,70 2,64 2,59 2,52 2,46 2,40
16 6,12 469 4,08 373 350 334 322 312 305 299 289 2,79 268 263 257 2,51 2,45 2,38 2,32
17 6,04 462 401 366 344 328 3,16 3,06 298 292 282 272 262 256 250 2,44 2,38 2,32 2,25
18 598 456 39 361 338 322 310 3,01 293 287 277 267 256 250 244 2,38 2,32 2,26 2,19
19 592 451 390 35 333 3,17 305 29 288 282 272 262 251 245 239 2,33 2,27 2,20 2,13
20 587 446 386 351 329 3,13 3,01 291 284 277 268 257 246 241 2,35 2,29 2,22 2,16 2,09
21 583 442 382 348 325 3,09 297 287 280 2,73 264 253 242 237 231 2,25 2,18 2,11 2,04
22 579 438 3,78 344 322 305 293 284 276 270 260 250 239 233 227 2,21 2,14 2,08 2,00
23 575 435 375 341 3,18 3,02 290 281 273 267 257 247 236 230 224 2,18 2,11 2,04 1,97
24 572 432 3,72 338 3,15 299 287 2,78 2,70 264 254 244 233 227 221 2,15 2,08 2,01 1,94
25 569 429 369 335 3,13 297 285 275 268 261 251 241 230 224 2,18 2,12 2,05 1,98 1,91
26 566 427 367 333 3,10 294 282 2,73 265 259 249 239 228 222 2,16 2,09 2,03 1,95 1,88
27 563 424 365 331 308 292 280 271 263 257 247 236 225 219 2,13 2,07 2,00 1,93 1,85
28 561 422 363 329 306 29 278 269 261 255 245 234 223 217 2,11 2,05 1,98 1,91 1,83
29 559 420 361 327 3,04 288 276 267 25 253 243 232 221 215 2,09 2,03 1,96 1,89 1,81
30 557 418 359 325 3,08 287 275 265 257 251 241 231 220 214 2,07 2,01 1,94 1,87 1,79
40 542 4,05 346 3,13 290 2,74 262 253 245 239 229 2,18 2,07 2,01 1,94 1,88 1,80 1,72 1,64
60 529 393 334 301 279 263 251 241 233 227 2,17 206 194 188 182 1,74 1,67 1,58 1,48
120 515 3,80 323 289 267 252 239 230 222 216 205 194 182 176 1,69 1,61 1,53 1,43 1,31
oo 502 369 312 2,79 257 241 229 219 2,11 205 194 183 171 164 1,57 1,48 1,39 1,27 1,01




Valores de Fy,v1,v2 para a distribuicao F

v2 [ vi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120 oo
1 4052,2 4999,3 5403,5 5624,3 5764,0 5859,0 5928,3 5981,0 6022,4 6055,9 6106,7 6157,0 6208,7 6234,3 6260,4 6286,4 6313,0 6339,5 6365,6
2 98,50 99,00 99,16 99,25 99,30 99,33 99,36 99,38 99,39 99,40 9942 9943 9945 99,46 99,47 99,48 99,48 99,49 99,50
3 34,12 30,82 29,46 28,71 2824 2791 27,67 27,49 27,34 2723 27,05 26,87 26,69 26,60 26,50 26,41 26,32 26,22 26,13
4 21,20 18,00 16,69 1598 1552 1521 14,98 14,80 14,66 14,55 14,37 1420 14,02 13,93 13,84 13,75 13,656 13,56 13,46
5 16,26 13,27 12,06 11,39 10,97 10,67 10,46 10,29 10,16 10,056 9,89 9,72 955 947 938 929 920 9,11 09,02
6 13,75 1092 9,78 9,15 875 847 826 810 798 787 772 756 740 731 723 714 7,06 697 6,88
7 1225 955 845 785 746 7,19 699 684 6,72 662 647 631 6,16 607 599 591 582 574 5,65
8 1126 865 759 701 663 637 6,18 6,03 591 581 567 552 536 528 520 512 503 495 4,86
9 10,56 8,02 699 642 6,06 580 561 547 535 526 511 496 481 473 465 457 448 440 4,31
10 10,04 756 655 599 564 539 520 506 494 485 471 456 441 433 425 4,17 4,08 4,00 3,91
11 965 721 6,22 567 532 507 489 474 463 454 440 425 410 402 394 386 3,78 369 3,60
12 933 693 595 541 506 482 464 450 439 430 4,16 401 38 378 3,70 362 354 345 3,36
13 9,07 6,70 574 521 486 462 444 430 419 410 39 3,82 366 359 351 343 334 325 3,17
14 886 651 556 504 469 446 428 414 403 394 380 366 351 343 335 327 3,18 3,09 3,00
15 868 636 542 489 456 432 414 400 389 380 367 352 337 329 321 313 305 29 287
16 853 623 529 477 444 420 403 389 378 369 35 341 326 3,18 3,10 3,02 293 284 275
17 840 6,11 519 467 434 410 393 379 368 359 346 331 3,16 3,08 300 292 28 275 265
18 829 6,01 509 458 425 401 384 371 360 351 337 323 3,08 300 292 284 275 266 257
19 8,18 593 501 450 417 394 3,77 363 352 343 330 3,15 3,00 292 284 276 267 258 249
20 8,10 585 494 443 410 387 3,70 356 346 337 323 309 294 28 2,78 269 261 252 242
21 802 578 487 437 404 381 364 351 340 331 317 3,03 288 280 2,72 264 255 246 2,36
22 795 572 482 431 399 376 359 345 335 326 3,12 298 283 275 267 258 250 240 231
23 788 566 476 426 394 371 354 34 330 321 307 293 278 270 262 254 245 235 226
24 782 561 472 422 39 367 350 336 326 317 3,03 28 274 266 258 249 240 231 221
25 7,77 557 468 4,18 385 363 346 332 322 313 299 285 270 262 254 245 236 227 2717
26 7,72 5583 464 414 382 359 342 329 3,18 3,09 29 281 266 258 250 242 233 223 2,13
27 768 549 460 411 378 35 339 326 3,15 306 293 278 263 255 247 238 229 220 2,10
28 764 545 457 407 375 353 336 323 312 303 29 2,75 260 252 244 235 226 217 2,06
29 760 542 454 404 373 350 333 320 309 300 287 273 257 249 241 233 223 214 2,03
30 756 539 451 402 370 347 330 317 3,07 298 284 270 255 247 239 230 221 211 2,01
40 731 518 431 383 351 329 312 299 289 280 266 252 237 229 220 211 202 192 1,80
60 7,08 498 413 365 334 312 29 282 272 263 250 235 220 212 203 194 184 1,73 1,60
120 6,85 479 39 348 3,17 29 2,79 266 256 247 234 219 203 19 18 176 166 153 1,38
oo 6,64 461 378 332 302 28 264 251 241 232 218 204 188 179 170 159 147 132 1,01
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po6s o exame clinico no consul-

tério, muitas vezes o médico
solicita ao paciente exames labo-
ratoriais para a verificagdo de al-
guma doenga. Vocé sabia que um
resultado positivo nesses exames
pode nao significar que vocé este-
ja doente?

Quando fazemos um exame la-
boratorial, podem ocorrer quatro
situagoes diferentes em relagdo ao
resultado, que sdo: (1) estamos
com a doenga e o resultado é posi-
tivo, (2) estamos com a doengae o
resultado é negativo, (3) ndo esta-
mos com a doenga e o resultado é
positivo, (4) ndo estamos com a
doenga e o resultado ¢ negativo.
Como ndo existem exames com
margem de erro igual a zero, sem-
pre teremos chance de ocorréncia
do caso (2), chamado de falso ne-
gativo, e do caso (3), chamado de
falso positivo.

" um teste laboratorial é muito
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sensfvel para a detec¢do de uma
doenga, isso implica a contrapar-
tida de que ele poderd acusar um
alto nimero de falsos positivos,
a0 passo que, se ele for projetado
com baixa sensibilidade para a
doenga, acusard um alto dnumero
de falsos negativos.

Como ndo ¢é desejével um nu-
mero alto de falsos negativos, jd
que isso atrasa o diagndstico da
doenga, existe um compromisso
dos laboratérios em projetar tes-
tes com alta sensibilidade e, con-
seqiientemente, margem maior
de falsos positivos. Na prdtica, is-
so quer dizer que, quando vocé
recebe um resultado de exame,
existem mais chances de ele estar
errado se for positivo do que se

for negativo.
Por exemplo, no caso do teste de

_ pele de Mantoux para a detecgéo

da tuberculose, sabemos que, em
média, 7,5% das pessoas testadas
recebem resultado falso positivo e
apenas 0,69% recebe falso negati-
vo. Assim, se em um teste com 145
amostras tivermos 125 resultados
negativos e 20 positivos, obtere-
mos, em média, 1 falso negativo
(17145  (569%) e 11 falsos positi-
vos (11/145 = 7,5%). Como temos
11 falsos positivos em um total de
20 positivos, um resultado positi-
vo pode significar quc, ainda as-
sim, o paciente tem 55%
de chance de néo ter a doenca
(11/20=55%).

Essa é a razdo pela qual os médi-
cos sempre solicitam do paciente
um novo exame quando estdo
diante de um resultado positivo,
uma razao de ordem matemitica.

José Luiz Pastore Mello é licenciado
em matematica e mestrando em educa-
‘¢do pela USP.

E-mail; pmello@uol.com. br



