Capitulo 5

Introducao a Analise Diferencial do
Movimento do Fluido

Topicos desta aula:

Equacao da conservacao da massa
Definicao de funcao corrente

EM561 Prof. Eugénio Rosa



Conservacao da Massa

v" Equacao de conservagao da massa para um sistema escrita em
funcao das propriedades de um V.C.

2o o [T

Taxa variacao Vazao massica 0
massa dentro V.C. que cruza a S.C.
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Sistemas de Coordenadas

v" A eq. da conservacdo da massa sera escrita para um sistema de
coordenadas Cartesiano ¢ Cilindrico Polar .

d —>
EV_.“C.pdV+SI_‘;.p(Vr-n)dA = 0

_____ Control volume
oI =

Fig. 5.1 Differential control velume in rectangular
coordinates.

() lsometric view (0} Projection on «8 plang

Fig. 5.2 Differential control volume in cylindrical coordinates.

v" Para se chegar a forma diferencial da eq. da massa para coordenadas
Cartesianas e Cilindrico Polar o Volume de Controle, o volume finito
de tamanho arbitrario, sera reduzido para um volume infinitezimal .
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Aplicacao em um V.C. infinitezimal

Propriedades Geomeétricas:

Az=1
A=Ay =Ayl

7 A=Ay = Ax1
| | X, U
/ B3¢ VoI:Ax Ay.1

Conceitos matematicos para se chegar na Eg. da Massa:

d g
Regra de Leibniz: fpdV Id—fdw j p(V,-n)dA=0

voI vol

Teorema de Gauss: IV (PV)dv = [ p(V-ijdA

vol s.C. EM561 Prof. Eugénio Rosa



Conservacao da Massa

Sistema Coord. Cartesianas Sistema Cilindrico Polar
dpu p dpv p Jdpw p op _ 0 19GrpV) 1 dpVy) V)  dp _
8}( a}v az at r ar r 00 ok Jt
Operador ‘Del’: Operador ‘Del’:
~d ~d 0 .90 .19 ~0
V e g— | — k— V=c¢ I k —
lax'+J8)-’+ - c,ar+c r89+ -
Notagao Vetoral: Notacdo Vetorial:
5 0P )
V.pV+—=0 oV 4+ 2P _
Veja deducdo Eq. Massa em coordenadas
cilindrico polar no Apéndice |
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Conservacao Massa Incompressivel
(permanente ou transiente)

V-V=0 ou divwW=0

V W
v" Cartesiano o 6 5 =0

OX 8y 0Z

v" Polar lé(rv)+8l+avzz()

r or roo o0z
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5.1 Quais dos seguintes conjuntos de equagdes representam possi-
veis casos de escoamento bidimensional incompressivel?
@ u=x+yyv=x—-Yy
b) u=x+2y;v=x*—)
(¢) u=4x+y,v =x-— }‘2
d) u=xt+2y,v=x>—y

() u= xt’;v = xyt+ y*

Antes resolver a questéo, qual versao da equacao Py pV =0 devo
usar para resolver este exercicio? 2
(1) (i) (ili)
8p+8pu+8pvzo 8pu+8pvzo 8_u+6_V:O
oo ox oy oxX oy oxX oy

Respostas — use eq. (iii); (a) conserva massa, (b, ¢, d, €) ndo conservam massa!
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5.5 (8% ed) - As trés componentes da velocidade em um campo de
velocidade sao dadas por u=Ax+By+Cz, v=Dx+Ey+Fz e
w = Gx + Hy + Jz.

I. Determine a relacao entre os coeficientes de A a J que é necessaria
para que este seja um possivel campo de escoamento incompressivel.

Resposta: A+ E +J =0
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5.6 (82ed) - A componente X da velocidade em um campo de escoamento
em regime permanente e incompressivel, no plano xy, € u = A/x, em que
A =2 m?/s e x € medido em metros.

I. Determine a mais simples componente y da velocidade para este
campo de escoamento.

Resposta: v = Ay/x?
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5.21 (82 ed.) - Para um escoamento incompressivel no plano 19, a
componente r da velocidade e dada por V, = —Acos 0/1°.

I. Determine uma possivel componente 6 da velocidade.

Il. Quantas possiveis componentes 0 existem?

Resposta: v(0,r) = -A[Sen(6+2xn)]/r? + f(r)
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Linha de Corrente: Conceito Cinematico

v" Recapitulacdo EM461: as linhas de corrente sdo, por defini¢do,
tangentes ao vetor velocidade a todo instante, e sdo expressas por:

] linha de corrente
Y /
V
dx dy dz

dy - ds u Vv W
dx
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Funcao Corrente para Escoamento
Incompressivel e Bi-Dimensional

v A , ¥/, ¢ um conceito matematico introduzido por
(1731).
v" A hipétese de escoamento bi-dimensional reduz eq. massa para:
du . dv _ 0 orV,) Ve _
ox 0y ar 00
v" Defini¢do de func¢do corrente:
Cartesiano Polar
1, o 1 dys
=— and v=-—— = = —
! dy dx V" r do e or

v Mostre que a funcdo corrente SEMPRE satisfaz a Eq. da Massa!

v Como se chega as definicoes de funcdo corrente estdo fora do escopo do curso.
No apéndice traz um breve demonstracdo.
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https://en.wikipedia.org/wiki/Stream_function
https://en.wikipedia.org/wiki/Joseph-Louis_Lagrange

Funcao Corrente: Propriedades

v PROPRIEDADE 1 - Em regime permanente, a curva definida por y
constante coincide ¢/ linha corrente que passa pelos mesmos pontos.

v" A funcdo y depende de (x,y) ou (r,0). A variacdo de y é dada por:

dy = a—\de+a—wdy = —vdX + udy
OX oy

v" Para \y constante, entdo dy = 0 ¢ dy/dx = v/u, isto €, as linhas com
constante coincidem com a defini¢ao de linha de corrente.

. Iinha/de corrente
V

dx dy dz
dy ds u v w

dx
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Funcao Corrente: Propriedades

v PROPRIEDADE 2 — A diferenca v, - y, resulta na vazao Q entre as
linhas de corrente.

R o,
v Duas linhas de corrente, y, € y,, y S
definem um tubo de corrente, pois o
nao ha velocidade normal para linhas 7l
com y constante! (LA,
4./74— e

v' A vazdo Q entre y, ¢ V, ¢ calculada fazendo um caminho e y, — v,
— y, de forma que criam superficies ortogonais a X € y, assim:

Q, :_[v-dAy :T(—a—wj-(— dx) =y, -y,

Vo
V2 6\|/

:Iu°dAx : I£+a_j(+ dy):\Vz —Y,
V1

v A vazdo Qatravés de W, e Wy : Q=Q,+Q, =y, — v,
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Por que Funcao Corrente?

v" A func¢do corrente sempre satisfaz a equacdo da massa.

v" Se eu tiver um campo de velocidades expresso por uma
funcao corrente eu nao preciso resolver a equacgao da
conservacao da massa!

v" Ela é util em célculos analiticos e numéricos aplicados
em escoamentos por reduzir o numero de variaveis
independentes do escoamento.
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Exemplo 5.7 (82 ed.) - O campo de velocidade para o escoamento
viscométrico do Problema-Exemplo 5.7 (82 ed) é V=U(%)i+0j.

I. Determine a funcao de corrente para este escoamento.
ll. Localize a linha de corrente que divide a vazao volumétrica total em
duas partes iguais.

Resposta:

Funcdo corrente:  y(y) = (U/2) (y?/H)

Vazéo volumetrica: Q = wy(H) - y(0) = UH/2
Coordenada y: (U/2) (y3H) = UH/2—>y =H . (2)12
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*5.27 Um campo de escoamento incompressivel sem atrito é especi-
ficado pela funcdo de corrente iy = —6Ax — 8Ay, onde A = 1
m/s, e x e y sdo coordenadas em metros. Esboce as linhas de
corrente ¢y = O e ¢ = 8. Indique no esbogo o sentido do vetor
velocidade no ponto (0, 0). Determine a magnitude da vazio

em volume entre as linhas de corrente que passam pelos pon-
tos (2,2)e (4, 1).

— =0 Respostas:
| Q=wy(2,2) - w(4,1)=4mds
\K"‘ﬁk\ -
N Linhas de corrente:

Lo y = (3/4).X paray =0
y=(3/4).x -1 paray=38

1/
J'/ !‘/
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Exemplo 5.6 (8 ed.) - O Exemplo 5.6 mostrou que o campo de
velocidade para um vortice livre no plano 10 e vy = C/r e v, = 0.
Determine a funcao de corrente para este escoamento. Avalie a vazao em
volume por unidade de profundidade entre r, = 0,05 me r, = 0,07 m, se
C = 0,5 m?/s. Esboce o perfil de velocidade ao longo de uma linha de 0
constante. Confira a vazao calculada a partir da funcdo de corrente,
Integrando o perfil de velocidade ao longo dessa linha.

Respostas:
Vo =- dy/dr = C/r — y(r) =-C.Ln(r)

v v - ‘ Observe que para :
1 \ r=1—->y=0
_ r<l—-wy<0e
Lo r>1-wy>0

Q = wy(ry) - y(ry) = +C.Ln(r,/r))






Apéendice |

v' Deducao da Eg. Massa em
coordenadas cilindrico-polar
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Apéendice Il

Definicao de Funcao Corrente
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Funcao corrente: conceito matematico
a) uma linha no espaco

v" Existem varias maneiras de se descrever uma curva no espaco.

v" Para nossos propositos, € conveniente definir uma curva através da
intersec¢ao de duas superficies independentes, f e g:
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Funcao corrente: conceito matematico
b) vetor H tangente a interseccao

v" O vetor tangente a linha formada pela intersec¢do dos planos é:
v' Associagao: H=2(x.y.z)VfxVg

5
v linha da intersecéo : vetor tangente Vf X Vg =V <« linha de
corrente: V € um vetor tangente a linha de corrente

v" Func¢do A é um fator de proporcionalidade e corresponde a
densidade p.
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Funcao corrente: conceito matematico
C) vazao e tubo de corrente

v" A vazdo massica através de um tubo de corrente constituido por
duas superficies f e g € expressa por:

msz(\?.ﬁ)dA

v" ou através da simples relacdo aos valores das fungdes f e g nestas
superficies.

e PV

4 na pg 20 do doc no link assim como
pV referéncias sobre 0 assunto



http://www.fem.unicamp.br/~im250/APOSTILAS E MINI-CURSOS/CINEMAT.pdf
http://www.fem.unicamp.br/~im250/APOSTILAS E MINI-CURSOS/CINEMAT.pdf
http://www.fem.unicamp.br/~im250/APOSTILAS E MINI-CURSOS/CINEMAT.pdf

Funcao corrente y: conceito matematico

v' Para escoamentos com simetria, € possivel escolher a funcio g
como um conjunto de planos definidos pela variavel de simetria. Isto
reduz o problema a determinacdo da superficie f denominada por

funcao corrente, f = .

v Escoamentos com aplicacdo direta sao:
* Escoamentos planos em coordenadas cartesianas ou polares €
* Escoamentos axi-simétricos em coordenadas cilindricas ou

esfericas.
e Ha outros sistemas tambeém mas nao serao tratados aqui!
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Funcao Corrente para Escoamento 2-D
Incompressivel: Coordenadas Cartesianas

Superficies:T=v(xy) 9=z Vy=(v,v,0) Vg=(001)

V= VfxVg; u=u(x,y); v=v(x,y); w=0

Velocidade: —
u:a_w; V:-a\v; w=0
- oy OX

Vazdo: 9,=2,=0; g,=2,=1; Q=y, v,
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Funcao Corrente para Escoamento 2-D
Incompressivel: Coordenadas Polares

Velocidade:

Vazdo: 9,=2,=0; g,=2,=1; Q=y, v,
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Funcao Corrente para Escoamento Axi-simétrico
Incompressivel: Coordenadas Esféricas

~—yf
7 ! pe— Y
\/ . | P »7,\ 3 v
‘l \‘: \ j
\k - Pr—— SNBSS Y-
| _v,\:;, P . e T S
& 1~ rd . i\ _
) ,f% ' ? ; —«—»-——"';' /;:
N} g P,
¢ //
/ =3
/ o~ i ’ - R
/T" =
P =
L. \,/_,;
\ !

iy ouw 1oy 0 1
Superficies: f=wvy(r,z) g=6 V\v=( P Wj V9=(0,—,0j

or 'r o oz r
'\ ) — . 5Ve_ g _
V=VfxVg; v,=v, (rz); ol v,=V,(rz)
Velocidade:=
Vr:_la_w; %:O’ VZ:EG—W
- r 0z 00 r or

\Vaz3io: 0,=¢,=0; g,=¢,=2n; Q=2n(y,—vy,;) ou

Q=2ny,sey,=0eo0eix00=0
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5,10 Uma aproximacao util para a componente x da velocidade num

escoamento laminar incompressivel de camada limite € uma
variacdo parabdlica de u = 0 na superficie (y = 0) até a veloci-

- dade de corrente livre, U, na borda da camada limite (y = 9). A

equacdo do perfil € w/U = 2(y/6) — (y/6)*, onde 6 = cx'*e cé
uma constante. Mostre que a expressao mais simples para a
componente y da velocidade €

vo_8(L(yY _1(»Y
U x|2\6 3\0

Trace um grafico v/U em funcao de y/o para determinar o local
de maior valor de wU. Avalie arazaoonde 6 = Smmex = 0,5 m.
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Capitulo 5

Introducao a Analise Diferencial do
Movimento do Fluido

Topicos desta aula:

De/Dt — Derivada Material ou,
Derivada Substantiva ou,
Derivada Total
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Metodos de Descricao

Referencial Lagrangeano:
v Acompanha elementos de massa identificaveis;
v Em mecanica dos fluidos, acompanhar o0 movimento de cada
particula, muitas vezes, torna-se impraticavel.

Referencial Euleriano:
v" Focaliza a atencéo sobre as propriedades do escoamento num
determinado ponto do espaco como funcao do tempo;
v" As propriedades do campo do escoamento sdo descritas como
funcOes das coordenadas espaciais e do tempo;

As leis fisicas (massa, 2% lei Newton, Energia) aplicam-se para
referencial Lagrangeano com elementos de massa identificaveis
(todo curso de dinamica baseia-se neste principio!).

No entanto, fluidos se deformam continuamente. Nao € possivel
seguir cada particula individualmente mas é possivel determinar a
aceleracdo seguindo uma particula. Este € o tema desta aulal!
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Lagrangeano x Euleriano
v" A sequéncia mostra a concentracdo de CO, em ar com
1 segundo de injecao.
v" Os resultados foram obtidos com o0 PHOENICS cfd.

v" Tente acompanhar como o CO, se dispersa
(Lagrangeano)

v" Observe num ponto fixo no espa¢o como o CO, varia
(Euleriano)
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2 seg apos injecao

o o oo oo oo oo oo o

COZ2 DISPERZIION - dizpersion 3

@

PHOTON

]

oo
.04
.07
11
.15
.18
22
.26
.29
.33
.37
.40
.44
.47

0.51
oooooooooat

[

Fracao de CO2 na mistura - intervalo de injecdo: 1 segundo. Perfil de fracao
massica de CO2 apo0s 2 seg, indicando superficie com 15 % .
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4 seg apos injecao

COZ2 DISPERZIION - dizpersion 3

@

PHOTON

]

oo
Oz
.04
.06
.08
.10
L1z
.14
.16
.18
.20
.22
=4
.26

0.28
oooooooooat

o o oo oo oo oo oo o

[

Fracao de CO2 na mistura - intervalo de injecdo: 1 segundo. Perfil de fracao
massica de CO2 apo0s 4 seg, indicando superficie com 15 % .
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6 seg apos injecao @

PHOTON

FC0OZ
.oono
012
L0z25
037
. 050
HaeZ
075
. 0g7
. 100
112
125
1357
. 150
1ezZ
0.175
oooooooooat

]

o o oo oo oo oo oo o

[

COZ2 DISPERZIION - dizpersion 3

Fracao de CO2 na mistura - intervalo de injecdo: 1 segundo. Perfil de fracao
massica de CO2 apos 6 seg, indicando superficie com 15 % . EMS61 Prof. Eugénio Rosa




8 seg apos injecao @

PHOTON

FC0OZ
.oono
. 009
L0177
LOz6
034
043
052
. 0al
LOgs8
. 07a
086
. 095
. 103
112
0.1=21
oooooooooat

]

o o oo oo oo oo oo o

[

COZ2 DISPERZIION - dizpersion 3

Fracao de CO2 na mistura - intervalo de injecdo: 1 segundo. Perfil de fracao
massica de CO2 apos 8 seg. Concentracéo diluida a valores menores que 15 %use1 pror. ugenio Rosa




10 seg apos injecdo @

PHOTON

FCOZ
0.oo0n0
. 0o5
. 010
0le
.0z21
LOz26
. 031
036
. 041
047
052
. 057
OBz
LOe7
o.o0v3
0000000000t

o o o o oo oo oo oo o

[

C02 DISPERZSION - dispersion 3

Fracao de CO2 na mistura - intervalo de injecdo: 1 segundo. Perfil de fracao

massica de CO2 apos 10 seg. Concentracao diluida a valores menores que 15 Bést pror. ugenio Rosa



Referencial Lagrangeano:
segue a particula de fluido

rt)\

y r(t+5t)

Velocidade e Aceleracdo para um
referencial Lagrangeano:

dx du d?x
U=— aX: =
dt dt  dt?
2
V:d_y . _dv_d%

d Y dt dt?
Mas, como seguir uma particula no
fluido?

Referencial Euleriano:
fixo no espaco, define o
campo de velocidades.

o o (X?,y!) o o » 'Xy)

X

Velocidade para um referencial
Euleriano:

Como definir uma aceleracao??
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Lagrangeano x Euleriano

v" Todas as leis fisicas sdo definidas para um referencial Lagrangeano:
conservacao massa, quantidade de movimento, energia etc

v" Elas aplicam-se a corpos que possuem uma massa (identidade) fixa.

v Como tratar os fluidos que possuem a propriedade de se deformarem
continuamente sob acdo de uma tensao?

v" Re-escrever as leis a partir de um referencial Euleriano que define os
campos a partir da sua posicao no espaco e no tempo.

v" Algo semelhante foi realizado em EM461 onde a taxa de variacdo do
sistema fol expressa por medidas a partir de um Volume de Controle.

v" Em EM561 pode-se determinar a aceleracdo seguindo uma particula a
partir de um referencial Euleriano usando a Derivada Substantiva!



Um Experimento MENTAL... (Tente Imaginar)

Imagine um rio onde ha o despejo de um contaminante. A concentracao
diminui a medida que é transportada pela correnteza. Vocé deve fazer
uma medida da poluicdo. Para isto vocé disp0e de: um bote a motor e um

medidor da concentracdo C do contaminante.

Voce realizou trés tipos de medidas, cada uma com um resultado
diferente! Tente explicar porque:

1) Com o bote parado no rio (jogou ancora) vocé mediu uma
concentracao;

2) Com o motor do bote ligado vocé se deslocou normal a correnteza a
velocidade V|, e mediu outra concentragao;

3) Com o motor do bote desligado, voce deixou o bote ir com a
correnteza e mediu um valor diferente dos dois primeiros.



Barco Estacionario, V, =0

A variacao da concentracio c é funcéo
do tempo e do espaco:

dc :@dt+@dx+@dy
ot OX oy

Se 0 barco esta estacionario, o
sensor de poluicdo medira uma
concentracdo C que passa pelo
ponto de medida e que varia com 0
tempo apenas:

Dc_ac
Dt ot
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Barco Movimentando com
V,#0

A variacao da concentracio c é funcéo
do tempo e do espaco:
oC oC oC

X dc=—dt+—dx+—dy
X ot OX oy

Se 0 barco esta se movimentando com Vb entdo dx, dy e dt ndo séao
Independentes mas estao relacionados por Vb:

A taxa temporal de c é determinada por:

Dc oc ocdx ocdy Dc oc ocC ocC
Dt ot oxdt oydt Dt ot OX oy
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Barco Movimentando com
a correnteza V, =V

Se 0 bote desloca junto com a
correnteza entao:

v

X Dc oOc oC oC
=—4+U-—+V-—
Dt ot OX oy

Desta maneira o medidor de concentracao ira medir a variacao
de ‘¢> SEGUINDO a trajetoria de uma particula carregada pela
correnteza (CONCEITO LAGRANGEANQ!!)
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Derivada Total, Material ou Substancial, Dg/Dt

» Denomina-se por derivada total, material ou substantiva a taxa
temporal de variacao de um escalar, ou vetor, SEGUINDO uma
particula de fluido.

* A taxa de variacao é coincidente com aquela determinada por um
referencial LAGRANGEANO porém ela é medida a partir de um
referencial EULERIANO.

* (0 € Uma variavel genérica, sua derivada substancial:

D
Do _ d¢ 00 , % _ a‘P+VVq>
Dt ot OX oy ot

termo ) tePrrno g notacac;r vetorlal

transiente : i
convectivo/advectivo

 Importante: De/Dt € uma propriedade Lagrangeana (seguindo uma
particula) obtida por meio de informacdo Euleriana (do campo de
velocidades e da propriedade o)
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Nota sobre conveccao e adveccao

 Frequentemente os termos conveccao e adveccao ! op y oQ
~ - A = - — _|_ e
sdo empregados como sinonimos do transporte de uma OX oy
proprle_dade pelo campo de velomdadfes, por exemplo: ey
. movimento, energia ou concentracao. convectivoladveetilg

» Estes termos podem ser diferenciados pelas definicoes:
v'Convectivo - representa 0 mecanismo de transporte ( movimento) de
um fluido em resposta a adi¢cao ou remocao de calor;

v'Advectivo - representa 0 mecanismo de transporte ( movimento) de
algum material dissolvido ou em suspensao em um fluido.

v" As definicdes dadas ndo s@o um consenso na literatura. Usualmente
sdo usadas como se fossem sindNIMOS.
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Exemplos adveccéao

Warm and humid

l air mass

Cooler ground
surface

BCO0IBK Seaem——n i i (- T
=S OO —— (T !

—_—————
Hot a
| - rises
T——————
N
Natural Forced Q |
convection convection

2

* As defini¢cOes dadas no slide anterior nao sdo um consenso na literatura.
Na pratica elas sdo usadas como se fossem sinGnimos.
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Derivada Total de um Escalar

» O escalar pode ser concentracao especie quimica, temperatura,
energia interna, entalpia, entropia, etc.

» A taxa de variacao temporal seguindo uma particula para um sistema
de coordenadas Cartesianas é dada por:

¢ | Transiente Convectivo

0/ ét (V-V)o
T | or/a u-(0T/ox)+ v -(8T/ay)
C oc/ ot u-(oc/ox)+v-(oc/ay)
u ou/ot u-(ou/ox)+v-(ou/dy)
h oh/at u-(oh/ox)+v-(oh/ay)
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Derivada Total do Vetor Velocidade, DV/Dt

» A derivada total do vetor velocidade é aceleracao da particula
medida de um referencial Lagrangeano. :

DV 8V —
oo TV
+ Para um escoamento 2D o vetor DV/Dt possul duas componentes:
) transiente convectivo
T oufet  |u-(du/ox)+v-(du/dy)
Y ov/ ot u-(ov/ox)+v-(ov/oy)
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Aceleracao de uma particula de fluido

num campo de velocidade

v Sistema de coordenadas Cartesiano

>~ Dr ax 8}-’ Jdz ot

Y Dr 81 ay Jz ot

7 L AL
‘Dt ox Jy Jdz ot

a

v Sistema de coordenadas Cilindrico Polar

avV. 'V, dV. VH V. E)V.
a, =V, —+ -—-—+V :
"p " oor r o060 r 8‘7 dt
51% Vv, dV, V.V, 51% vV,
ap =V, —4L 4+ 42, 10 y_06,_0
N Y 9z o
a. = V; 8V_, + V@ aV, + V. aV" aV’

: +
dr r d0 T dz ot
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Para que serve mesmo o calculo da derivada Total?

v Lembre que todas as leis fisicas foram feitas para sistemas.

v" A derivada total fornece a taxa de variacdo do sistema:

d¢ _ 0y

= 8(]) +V. -V
dt Dt

ot

sistema V.C.inf initezimal

v Como nossa proxima etapa € chegar a forma diferencial da Eq.
Quantidade de Movimento, estamos a um passo dela, ja determinamos
a aceleracao da particula por exemplo!

v" Deve ser lembrado que a forma integral desta relacao foi apresentada
no cap. 4 como sendo o Teorema de Transporte de Reynolds:

D

=t PPV |-

o
8’[

dB

" pﬁdV+ jpﬁ(v n)dA

EM561 Prof. Eugén
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5.40 Um liquido incompressivel com viscosidade desprezivel escg,
em regime permanente ao longo de um tubo horizontal de djj.
metro constante. Em uma se¢do porosa de comprimento [, =
0,3 m, o liquido € removido a uma taxa constante por unidade
de comprimento, de forma que a velocidade axial uniforme nq
tubo € u(x) = U(1 — x/2L), onde U = 5 m/s. Desenvolva umg
expressao para a aceleracdo de uma particula do fluido ao lop-
go da linha de centro da secdo porosa.
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v Exercicio - Mostre que a equagéo da 1 Dp V.V Z0
conservagao da massa pode ser escrita por: 5 ' Dt TV-V=

v" Para um fluido compressivel, dé um significado V.V,

Considere um liquido incompressivel , porém com variacao de
densidade devido a estratificacédo (por exemplo variacao de salinidade
na agua do mar devido a radiacéao solar), quanto valem os termos
Dp/Dt e div(V)

(I) ao longo de uma linha de corrente? Dp/Dt = 0 e div(V) =0
(if) ao longo de uma linha de concentragao c*? Dp/Dt = div(V)=0

river ocean

Stratification - Mo mixing between
water layers



5.45 - Um aviao voa no rumo Norte a 300 mph em relacdo ao solo. A
sua razao de subida € de 3000 pes/min. O gradiente vertical de
temperatura e de 3°F por 1000 peés de altitude. A temperatura do
solo varia com a posicao devido a chegada de uma frente fria caindo
na razao de . Calcule a taxa de variacao da
temperatura por um registrador a bordo da aeronave.

VA

N

W = 3000 ft/,in trajetoria
aviao
dT/dz =
-3°F/1000ft /
Norte

U = 26400 ft/min

Resposta:
T DT/Dt = - 14°F/min
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549 Um campo de velocidade permanente bidimensional € dado por

V' = Axi — Ayj, onde A = 1s7'. Mostre que as linhas de cor-
Iente para esse escoamento sao hipérboles retangulares, xy =
C. Obtenha uma expressio geral para a acelera¢io de uma par-
ticula fluida nesse campo de velocidade. Calcule a aceleragio
das particulas fluidas nos pontos (x,y) = (1/2,2),(1, 1) e (2, 1/2),
onde x e y sd0 medidos em metros. Trace as linhas de corrente
queé correspondema C=1e2 e mostre os vetores acele-
ragao no esbogo das linhas de corrente.

Respostas: 2
a, =A%x e a, =A% 1

|:| T T T T T T T | T 1
0 1 2 3 4 5
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5.57 O arescoa na fresta estreita, de altura A, entre duas placas para-
lelas muito préximas, através de uma superficie porosa, con-
forme mostrado. Use um volume de controle com superficie

externa localizada na posicio x,

1. Mostre que a velocidade uniforme na diregéo x € u = v, x/h
2. Determine uma expressao para velocidade na direcéo y
3. Avalie a aceleracdo de uma particula fluida na fresta

SICH i
““%g/i"i"u”x ik
h =
S D . S O O O 0 R O R S
UO
Linhas de corrente
1.0 - //[ﬁ_, P ——
0.8 +f E// ”"':/
0.6 / /// ol :c:_01
" oa 1] / - d Resp.: (1) u(x) = vy(x/h)
oz L/ / (2) v(y) = Vy(1-y/h)
o L . / ““““““ (3)a, = [(v0)2/h].(x/h)

(3) ay = [(vo)*/h].(1-y/h)

EM561 Prof. Eugénio Rosa



Considere o escoamento unidimensional incompressivel atra-
veés do duto circular mostrado. A velocidade na secio (1) é dada
por U =U,+ U,senwt,onde U, =20m/s, U, =2m/se w =
0,3 rad/s. As dimensdes dodutos@ao L =1m, R, =0,2meR, =
0,1 m. Determine a aceleracdo da particula na saida do duto.
Trace um grafico dos resultados como uma fung¢io do tempo
para um ciclo completo.

plano x, R, V(X)

T
Ri
_t 2
X
U I Resp.: DDUtZ = Ul[%jz ®-cosot —

R

. 2 4
2(U0+U13|noat) R, (ﬁj
R, . LL

R(X)ZR-—EX onde ARZ(Ri—RZ) ou na forma :
| L -

oo [

R.

_2(1+(U1/U0)sin ot)’ [R—JZ(

2

AR
L

)







Capitulo 5

Introducao a Analise Diferencial do
Movimento do Fluido

Topicos desta aula:
I.  Tensor Deformacao e Rotacao, S e R;
II.  Tensao Viscosa, t
. Vetor Vorticidade, o, e Teorema Stokes
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Definicao de Fluido e
Taxa de Deformacao

Quando uma tensao de cisalhamento ¢ aplicado:
v O Fluido se deforma continuamente
v O Sélido se deforma, mas nio continuamente

Solido
v"O Fluido pode apresentar nas fases: liquido, vapor ou gas.

v" Os proximos slides irdo analisar a deformacao do fluido

EM561 Prof. Eugénio Rosa


http://www.fem.unicamp.br/~im250/SITE IM250/AULAS/Aula-2-CINEMATICA/cinematica-movie/V6_1.mov

Deformacao de um Elemento Fluido

v A medida que o fluido flui as particulas de fluido sdo transportadas
para novas posi¢coes € estdo sujeitas a deformacao.

v" A velocidade do fluido € definida por um campo Euleriano:

—

V =V(x,y,z,t) (ref. Euleriano - campo de velocidades)

v" Existe uma relacdo entre V e a taxa de deformacao do fluido.

v" A taxa de deformacdo depende do movimento relativo de um ponto
em relacdo a sua vizinhanca

Exemplo: Timelines (particulas geradas no mesmo instante) em
diferentes intervalos de tempo mostrando a velocidade relativa entre
elas num canal convergente. Assista filme f :

EM561 Prof. Eugénio Rosa
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Estado simples de deformacao

(o que vc viu em Mec Flu 1)

Placas paralelas com espagamento dy deslocam-se com velocidade
relativa du. Calcular a taxa de deformacao angular, dy/dt

u,+du
b 0 z [(u0 +du)—u0]-dt [du]
R Y= = - dt

7/ g/ dy dy

] d B B

d K .r'J "'f; ) e
y ;f; J'If 211D
e'.f! ff! dy d du 1
e ETE}YEY dt dy | seg

v" A taxa de deformacdo de y é expressa por uma derivada do campo de
velocidades e possui dimensao (1/seg).

v Como generalizar a taxa de deformacao se ocorrer deformacoes
nas tres direcoes simultaneamente?
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Natureza da Taxa de Deformacao

v Taxa de deformagdo € um conceito relativo, quer dizer, ela representa
a taxa de um dado ponto relativo a sua vizinhanca,

v" Ela pode variar ponto a ponto no escoamento;

v O conceito uni-dimensional pode ser generalizado para um estado tri-
dimensional;

v Tal como a tenséo, a taxa de deformagéo de um ponto fluido possui
natureza tensorial; D, = du/dy

v’ Para determina-la € necessario o conhecimento do campo de
velocidades e suas derivadas...
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Deformacao de um Elemento Fluido

v" Ataxa de deformacédo depende do movimento relativo de um ponto
em relacao a sua vizinhanca, ou seja da diferenca de velocidade entre
ele e seus vizinhos.

v Num caso 2D onde ha duas direc¢des principais. No instante t = 0
temos o triangulo AOB, apos t = 8t vamos observar o deslocamento
relativo AOB devido as diferentes velocidades que atuam em AOB.

A

h 4
A
r(t=0) F(t:St) O’ B’

: C .
v O movimento relativo de AOB para A’O’B’ ou sua taxa de
deformacao pode ser decomposta em trés movimentos basicos :
deformacao angular, deformacao linear e rotacao.
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Deformacao de um Elemento Fluido

v No ponto O as componentes de velocidade | +av
Sa0 Ug, Vg, Wg 5

1
1
1
1
v" Um referencial em O ira observar os T f AT Yo + d
. 1
pontos distantes dx e dy de O com A e
) ) . . I
velocidades relativas 1guais a du e dv; L Y @m——— - !
dv

v" A velocidade na vizinhanca de O é determinada por uma expansdo em
série de Taylor (primeira ordem) ao redor de O:

Ug +du =uUg +a—udx+a—udy+a—udz
OX oy 0z

Vo +dv=Vvg +8—de+a—vdy+@—vdz
OX oy 0z

Wqo +dw =Wg +8—de+a—vdy+a—vdz
OX oy 0Z
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Deformacao de um Elemento Fluido

v" A variagdo da velocidade de O para vizinhanca é expressa por uma
matriz com 9 derivadas parciais do campo de velocidades local:

du
dv
dw

ou ou ou
oX oy o0z
ov oV oV
oX oy o0z
OW OW Ow
oX oy o0z

dx

dz

v Cada derivada parcial representa uma taxa de deformacio do
fluido ( 1/seg) associada a um plano € uma dire¢ao onde ela ocorre,
portanto a taxa de deformacao possui natureza tensorial.

v" Exemplo: dy, /dt = du/dy ¢ uma taxa de
deformac¢ao que ocorre num plano cuja normal
¢ paralela ao eixo z e cuja direcao ¢ x. No
entanto ela segue o indice da tensao que ela

gera, por isso v, -

u,+du

dy

u,
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Tensor Deformacao

v" Em notacao indicial, o tensor deformacao, D;, € definido por

ou  du  du
- OX oy 0z
ou i Dll D12 D13 5_\/ oV oV
OX oy 0z
ow oW oW

| OX oy 0z

o
|
"
o
R
o
N
o
&3
If

v Em notacdo vetorial ele se origina do transposto do gradiente do

vetor velocidade! LT _ -
D = [gradv ] ou D=VV
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Decomposicao do Tensor
Deformacao do Fluido

e Assoclacao a Estados de

Deformacao Fundamentais:

1. Alongamento,
11. Deformacao,
111. Rotacao e

1v. Deslocamento
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Particao Tensor Deformacao

v" O tensor D ;; = 0u/0x; € decomposto em uma parte Simétrica e outra
anti-Simétrica:

1

1
D, = ~(D,;+D,;) + ~(D,;-D,;)
1.] 2 I!J J’I 2 I!J J!I
Tensor \Srimétrico Tensor Ar;tfi-Simétrico
- a tfaw ov) tfau awd|l [ 1fou av) 1fou ow)
OX 2\ oy OX 2\ 0z OX 2\ oy OX 2\ 0z OX
Lfov, ou) v ifov aw)| f1fov ou 0o Lfw_ow
2 ax 8y oy 2\ 0z oy 2| ox oy 2\ 0z oYy
1(ow au 1fow 6v ow lfow ou) 1lfow ov 0
2 ox 82 2 ay 82 0z | 2 ox o0z) 2 oy 0z

TENSOR SIMETRICO TENSOR ANTI-SIMETRICO
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Cinematica NCFMM «

* Arelacdo OAB <> O’A’B’ ¢ expressa pela soma
de 4 movimentos basicos : translacao, rotacao,
deformacao angular e deformacao linear

_______

Angular deformation

Podemos antecipar que p/ haver tensao € necessario
gue haja uma taxa de deformacao.

29

I. Para translacéo pura ndo ha deformacao, angulos dos

vertices se preservam;

li. Para rotacao pura os angulos dos vértices se
preservam, nao ha deformacéo;

l.Somente deformacao angular e deformacao linear

produzem tensao.

dy

O proximo passo e
Identificar cada
movimento isoladamente
para depois entender a
relacdo OAB <> O’A’B’
em funcao dos quatro tipos
de movimento!

EM 461

f

ugtdu
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https://www.youtube.com/watch?v=pqWwHxn6LNo&list=PL0EC6527BE871ABA3&index=2&feature=plpp_video

(1) Dilatacao linear na direcao x

Um segmento ADBC, sujeito a uma extensao ‘pura’, no tempo t=0
deforma-se e no instante t = ot, ele encontra-se em A’D’B’C’. A
extensao ocorre para os segmentos AC->A’C’ e DB->D’B’.

O deslocamento relativo:

yA —
7 AC —AC_ (awox)dxdt _ 5 a0\t
AC dx
g e A taxa de deformacao linear na
- g :
) T 3 A
344 o B direcao x ¢€:
X iu
T e e A,A‘ c C' ;— S :E AC__AC = (8U/8X)
O ] g A M e T_ ax * T gt AC
A e PR
e du
) st il (;,;)dxdf As componentes nas outras
- - T M- . N 51
= dire¢des sao:
S, = (ov/dy) S =(0/e2)

Os elementos S, , S, ., € S,, formam a diagonal do tensor deformacao

XX yy? EM561 Prof. Eugénio Rosa



(2) Deformacao angular no plano xy

Um segmento ADBC, sujeito a uma deformagao angular ‘pura’ no
tempo t = 0 deforma-se no instante t = ot, em A’D’B’C’. O angulo
original do vertice A deforma-se nos angulos y,, ey y,

A deformacao angular ¢ a taxa:

_DD _ (ou/oy)dydt d(v.y) v
T =D dy dt oy
CC  (ov/ox)dxdt d(vyx) oV
Yoy = =— = — —~
o AC dx dt OX

. A taxa def. angular ¢ definida como a
e média destes dois movimentos:

yw _1[d(vxy>+d(vw>]_l(6_u+a_q

SR dt 2\ oy ox

Os elementos fora da diagonal sao
simétrico, portanto o tensor deformagao € simétrico!
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(3) Rotacao no plano xy

Um segmento ADBC, sujeito a uma rotacao ‘pura’ no tempo t =0, gira
sobre 0 vértice A e no instante t = ot, ele encontra-se em A’D’B’C’. O
angulo original do vertice A ¢ preservado! Neste movimento nao ha

deformacao dos vértices mas ha rotacio.
Seoéangulode Ae DD CC

~ Yy E—=—=Y
2} preservado entdo: Y T ap ~ ac 'YX

DD (ou/oy)dydt  d(v, 0
Yy = — :( ) i ( y) u

AD dy dt oy

CC  (ov/ox)dxdt o d(v,) ov
AC  dx dt  ox

A taxa de rotacao é definida como a
média destes dois movimentos:

R, =R zlr(yw)ﬁ(m)}l(av auj

%y ol dt dt g

oX oy
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onde &= 0 se dois indices forem iguais, e=+1seijk=1,2,3; 2,3,1; 3,1,2 e
e=-1seijk=3,2,1;2,1,3; 1,3,2.

A diagonal de S esta associada a dilatagao linear do elemento.

Os elementos fora da diagonal de S estao associados a deformacgao
angular.

Os elementos do tensor anti-simétrico R estao associados a rotacao
do elemento fluido, eles nao causam deformacao mas somente
rotacdo dos elementos. EMS61 Prof. Eugenio Rosa

) ou 1(ou_ov) 1fou ow 1 [ g 1(ou ov) 1(ou ow
A z(ay axj 20az " ox z(a‘a—xj 20z ox
3 1[av 6u] v 1w ow)|, 1(a_v_a_u] o v _ow
« | 2\ox oy oy 2\ 0z oy 2\ OX oYy 2\ 0z oy
= 3(@_w+8_uj 1(a_w+a_vJ ow 1(a_w_a_uj 1[8_w_8_vj ;
N |2\ ox o0z) 2\ 0y oz 0z J 2\ OX 0z 2\ oy 0z )
L - S = TENSOR SIMETRICO R = TENSOR ANTI SIMETRICO

@)

= 1

= =5 =§(5Ui/5xj+5uj/5xi) R._1.. ouj oYj
= 12 ax;  axg



Equacao constitutiva para
estabelecer a relacao entre tensao e
taxa de deformacao para um fluido

Newtoniano.

EquacoOes constitutivas para tensao/deformacao nao estao
fundamentadas em leis de conservacao mas no
comportamento do fluido. Por 1sso podem variar de fluido
para fluido.

EM561 Prof. Eugénio Rosa



Tensao Hidrostatica, P, e Tensor Desvio de
Tensao T’ (origem viscosa)

v" As forgas de superficie sdo: pressao (isotropica age normal as faces) e
as tensoes de origem viscosa devido a deformacao do fluido.

v" O tensor de tensoes T;; ¢ composto pela

. : . T =-P5 +T
Pressdo e pelo tensor desvio de tensoes, T, ;. ij ij
¥ ';’IITJ.' i
i [ r—),.,'l_ 7
| - :|":
_ | e A :
o T L Comentario: No estudo de fluido em
o dx 2 I (-'J{TI.'.I.' dx o r .
= | —gro+3Fs  movimento de corpo rigido (Cap 3,
f,*_ _ _— EMA461) o tensor de tensoes
| < g 5 considerado foi apenas P uma vez
ey que T°;; era nulo pq nao havia
- movimento relativo entre as

/ particulas!
- EM561 Prof. Eugénio Rosa



Propriedades do Tensor Desvio das
TensoOes, T’

v" O tensor desvio das tensoes existe somente se houver movimento
relativo entre as particulas de fluido.

v" T’;; possui tensdes normais e cisalhantes,

v" Pode-se mostrar que T°; € simétrico (1, pg 12). Os elementos fora
da diagonal sao 1dénticos, T°; = T°;;

v Se T’;; € simétrico ele deve ser proporcional a parte simétrica do
tensor de deformagéo D, neste caso ao tensor S;; (deformagdo angular
¢ deformacao linear), T’ = T’(S)

v" O tensor de rotagdo, R;; € anti-simétrico e portanto ndo contribui para
T.. ’
1]°
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Similaridades Sélido/Fluido — EM461

v Uma tensdo aplicada a um corpo sélido causa uma deformacio Claude
Navier (1785-1836) ()

Hﬂq ol = Ox ’C_G—

M M dy
elemento | oot € gfnento

solido antes ___| solido

¥ tensdo I :’eenpgz 8y COefI C | e nte
l , Lamé (N/m?)

] e L R R
V

Deformacao

X
FEENGT B

v" Fluido se deforma continuamente quando sujeito a uma tensdo. Foi proposto,
por similaridade ao solidos, que a tensao ¢ proporcional a taxa de deformacao.

<L 8l = du st dust do du
MM oa = — q = q
! Elemertto fluico 1 oy I y
Elemento ﬂUidU I no Inetants ¢ + & dOC U
¥ no instante : dy T=u dt =U dy
|
R T——m—_ viscosidade Taxa

(N § S/m 2) Defo rrn%SCéGEugénio Rosa


https://en.wikipedia.org/wiki/Claude-Louis_Navier

Viscosidade Dinamica [Pa/s] — EM461

v" Fluidos Newtonianos (agua, todos os gases € maioria dos liquidos) sdo
aqueles que apresentam uma relacao linear entre a tensao e a taxa
de deformacao.

PLLN
M__M_
g Elemento fluido -
A Eicimanio Ak | no instante r + &
v no instante : _’: dy
|
Txy | * ~r
(N/ m2) et ifii}'?’é'.“,{“ﬁi?5'vfff#‘3‘5232;'n,f.Smﬁﬁt”ﬁﬁé!‘rﬁém%mrmﬁiéﬁ;;:znf?“ciih
T N-s kg
U= > ou [ ——
du/dy | m m-s
>
du/dy (1/s)

* A viscosidade p € uma propriedade do fluido e tem natureza escalar.
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Extensao para Escoamentos 3D,
Fluidos Newtonianos Incompressivel

v" Para fluidos Newtonianos com um unico estado de deformacéo foi
visto que:

T=p du/dy

v" Para um fluido com propriedades constantes e incompressivel pode-se
estender o modelo 1d para um estado de deformacao 3D.

v O tensor desvio de tensoes é simétrico, portanto ele deve ser

proporcional ao tensor simétrico S das deformacoes linear e
angular:

au 1(5_U+5_Vj Lfou, aw)
OX 2\ oy OX 2\ 0z OX
T.,=2u8;,, —> S§;;= 1(8\/ 8”) 4 E @+a—w
2\ OX oY oy 2\ 0z oy
E(a_wﬁ_uj 1(aw av] ow
|2\ 0x o0z oy 0z 0z
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Tensor de Tensoes, sistema Cartesiano

v" O tensor de tensoes é simétrico, possui apenas seis termos distintos.

v" Para coordenadas cartesiana, Fluido Newtoniano e escoamento

incompressivel suas componentes sao:

Tensdo Normal
Deformacéo Linear
A\

ou

T, =2L—
o = <K OX
oV

T =20 —
OW

T, =2L—
Y44 M az

Tensdo Cisalhante
Deformagdo Angular

ou ov
= x o — _|_ —
Y oy OX
ou ow

= sz = H +
0z OX
.y oV d OW
v ~H| 52 oy

Fig. 5.9 Stresses inthe x direction on an element of fluid.
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Relacao tensao/taxa deformacao

T —_—
Tyz

Cartesianas
i r?t’x— -
= 2(]” + G — k)(V -
I v, ’
= u 2“@ + Gp — k)(V -
Jv. 2
=l 2+ Gur — KXV -
Eﬁz’v Jdv '—‘
= Tyx =+u _”51—, -@,
Ty = T gy oz |
_()z’x v, |
= 7. = Sosii pe
T +/u~ 7z o)

V)

V)

V)

g Tm

- Top

Tys

.

-

Cilindrico-Polar

du,
2 :
ar

190, )
2(r 20 r)

do.,
2 ~
dz

+pu

-

r — {
_ dr \ 7 r r?()_

’ + G — <)V + V)

+ (:;/.L - k)(V - v)

s (ip —~ kXV +v)

1 90, : dv,
" a0 0z

ao, : dv,
0z ar
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Equacao Constitutiva
para Fluido Newtoniano, forma vetorial

v" Para fluidos Newtonianos e compressiveis o tensor de tensdes tem
um termo acrescido (demonstracdao em

T=--PI - %“v-\h +2uS  ou Tz{P + %“v-\?}x +2uS

~~
TI

1 0 0
v onde I é o tensor identidade 1=|0 1 0
0 0 1

v" Neste curso as aplicacgoes da eq. de N-S serdo para fluidos
Incompressiveis ou compressiveis em baixas velocidades tal que o tensor

de tensoes simplifica para:

T=-PI +2uS
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http://www.fem.unicamp.br/~im250/APOSTILAS E MINI-CURSOS/EQ TRANSPORTE/EQ TRANSPORTE.pdf
http://www.fem.unicamp.br/~im250/APOSTILAS E MINI-CURSOS/EQ TRANSPORTE/EQ TRANSPORTE.pdf
http://www.fem.unicamp.br/~im250/APOSTILAS E MINI-CURSOS/EQ TRANSPORTE/EQ TRANSPORTE.pdf
http://www.fem.unicamp.br/~im250/APOSTILAS E MINI-CURSOS/EQ TRANSPORTE/EQ TRANSPORTE.pdf
http://www.fem.unicamp.br/~im250/APOSTILAS E MINI-CURSOS/INTRODUCAO MECANICA FLUIDOS.pdf

Porque Tensao e Deformacao sao
Linearmente Dependentes?

v Arelacio T=-Pl2u8 ¢éum modelo! Portanto ndo ha razio
alguma que na natureza os fluidos devam seguir este modelo.

v" Entretanto, os gases seguem este modelo;

v" Agua, 6leos em geral e uma grande maioria de liquidos podem ser
bem representados por este modelo;

v" Ha liquidos que nio sdo representados pela relacdo linear. Por
exemplo: tintas, fluidos bioldgicos, emulsdes em geral.

v" Esta classe de fluidos é denominada por fluidos nao-Newtonianos.
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A Rotacao dos Elementos
de Fluido
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Vetor Vorticidade, @ = VxV

Sistema de coordenadas cartesiano: (X,y,z), (u,v,w)

e x| i{a_“_%jp 99 LU
oy o0z 0z OX oX oy

Sistema de coordenadas cilindrico-polar: (r,0,z), (v,u,w)

_ = 0 A o(rv -
v =100 B (B, (120) 20 g

r o0 oz oz or r or r 00

A vorticidade possui papel central no estudo de escoamentos com
auséncia de viscosidade (Euler e Bernoulli, cap. 6).

Escoamentos onde @ € nulo sao chamados de escoamentos
Irrotacionais.
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Relacao entre o e R;
Comparando as definicoes de e R;; constata-se que:

. [ow ov): (Odu oOw): [ov du |-
o o) & o) () : Lo 4 Lo
______________________________ 0 - 20, - 2 Wy
o {22 2]
2\oy ox) 2\az ox — R, = |+30, 0 - 20,
EECIEEE =
Py y g —- 50, + 50, 0
) fw ) - -
|2\ ox o0z) 2\o0y oz |

e

v'Avorticidade m é duas vezes a taxa de rotacdo média do elemento de fluido
v'Avorticidade esta relacionada com a rotacdo do elemento de fluido;

v'As parcelas de o pertencem a um plano ortogonal a ®, por exemplo: o, €
definido por u, v, X e y num plano ortogonal a o, ;

v'O tensor R;; pode ser definido pelo vetor vorticidade como:

1 ou, Ou; 1
Rij:ESijk( 4 JJ:_ESiJk“)k

OX; OX;
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Vorticidade: fenomeno local

Representacao de m, (escoamento Couette plano xy):

7k
! fa— Uo =
o ‘ T 4 P G « Campo de velocidade linear
T | : s . R no plano (xy);
h i - s ] -
L \7 & et « Campo de vorticidade vetor
TR = il constante na direcéo z<0;

Note que na parede a velocidade ¢ zero (ndo deslizamento) mas o
fluido pode ter rotacdo na parede!

O fendmeno de rotacdo ndo é necessariamente associado a uma

caracteristica global do escoamento mas associada ao ponto, ou a
coordenada (X,y).
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Vorticidade: fendomeno local

Exemplo: calcule a vorticidade para os campos de velocidade
conhecidos por: rotacao de corpo rigido e vortice livre

V =0 V =0 Sem componente radial as linhas de corrente
V, =Qr V, =k/r sO podem ser circulos concéntricos
Y ) 79\ N
A 1 ‘VG yZ ’,
4 1a(rV V/ {ZQ corpo rigido “PE ) , N
j/e 0 vortice livre A 9 ey

. Movimento corpo rigido: ndo ha deformacéo, angulo vertices
preservados, e estado rotacao pura;

li. Movimento vortice livre: ndo ha rotacado, angulo vértices nao
preservados e estado de deformacao angular pura.

IMPORTANTE: vorticidade ou rotacdo do elemento € um fendmeno
local. Linhas de corrente com curvatura ndo garantem que o fluido tenha
rotacao!




Circulacao e o Teorema de Stokes

v" A circulagdo I' numa curva fechada C ¢ definida como sendo o
produto escalar do vetor velocidade V no contorno com o elemento
de arco ds tangente a curva:

={V-ds
C

v" O teorema de Stokes demonstra que a circulagcdo expressa o produto
entre a vorticidade média e a drea circunscrita pela curva C.

F={V.ds=§(VxV)dA>T=0A
C A
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Teorema de Stokes: Demonstracao

v A circulacdo I' numa curva
fechada C de dimensodes dx, dy é:

b ;:;%%A\ 2
, AF:udx+(v+a—Vijdy—(u+a—uijdx—vdy
Ay OX 6y
+ QYA
WP -
Ax ov ou
Al' =| — —— |AXAy
OX oY

v AT" ¢é entdo o produto da vorticidade pelo elemento de area dxdy.

v A circulagdo I expressa o produto da vorticidade média na area A
circunscrita pela curva C:

[AT = [o,AxAy = T = 0,A
A
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EXERCICIOS

Vorticidade e Teorema de Stokes



5.65 Um escoamento ¢ representado pelo campo de velocidade
V = 10xi — 10y; + 30k. Determine se o campo € (a) um

possivel escoamento incompressivel e (b) irrotacional.

Dados: vorticidade e equacdo conservacao massa:
. (ow ov): (8u awje OV Ou |n
o=|——-——|[I+]| —— |J+| ——— [k

oy 0z 0z OX oX oy

ou ov 8W_O

V-V="4"4% =
oX oy 0z

Resp.:
(a) Escoamento incompressivel
(b) Escoamento irrotacional



5.68 Considere o campo de ve]ocAidvade para escoamento numa “es-
quina” retangular, V = Axi — Ayj, com A = 0,3 s, com
no Problema-Exemplo 5.8. Avalie a circula¢@o no quadrad
unitario do Problema-Exemplo 5.8. Avalie também a fung

corrente e a vorticidade.

6,
; r=¢v.ds
3 Resp.:
7 (@) Circulagéo I' = 0,
? ) 0 8 10 veja solucédo no Ap. |
Escoamento na vizinhanca de um (b) v = Axy

ponto de estagnacdo 2D (c) Vorticidade nulal
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*5.74 Considere o campo de escoamento representado pela fungiod
corrente iy = Axy + Ay, onde A = 1 s~ !. Mostre que essa fi:
¢ao representa um possivel campo de escoamento incomp
sivel. Avalie a rotagao do escoamento. Trace um gréfico cor

tendo algumas linhas de corrente no meio nlano sunerior.

~ —x+«/x2 +4y,

y= 2

Resp.:

a) Escoamento incompressivel

b) Escoamento rotacional, o = -2

c) Escoamento 2D sobre uma parede com mudanca de inclinacao EMS61 Prof. Eugénio Rosa



3,78 O campo de velocidade perto do nucleo de um furacao pode ser

aproximado por

~

€y

e K
V = —-—q—c',. s
29Tr 29Tr

Trata-se de um campo de escoamento irrotacional? Obtenha a
funcdo de corrente para este escoamento.

\orticidade cilindrico-polar

. A o(rv R
G_[low vy ). (ov, ow)s (10(v) 1ov, |
rod oz oz or r or r 00

Resp.:
ﬁ (a) Escoamento irrotacional
0 (b) w=-q06/(2rn) — k Lnr /(2n)
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Apendice | — Solucao Ex. 5.68
4 \Q

Avalie a circulacao I' no circuito a-b-c-d onde ‘ds’ ¢ o vetor
tangente a curva percorrido no sentido anti-horarioeV éo |
R e AT b

vetor velocidade definido nos segmentos a-b, b-c, c-d e d-a
F= [ V-ds+ [ Veds+ [ Vds+ [ V.S -

b—c c—d

I
2

d—a a—b

12 opcao de solucao -

Substituindo os valores de V e ds:

= j ydy+Ide+dey+dex

Observe os |Im2I'[eS de mtegragao 251 ou 1—> 2 definem o sinal de d

Agrupando os seguimentos {d—aeb —c}e{a —>bec—d}
j( ydy+j ydy} {j(+A)xdx+j(+A)xdx}

2

-

2

Invertendo os limites de integracao
= +IAydy—jAydy+IAxdx —IAxdx =0

1 1 -

’ v ’ continua —»

=0

'

=0



22 opcao de solucdo — Usa definicdo produto escalar. \ \
d

b —>c componente v e ds estao sentido contrarios, logo v.ds<0 | i
a —b componente u e ds estao na mesma direcao, logou.ds>0  —
¢ —d componente u e ds estdo sentido contrarios, logo u.ds <0

Observe que: _ \\
d—a componente v e ds estao na mesma direcéo, logov.ds>0 b

A circulacéo é expressa abaixo pelo modulo |v.ds|; o sinal a frente da integral
corresponde aos produtos escalares definidos acima

C=+ [ [v-ds|+ [ [v-ds|]- [ [v-ds|- [ |v-d§]

d—a a—b b—c c—d

Agrupando os seguimentos {d—aeb —c}e {a—bec—d}
e lmete [y com s iom e
Invertendo os limites de integracao:

2 2 2 2
= —Jl.|—Aydy| +£|—Aydy| + J1.|Axdx| —_!‘|Axdx| =0

=0 =0
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Capitulo 5

Introducao a Analise Diferencial do
Movimento do Fluido

Topicos desta aula:
Equacao de Navier-Stokes;
Exemplos aplicacao
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Cap. 5 - Equacoes de Navier-Stokes

 As equacoes de Navier-Stokes sdo equacoes diferenciais parciais que
descrevem o escoamento de fluidos cuja solucao permite determinar os
campos de velocidade e de pressao num escoamento.

» Estas equacoes foram denominadas apos Claude-Louis Navier (1785-
1836) e George Gabriel Stokes (1819-1903) que desenvolverem um
conjunto de equacoes que descreveriam o movimento dos fluidos tais
como liquidos e gases.

» Estas equacOes estabelecem que mudancas no momento e na
velocidade de uma particula fluida resultam das mudancas na pressao e
na forcas viscosas (similar ao atrito) atuando no fluido.

(extraido wikipedia portugués)

Navier — formulou teoria elasticidade, definiu modulo de elasticidade,
engenheiro civil;

Stokes — matematico, por similaridade com sélidos propoe um estado de
tensao 3D para fluidos.
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Equacoes de Navier-Stokes

As equacoes de Navier Stokes sdo, em ultima analise, uma expressao
da 22 lei de Newton: a variacdo da quantidade de movimento de uma
particula fluido deve-se a acdo das forcas externas aqui consideradas

como forcas de superficies (pressao e atrito) e forcas de campo (forca
peso).

A sequencia de slides transforma os termos da equacao de Quantidade
de Movimento, expressa na forma integral (usada em Volumes de

Controle) para forma diferencial para chegar na equacao Equacao de
Navier Stokes, N-S.
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Equacao Quantidade de Movimento

j oVdV = jT ndA+jpgdv

sistema

22 Lei de Newton dt
(1) (2) (3)

A taxa de variacdo no tempo da quantidade de movimento seguindo

um sistema ¢ 1gual a somatoria das forgas de superficie € de campo
atuando no sistema.

Os proximos passos sao:

1. Termo (1): Usar o T.T.R e escrever a variagcdao da q. mov em
termos do V.C.; expressar a integral de area dos fluxos de q. mov.
em integral de volume (Teorema de Gauss);

11. Termo (2): Expressar a integral de area da tensao em uma integral
de volume (Teorema de Gauss);

111. Termo (3): ja estd na forma de uma integral de volume;
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A variacao de Q. Movimento (Termo 1)

A variacao de Q. Mov. do sistema ¢ expressa em propriedades medidas
do Vol. de Controle usando o Teorema de Transporte de Reynolds ¢ a
regra de Leibniz (veja procedimento na eq. da massa).

j deV— i Ip\7dV+jp\7(\7-ﬂ)dA

sistema

dt

onde V ¢ a velocidade do fluido.

Por simplicidade sera considerado: um escoamento no plano
(x,y) com componentes de velocidade (u,v)
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Representacao Fluxos de Quantidade

— —

J‘V-p-(V-n)-dAj

de Movimento (Termo 1) e T

V.C. e linhas de corrente

Fluxos Q. Mov direcéo x
ju-p-(\7-n)-dA
sc g

(fuw( ﬁyﬁ;l_ﬁr

dm
(s7 W\ (axa2)

_ﬂv Lg mwa [ AUNA%

%uuy&guul&% hykz

Fluxos Q. Mov direcao vy
[v-p-(V-n)-dA

h'd

dm

N £ £ ()bl aakE

l_ﬂfu:%(w)bﬂﬁrﬁ*
|

(pus)byde | —-——,\5 1
(o |Y“.'r') AXA}‘



A variacao de Q. Movimento (rermo 1)

A 1tegral de superficie ¢ transformada numa integral vol. T. Gauss:

direcéo x

[ pu(V-A)-da= |

s.C. A{

direcdo y

[ pv(V-ii)-dA - I{{a(pvu)Ax}AMz +{a(g;/v)Ay}AxAz} _ _\[F(pvu) ; a(pw)}dv

S.C. A

a(pu'u)Ax}AyAz J{a(puv)Ay}AxAz} = i{a(puu) + a(puv)}dv

OX
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A variacao de Q. Movimento (termo 1)

Abrindo os termos das derivadas

pu_opuu_ cpw _ o(p)()  (pu)(u) o(pv)(u)

X =
2 ot OX oy ot OX oy
> ou ou ou op Opu  Opv Du
= p—+pU—+pv— |+ U + + =p—
= ot OX oy ot oX oy Dt
Eq. m;;sazo

opv , dpvu  dpwv _ O(p)(v) a(pu)(v) a(pv)(V) _
A ot ox oy ot OX oy
O oV oV oV op Opu  dpv Dv
= p—+pU—+pvV— [+ V + + =p—
= ot OX oy ot ox oy Dt

A )
'

Eq. massa=0

Retornando ao d I pVdV = J‘ pyd‘v
tel'mO de Q. MOV: dt sistema V.C Dt

A taxa de Q. Mov do sistema ¢ 1gual a integral do produto da massa
com a aceleracao seguindo as particulas dentro do V. C. e



Forcas de Superficie agindo numa
particula de fluido (termo 2)

v" As forcas de superficie sdo a pressao (isotropica age somente
normal as faces) e as tensdes de origem viscosa devido a
deformacao do fluido (o tensor desvio de tensdes):

IlJ I’J I’J
3
T ol
yr Gy
] ".+T_‘L' ;_
| LY
I /'51 dz 2
_ "l'”-.rﬁ !.q. -
wo gy 2 [ My o
xx (LA
- —- I —t1»a +W_
i x 2
:fj e e
ff'f / )
a
T -
)

7

. , , ; . EM561 Prof. Eugénio Rosa
Fig.5.9 Stresses in the x direction on an element of fluid.



Representacao Tensoes (Termo 2)
[T-AdA =—[P-fidA + [T -fidA

V.C. e linhas de corrente

Pressao dlregoes Xe y
P+ gl 0‘) “/j -

P (8yd=) 34_(»)4- 2P &) Aybe

‘x\ -
|

S

Tensao viscosa direcao X

(T + %‘R& 1\7) AxAz

Tuxleybe) | s

o A

Tyy (DxAY)

| Txx“‘g‘xxfﬁ) VEATS

Tensao viscosa direcao y

(TW+ ff’\/ ‘YV""/} Ax i)

A
Txy \by&) | K (T”Y 4%;&,7 A%) (ATA%

i
S

Ty (&xAz)



Forcas de Superficie: T. Gauss (Termo 2)

v" As forcas de superficie sao:

[T -AdA =—[P-AdA + [7-AdA k.
S S S < /)l____?_,,,
v A aplicacdo do Teorema de Gauss:
_ _ B O ,\_
) [ 2
X
[T-fidA = | Ca dv + | Y v
: ARG ot ot -
__J v Xy 4 yy J
| Oy | ox oy )|

v" Na forma de operadores diferenciais estes termos sao representados
por:

j’T.ﬁdAz—IVP-dV+IV-t-dV
S v v
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Montando Q. Mov por integrais de volume

v A 2°lei de Newton, % j pVdY = _[T -ndA +jp§dv
sistema
v A 2% lei de Newton, apos aplicac¢do do DV R
T.T. R. e T. Gauss passa a ser: -[ pEJFVP_V'T_pg A=t

v" Para que a equacdo integral seja sempre satisfeita € necessario que o
seu integrando seja nulo, ou seja:
DV

— =-VP+V-1+pg
P Dt P9

v A equacgdo acima ¢ a 2% lei de Newton para um balanco de forcas
num elemento de fluido (material que se deforma continuamente).
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Eq. da quantidade de movimento do fluido ou
22 lel de Newton em termos da tensao 3D

pD—\7=—VP+V-r+p§
Dt
p(é;;x + Z-’x% + v, (;Zyx + v, (;z;) _ _% + _gx— st ﬁd_}/ Ty T ;98—2 szd + pg.
p(a;;y + v, 8;;"’ + v, (;Zy" + v, %) = —j—; + _% Tey + 5&5 Ty + j—z sz: + pg,

v A equacgdo acima descreve com precisdo o balanco de for¢as para um
fluido compressivel entretanto ela € inutil.

v" E necessario definir uma dependéncia de T com o campo de
velocidades para que se possa tentar resolvé-la.

v" Surge a necessidade de definir uma equacio constitutiva para o
fluido que 1ré relacionar T com o campo de velocidades!



Eqg. constitutiva fluido Newtoniano e Incompressivel

v" Para um fluido incompressivel (V.V=0) Newtoniano (tensao
linearmente proporcional a taxa de deformacao) o tensor de tensoes do
fluido € dado por uma componente da pressao hidrostatica e outra
linearmente proporcional a taxa de deformacgao:

T=-PIH2uS
I ou ou ov)
*ax Moy
T T
—PI:—{S g}e 1=2u8 —){XX yx} = Y
Yy Tty o _ v o M
oX oy oy

v" Devido a escolha da equacgdo constitutiva, a Eq. Q. Movimento esta
restrita para escoamentos incompressivel.
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Aplicacao eq. constitutivaem V.te V.V =0

v O V.1 é um vetor, por simplicidade vamos considerar sua componente x

0
_|_
oy

ou ov
— _|_ S
oy OX n

|

g

0 au+ 9, au+ 0 OV
OX OX 0Oy oy 0y OX

onstante

:u[z

0

oV

| |

gy

e +
ox> oy’ OX

+
Mc’ﬂx

|

oy

V-V=0

v As componentes de V.t em termos da velocidade passam a ser:

aﬁcxx aT)/X
+ =U
OX oy
ot ot
SIE u
OX oy

o°u  o°u
ox° oy’
82v_+82v
ox* oy’

_OPs < 2
JS.T-ﬁdAzi 2§AdV+£
| oy

N\

>—)V°’E=MV2\7
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Equacao de Navier-Stokes 3D

A eq. Q. Movimento p/ um fluido incompressivel c/ viscosidade constante ¢ a
‘versao’ mais simples da equacao de N-S e sera a usada neste curso.

oD op 5T [ o[ 15

Dt m s.m

v" Por se tratar de Q. Mov. ela possui 3 componentes, uma para cada dire¢io:

Jdut o it N }Bu . dut ap . 92y f 2, 3%
= P— U0— o s JE— - .
ot oxX E)\ a,\ = P8x ox K a'\- a.‘_ a:_

au Jv  dv v ) op  (9*v 9*v 9%
—tUu—+0—+Ww—|=pgy ——tp|l =t +
Jd  dx 9y Jz dy ~\ox° dy- 9dz°

o ox Jy Jz 9z \E).x'z N> 9z

[ aVl au aH aM ) aj) 821,1_? asz az'ﬂ-" ]
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Equacoes da Massa, Quantidade
de Movimento e Navier-Stokes

Para soluc¢ao dos campos de pressao e de velocidades num
escoamento 1sotérmico € incompressivel € necessario a solucao
simultanea da equacao da massa e da Eq. N-S.

O Apéndice I mostra, na forma de tabelas, as equagoes em
coordenadas cartesianas e cilindrico-polar:

1. Eq. Massa

2. Relacoes Tensao x Deformacao

3. Eq. Quantidade de Movimento em termos de t

4. Eq. Navier-Stokes

Elas foram extraidas do livro ‘Fendmenos de Transporte’ Bird,
Stewart and Lightfoot LTC (2002).
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Dados: Escoamento viscométrico laminar de um liquido no espago anular entre dois cilindros verticais concéntnces. O

cilindro mnterno € estacionario e o externo gira com velocidade constante.

[eterminar:

(a) As equacoes da contimndade e de Navier-5Stokes simphificadas para modelar este
campo de escoamento.

(b) O perfil de velocidades na folga anular.

(c) A distmbuigio de tensdes de cisalhamento na folga anular.

(d) A tensdo de cisalhamento na superficie de cilindro intemo.

(e) Comparagdo com uma aproximacao ~planar” para tensao de cisalhamento constante
na folga estreita enire os cilindros.

(£} A razio enfre os ralos dos cilindros para a qual a aproximacao planar prediz a tensao
de cisalhamento com mcerteza maxima de 1% relacdo ao valor cormreto.
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Hipoteses para 0 escoamento

Escoamento incompressivel e p € 1 constantes; ‘*’/ 7~ |
Regime permanente, vel. do cilindro externo ¢ constante. ’\,
Linhas de corrente concéntricas, v, = f(1)
Velocidade radial, v, =0

Escoamento axi-simétrico; 0v,y/00 = 0; )
Nao ha escoamento direcio axial, v,=0ouodv,/0z = 0; 4

F 5

v 4

—R

N A

N
\
\
|
/ J 2
-" /
/
/
o-K_’_'_______
/
pd

/
\ X
ﬂ)<'\ .
’ \ AN
\\
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~

Aplicando as hipoteses, as eqs. da massa € de N-S reduzem para;

ap_/ 1 ¢ / 1007 J

+ — — (pr + = A4 (pv,) + — (p1Y) =

Ly 107 (pr7, A0 (pv,) 9z (V{
0 0 0 0
Jdu 0V, | Vg Oy 0, s ap d (14 /j 1 I, d-/?/ 2 9%

A S e ' o R | e ot i =i\ 17 : Z,
ittt % +1 ) ;{ 7 37 ¢ ) Y7 /Z . O{

7 3 ] /. . ) + 0L, } : " l . L Ve (

a2 L : WA '
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Solucao st

Aplicando as hipoteses, a eq. N-S reduz para: /%\L}QP .
Eq. Massa — e sempre satisfeitasevy,=f(r)ev,=v,=0 :
Eq. Q.Mov (1) — p? - Z—Fr) P radial € dada pela F. Centrifuga " ‘f,i'
Eg. Q.Mov (0) — g(%g(rve)j =0 como Vv, depende de ‘r’ | |

oP - .
Eg. Q.Mov (z) > —pg—§=0 em z, P. é hidrostatica!

Célculo do perfil de v:

C
ﬁ(lﬁ(rve)jzg N ve(r):C1%+—2 onde :

or\ ror r C2=—(DR12 [1—(R1/R2)2:|
Calculo do perfil de v, (aproximacao planar, EM461)
oR,

B y R,<y<R,
N N e N TS DA
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Solucao

vy forma adimensional :

Ve(r) r/Rl_ﬁ

anular = = ;
oR, 1—(R1/R2)
vV, (r R

planar = e(): 2-(yj;OSySAR
oR, R; (AR

Exemplo numérico

P 1000 kg/m’

v | 1,00E-06 m?/s
Rl 0,1 m
R2 1 M

Q 6,28 rad/s
RPM 60 ---
AR 09 M

Vg (M/s)
Lo T e o e i 1 I o |

Outer cylinder
Rotating with Q,

—Ol—a Llllar )
=== lanar

e

ol d

A
.;5

i
2 3 4 6 7 9 10 11



v" Calculo da vazdo volumétrica ¢ dado por:

Comparacao Q anular x planar

o RZ| (1+ 8)2

R, anular —» Q = L 2¢%. AR

Q= jve(r)dr . 2 i 8(2+8) Onde eE=—

g o-R2 - R,

planar - Q = ; e(1+ 8):|
. . . Qanu ar Q anar 1+e
v" O erro relativo é definido por: Erro(%) = 'Q == 2'((2 +8))

anular

(Qa - Qp)oa

Erro (%0)

100,0%

10,0%

1,0%

0,1%

/ 11.

/

0,01

0,1 1 10 100
AR/R1

111.

O erro relativo diminui a medida
que AR/R, aproxima-se de zero!

Ou seja, a aproximagao planar ¢
boa quando AR <<R;.

A medida que AR/R; cresce, 0
erro aproxima-se assintoticamente
de 50% .
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Perguntas:

v" Afirmacio: a solugido adimensional é a mesma para (R, R,) de (0,01; 0,02)
m e para (1;2) m. 1
vy (F) _ r/Rl Ry

(DRl 1_(R1/R2)2

v, (T
planar = 9():R2(y]
oR, R, \AR

anular =

v" Porém, o perfil de velocidades acima ¢é fisicamente correto somente para o 1°
par, porque?

Dica: vamos lembrar as premissas consideradas para chegar na solugdo de v,.

. : |
Escoamento incompressivel e p e p constantes; VRN
Regime permanente, vel. do cilindro externo ¢ constante. KL [~/

Linhas de corrente concéntricas, v, = (1)
Velocidade radial, v, =0

Escoamento axi-simétrico; 0vy/00 = 0; 1 |
N3o ha escoamento dire¢ao axial, v,=0ou 0 v,/0z = 0; N

N
-

SANAIE R —

EM561 Prof. Eugénio Rosa



Resposta

Os termos advectivos sdo ndo-lineares (o =5+ o5 o) mGE G ] o
e capazes de amplificar pequenas L S Lo .

perturbagdes no escamento. Isto cria el s SREE e '
instabilidades no escoamento.

F P8y

v Para este tipo de escoamento o inicio das instabilidades ocorre para Ta >
1700 sendo que Ta = Q’R,(R,-R,)*/V2.

v'As instabilidades introduzem dependéncia do tempo € criam um campo de
velocidades tri-dimensional. Este fenomeno ¢ conhecido como instabilidade de
Taylor-Couette.

(=
1 1°-0°,10”
L { ‘ veja filme you tube [RPEINIROISHE
|| - 3°-0°46”
-~ ™~
-“\...__-__:_____..—-’ M

v O aumento da velocidade ira conduzir eventualmente a um regime
completamente turbulento. Este exemplo ilustra o quao desafiador € ao
mesmo tempo bonito o estudo nesta area!
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https://www.youtube.com/watch?v=BNiocOsgxW8
https://www.youtube.com/watch?v=BNiocOsgxW8
https://www.youtube.com/watch?v=BNiocOsgxW8
https://www.youtube.com/watch?v=BNiocOsgxW8

Comentarios |

v No exemplo dado, o par para (R, R,) de (0,01; 0,02)m resulta em Ta = 628
enquanto que para (1;2)m resulta em Ta = 6283185.

v" Para o primeiro par a solucdo analitica bate coincide com o resultado fisico.

v" Porém, a solucao analitica do 2° par diverge perfil de velocidades real
porque as hipoteses utilizadas estao incorretas!

v" O surgimento de instabilidades, ou mesmo turbuléncia, faz com que o
escoamento passe a ser transiente e tri-dimensional! Nao ha solu¢ao analitica
para este tipo de escoamento, somente através de métodos numericos e

modelagem.

v'A Eq. de N-S esta correta! Ela aplica para regime laminar e turbulento.
Porém devido ao carater transiente e tridimensional da turbuléncia nao ¢
possivel obter solucao analitica para N-S.

v'O regime laminar oferece mais oportunidades de simplificar as equagao de
N-S e obter uma solucao analitica.
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Escoamento Livre num Plano
Inclinado

www.waterhistory.org
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('S)

Hipoteses para o escoamento
y gl>g.sen(oc)

liq

Regime permanente, 6/0t = 0.
Escoamento desenvolvido; vel. ndo varia na X
direcao x, ov,/0x = 0;

Nao direcao z, v, =0 e 0/0z = 0;

p € U constantes; incompressivel;

0

d d d d
4 — ).) + — 71 - — ) =
/(7;/ c’/x(c") d’y(p‘!/) d’z( )50
0

T P8«
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Hipoteses para o escoamento

Aplicando as hipoteses, as eqs. da massa e de N-S ‘
reduzem para; y ng.sen(a)
lig

Eq. Massa — 6_v:0
oy

Eq. Q.Mov (x) > p-g-sen(0)+pu—; =0

I
o

Eg. Q.Mov (y) = -p-g-cos(e)—g—y

Veja no apéndice II uma deducao da Eq. Q. Mov (x) partindo de um V.C.
infinitezimal.

v" Da eq. da massa sai que v =0 em todo o dominio;
v Daeq. Q. Mov. y sai o gradiente de pressao na direcdo y;
v" O perfil de velocidades sai da solucdo da equacao Q. Mov. na dire¢ao x
d’u
“W =—p-g-sen(a)

EM561 Prof. Eugénio Rosa



Condicoes de Contorno

f Dg.sen(oc)

lig

Condicoes de contorno:

1. u(y =0) =0 nao deslizamento;

2. Na interface liquido/ar ha uma
igualdade de tensdes:

A du
=, —
] dy

du

K dy

A

Como p, <<, entdo podemos aproximar
para o lado do liquido, na interface ( y = 0)
que du/dy =0 (2% c.c.)

{jﬁ;gﬁL = tA = 0.02 = [du/dy], =0
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Filme de Liquido num
Plano Inclinado

1. Perfil de velocidades

2. Velocidade maxima y=98 —
3.  Velocidade média oo }ju (y)dy = pgsen (o) 8 >u__ = gU
a 0
sen
4. Vazdo por unidade de Q=U-8= & Bp(a) &’

largura (m3/s/m)

Regime Turbulento Re = uo > 400

V EM561 Prof. Eugénio Rosa



Estimativa vazao 950
volumetrica num
plano incilinado

Dados Resultados

Inclinacao: o = 0,1 grau (0,0017453 Velocidade média: U = 0,326 m/s
rad) ou queda de 1,74 cm para Vazio: Q = 9,8 Litros/min
cada 10 metros! Re: 326 (laminar) e Re <400

Largura canal: 0,5 m

Altura do filme : 6 =1 mm (0,001 m)
Densidade: p = 1000 kg/m?
Viscosidade: pn =0,001 N.s/m?

Nota: Escoamento nos aquedutos Romanos ocorrem em regime turbulento.
A transicao laminar/turbulento ocorre para Re maiores que Re = 400.
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Apéendice |

Equacao da massa, da quantidade de
movimento € equagdes constitutivas no
sistema cartesiano ¢ cilindrico polar na

forma de tabelas

Informacoes adicionais acesse o link:
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http://www.fem.unicamp.br/~im250/SITE IM250/AULAS/Aula-5 & 6-EQ. DIFERENCIAL/Tabela Eq NS.pdf
http://www.fem.unicamp.br/~im250/SITE IM250/AULAS/Aula-5 & 6-EQ. DIFERENCIAL/Tabela Eq NS.pdf
http://www.fem.unicamp.br/~im250/SITE IM250/AULAS/Aula-5 & 6-EQ. DIFERENCIAL/Tabela Eq NS.pdf
http://www.fem.unicamp.br/~im250/SITE IM250/AULAS/Aula-5 & 6-EQ. DIFERENCIAL/Tabela Eq NS.pdf
http://www.fem.unicamp.br/~im250/SITE IM250/AULAS/Aula-5 & 6-EQ. DIFERENCIAL/Tabela Eq NS.pdf
http://www.fem.unicamp.br/~im250/SITE IM250/AULAS/Aula-5 & 6-EQ. DIFERENCIAL/Tabela Eq NS.pdf

Equacao da Massa —+V-V=0

ot
Coordenadas Cartesianas

ap . 4
R ) ) + L (pv,) =
ot T ax P +au Nt (p‘)

Coordenadas Cilindrico-Polar

1 4 d
Sl ) afe e O YR O Y
r(przr) 7 20 (pv,) g (pv,) =0



—

Eq. Q Movimento py =—-VP+V-1+pg
Dt

Coordenadas Cartesianas _ )

p(%%x vx% + vy% + vz%%x) = —%—F _%Tu 07 ;—yfryx P E%sz_ + pg.

p(%+j_+%+j_) - T ai,”%g o,

p(—dj—; + Ux%% vy% vz%) = —%"l‘ _%sz =+ O%Tyz +%7’zz} § PS
Coordenadas Cilindrico-Polar
o Zew0 s 20y ) Ty [}%(W) 12, .2 ] -
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Relacao tensao/taxa deformacao

T —_—
Tyz

Cartesianas
i r?t’x— -
= 2(]” + G — k)(V -
I v, ’
= u 2“@ + Gp — k)(V -
Jv. 2
=l 2+ Gur — KXV -
Eﬁz’v Jdv '—‘
= Tyx =+u _”51—, -@,
Ty = T gy oz |
_()z’x v, |
= 7. = Sosii pe
T +/u~ 7z o)

V)

V)

V)

g Tm

- Top

Tys

.

-

Cilindrico-Polar

du,
2 :
ar

190, )
2(r 20 r)

do.,
2 ~
dz

+pu

-

r — {
_ dr \ 7 r r?()_

’ + G — <)V + V)

+ (:;/.L - k)(V - v)

s (ip —~ kXV +v)

1 90, : dv,
" a0 0z

ao, : dv,
0z ar
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Eqg. N-S, fluido Newtonianoepe py .
P p— =—-VP+uVV+pg
KU constantes, (versdo usada no curso) Dt

Coordenadas Cartesianas

Coordenadas Cilindrico-Polar
(5o ¥5gen=3) - Bodglaom) 3500 350 e
({;;H,i;+;e§;+zg;e+v:):- o] 2 (1 0w) s 100 T 22

1
r
dv, dv, = Uy dY, Jv, ap
— —+—Z—+v,—|=
p(ﬁt“a "7 30 Zwaz) oz




Apeéendice |l

Pode-se chegar a forma da equacgao diferencial da quantidade
de movimento na direcao X,
d’u
“W =—p-g-sen(a)

partindo de um balanco de for¢as de um V.C. infinitezimal .

E instrutivo ao aluno checar estes passos pois dara seguranca
no uso das equacgoes de N-S. Os proximos slides mostram a deducao

EM561 Prof. Eugénio Rosa



Balanco Integral de Forcas num V.C. :
para filme de liguido escoando num plano inclinado

[ + a7y, Ay}Ax
T P
S.C. 4
—
W
PN
Ty AX

p.gsen(a).(AX.Ay.1)

v" Em termos do balanco de forcas no volume de controle infinitezimal
também se chega a:

dt

yX

+pgSeno, =0

v" A forca peso € equilibrada pela resisténcia causada pela tensao de
cisalhamento.
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Filme de Liquido
v" Substituindo a tensdo pela equacio constitutiva em termos da velocidade,

chegamos a E.D.O. do balan¢o de q. movimento para o filme de liquido
inclinado:

—dr +pgS 0— —d2 = — ()
eno = = —pgsen (o
dy PY H dy? PY

Condicoes de contorno:

1. u(y=0)=0nao deslizamento

2. du/dy(y=d) = 0 na interface
liquido/ar a tensao de
cisalhamento com o ar € muito
pequena dai que du/dy =0. Note
que na interface:

[du/dy].

_HBa
auay] ~0.02 = [du/dy] =
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