Aula 14

Escoamento potencial (irrotacional):
regime permanente,
e incompressivel



Definicao de Fluido Ideal

Um fluido ideal ¢ incompressivel ¢ irrotacional. Apesar
que escoamentos reals nao sao irrotacionais, ha situagdoes que em
uma regido do escoamento a viscosidade, e os efeitos de
compressibilidade sdo despreziveis. Nesta regido pode-se aplicar a
teoria do fluido ideal para uma estimativa das caracteristicas do
escoamento.

Por exemplo, a teorita do fluido 1deal se aplica no
escoamento externo a camada limite. Neste caso os efeitos viscosos
(escoamento rotacional) ficam presentes somente na camada limite.

O assunto desta aula sera o escoamento de um fluido ideal.
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Potencial ¢ de Velocidades

v" O fato do escoamento ser irrotacional permite gue ele seja expresso
por meio de uma funcéo escalar ¢ tal que o gradiente de ¢ é gera o
campo de velocidades: v =V

v" O sentido positivo de V ocorre o0~ 00~ .
—1; —] (cartesiano)

para valores de ¢ crescentes, oX oy
l.e.,se ¢ crescev > 0. 0. 065

or

<!
Il

<!
I

(polar)

v : ~
Para cqn_servar a massa e vV = V.(V <|>) — V2% =0

necessario que o Laplaciano ¢ =0

v Se V vem de uma funcéo .

potencial ¢ entdo @ =0 ©=VxV=Vx(Vg)=0
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Escoamento incompressivel, fluido
Newtoniano com p constante

v" A equacdo de transporte de quantidade de movimento:

v - L
p%—t+pv-(W)=—VP+uV2V+pg

v" Aplicando as identidades:

—_ —

oV - (W)= pv(V2/2)- pV x &

0
\uV2\7=uV<V-\7’—qu6)=—qu6)

v Vamos encontrar que:

V V2 . )
p6_+ VIip—+p9z+p =p(V><oo)—quoo
ot g;'; 2

IM250 Prof. Eugénio Rosa



Escoamento incompressivel, fluido
Newtoniano com p constante

v" O lado direito da equacgdo so6 depende da vorticidade,

6t -

gra

V V2 - )
p6_+ le7+pgz+p}=p(cho)—qum

v" Se 0 escoamento vier de uma func¢ao potencial ele € irrotacional, a
equacao de quantidade de movimento reduz para:

Y V2
p6_+ VIip—+pgz+p|=0
ot g;'; 2

1.  Escoamento irrotacional faz com que 2uVS = 0 seja nulo apesar do fluido
possuir viscosidade, mas a tensdo viscosa ndo é nula, T = 2uS#0.

2. Consequéncia: numa interface lig-lig ou gas-liq é importante considerar o
valor da tensdo para fechar o balanco forcas na interface.Veja introducao
ao Viscous Potential Flow no Apendice V.
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Equacao Quant. Mov. —» Bernoulli

v" Se 0 escoamento ¢€ irrotacional, incompressivel, e u =0 a eq. Q. Mov.
e simplificada e expressa em funcéo do potencial ¢

T 4 V!io—+paz+Dp =0 — \Y + +pgz+p =0

v" Integrando entre quaisquer dois pontos do escoamento encontra-se:

2

op |V
—+p——+pgz+p=C
Pat Y 5 pYZ + P

onde C é uma constante a ser determinada.
v O campo de velocidades vem da solucéo da funcéo potencial.
v O campo de pressao é determinado por Bernoulli:

2
\%
p=C—p%+p@+pgz

v Isto é, as egs. Massa e Q. Mov. sdo satisfeitas porém estéo
desacopladas. Primeiro resolve ¢ depois encontra-se P.
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A funcao corrente e o Laplaciano de y

v" Para escoamentos 2D e axi-simétricos a vorticidade se reduz a apenas
uma componente, para um caso 2D grade cartesiana:

S _ _ou_ov_ofoy _a(_a\p)
% oy ox oyloy ) ox\ o ox

®5 :V2\|/

v Entdo para um escoamento 2D e irrotacional (w=0) a funcéo corrente
e determinada satisfazendo a equacao de Laplace:

V2\|J=O

v" A funcéo corrente y satisfaz a massa e o campo de velocidades de y é
irrotacional tal qual a funcao potencial ¢.

IM250 Prof. Eugénio Rosa



‘The Nice Pair’: V2p=0e Vay =0

v" Note que ¢ e y sdo solucbes de Laplace que representam um
escoamento incompressivel, 2D, irrotacional e que satisfaz a massa!

v O campo de velocidades em coordenadas cartesiana ou polar é

definido por:
oX oYy or roo
yO_ v, oy
oy OX roo or

v As equacdes acima sao conhecidas por relacdes de Cauchy-Riemann.

v" Existe uma relacdo entre ¢ e y? As linhas de ¢ e y constante tem
uma relacdo em comum e um significado especial!
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Angulo entre as linhas de ¢ e y constante

v" As variacOes de ¢ e ¥ podem ser expressas por: do=0

d¢=%dx+@dyzv¢-df

oy
by
Vq)-V\p:(ui + vj)-(—vi + uj)zo
oN
d\p:a—wdx+—wdysz-df
X oy dy=0

v O angulo que as linhas de ¢ e ¥ constantes fazem entre si é
determinado pelo angulo que os vetores normais a estas curvas (0s
gradientes) fazem entre si.

v Como o produto escalar é nulo entdo as curvas ¢ e ¥ constantes sao
ortogonais entre si .
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Angulo entre as linhas de ¢ e y constante

1. Aslinhas de ¢ e W constantes
formam uma grade ortogonal.

2. Se ¢ for encontrado primeiro c
pode ser determinado ou vice-
versal

3. Osconjuntos de linhas ¢ e ¥
sdo solucoes da equacéo de
Laplace.

 Nas linhas de ¥ constante ndo ha velocidade normal a elas pela
propria definicdo de funcdo corrente, (sempre tangente ao vetor
velocidade).

- Portanto, ¥ constante representa uma linha de corrente e tambéem
pode representar a fronteira de uma superficie sélida pois nela néao
ha velocidade normal.
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Cauchy Riemann

EQ. massa

_ 3 _ oy o _ oy V-V= 2— N _p (cartesiano)
S ox oy " or oo %
_%__ v V6:a¢:_a\p V-Vzl(ar'vfj 1V, =0 (polar)
oy  OX roo or r\ or r o0
Laplaciano ¢ Laplaciano vy
02 02 i 2 2
Vip= <|2> + dz) =0 (cartesiano) Viy = oV OV _g (cartesiano)
ox* oy’
o), 1% 10( 0 10°
V? — +5=—==0 olar AP A Il A L
o= rar( 8rj 7 57 (polar) V\p_rar(r arj+r2 " (polar)
Ortogonalidade do=0
% %
dp=—d dy = V- dr v
¢ PW X+ oy y=ve:
d
dwzz—\)‘:dx—a—wdyEV\u-dT (I)

Vd).Vw:(—uT—v] )-(—vT+u]) 0
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Propriedades da equacao de Laplace
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Propriedades eg. Laplace, V?%$ - contorno

A equacao de Laplace é uma equacao eliptica e requer informacéao
em todo contorno do dominio.

V=dof dy:g<dcl>/dn:0
Escoamento U =dé/dx i k .

Interno e — jl U, =dd/dx
[—’XV:d(I)/dy:O

V=-d¢/dy=0 p/ y->0

n _QO angle of attack

Escoamento
1 externo

_dd/dx

|

V=-d¢/dy=0 p/ y->eo
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Propriedades eq. Laplace, V?%¢ - tempo

v'O tempo ndo entra na equagao de Laplace. Isto significa que qualquer
variacdo em t que surge no contorno tambéem aparece no interior do
campo No mesmo instante.

v" Por exemplo, considere uma solucéo de Laplace:

o(r,t)=K-Ln(r)-f(t)
v'Verifique que ela sempre satisfaz o Laplaciano independente de f(t):
2o 10 00), L% _
Vo= r ar(r 8rj+ 2 602 0 (polar)
v ¢ varia instantaneamente em todo campo devido a f(t). A eg. de
Laplace propaga uma perturbacao no contorno com velocidade infinita.

v'Esta velocidade néo é fisicamente consistente para fendmenos
transientes que propaga com velocidade finita!

v'Esta incompatibilidade resulta da hipdtese de incompressivel, p = ct.
Veja exercicio n®.1 da LE#4.
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Propriedades eg. Laplace, V%$ - max ou min

v O maximo ou 0 minimo de ¢ acontece no contorno.

v" Se no contorno ¢ = constante ndo ha maximo nem minimo, entéo a
solucdo é ¢ = constante. Por exemplo, se ¢ = 1 em todo o contorno,
entdo no interior do dominio também sera ¢ = 1

=1

=1
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Propriedades eg. Laplace, V2% - superposicao
A eq. de Laplace € linear e o principio da superposicéo é valido:

‘A soma de solu¢oes individuais juntamente com a soma das
condi¢oes de contorno tambeém serao solu¢des de Laplace.’

ou
‘¢ e y satisfazem as equacdes V2 = 0 e V4y = 0 junto com

a soma das condicdes de contorno associadas a ¢ e vy

também satisfazem a equacao de Laplace.’
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Considere: 6=1

(i) Dominio com lados iguais onde ¢ = 1 nas quatro faces. A
solugao € ¢ =1 em todo o dominio! Principio max-min.  ¢=1 =1
(ii) O principio da superposico possibilita representar a o=1
solucéo de (i) como quatro do problemas como indicado
abaixo:
(I):O =0 (I):O (I):].
—i —i
il I 7+ 1.8 |i=1 |
$=0 o=1 ¢=0 ¢=1

O lado direito da igualdade sabemos que no centro do dominio ¢ = 1, principios
da superposic¢ao e do valor maximo ou minimo no contorno.

Responda rapido !

Pede-se o valor de ¢ no centro do dominio para cada um dos dominios no
lado esquerdo da igualdade.
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Solucoes elementares da
equacao de Laplace
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Algumas solucoes simples de Laplace

Os proximos dois slides apresentam solugoes elementares
de Laplace que nao requerem informacao do contorno!

1. Sera associado a estas solugdes elementares um campo
de velocidades;

2. Sera explorado o principio da superposi¢ao para se
obter solucoes de campos de velocidades mais
complexos.
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Escoamentos Elementares

T S Escoamento Uniforme (sentido positivo de x)
e —
U ) U W=
it S —_— 3
X v = O d) = +U.x . w. = CZ
—p. —— y | I W= gl
e B I' =0 em qualquer curva fechada L Xl i : .
T =
v-g
]| | — W =-C
4 Escoamento de Fonte (a partir da origem) W=cg
® T ” A, — ig v=e 77| A2
N / i fv\ A N
oz g fo XK bk
L &% Vo =0 ¢ =4+-—Inr -’ RN VN
e =t — 27 Y =4y 4 ___//x — EW:O
»/ \ A origem € ponto singular \ \ AN
i g € a vazdo volumétrica por unidade de profundidade N e \’ /,f
¥ b I' = 0 em qualquer curva fechada K '
" LR B S Pl
! YW= cg
¥ Escoamento de sumidouro (em direcfio da origem) v=- e
% ¥ q w=-cy o7 | T
V, = —— = — _3
\ " 2mr v 2m /
J "
\ 0 N / R
- I‘é ~ Vo =0 ¢ =" Inr
: ¥V =-Ca ¥
A x A origem é ponto singular \.\ / g
N g & a vazdo volumétrica por unidade de profundidade %
I' = 0 em qualquer curva fechada Wo=-c5 N =

Veja Apéndice | — o potencial complexo v-re
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Escoamentos Elementares

ol

Vortice Irrotacional (sentido de rotacao ¢ =-kp
anti-horario, centro na origem) P
- w 2 o i
s ¢ -k P /,/ i \¢ —— k1
w K % /,M—JFR ¢
NN =0 b= —gglnr VA TN
¢ £Y " -
; N TN =-
/ / b ~ X v MR

- / J’t&f T? o4 V=§§~—~r ¢=+%9 [ // "Em,_w__:;%\i
. 7

¢=-ky | Hf*k%fi*}l\ E 2 A m;lwmmim Pt
\ /ﬁ A origem € ponto singular ‘ \ \ \\/ N/ ) ]
\ . P K é a intensidade do vértice \ \\_/ - | \/ / /
— - . \ e T8 X/
N _ I' = K em qualquer curva fechada LN )/
% e x englobando a origem \ o E N S
I = 0 em qualquer curva fechada \/\ I Lo /“\/
- ndo englobando a origem $=-k __ { - ¢=-k
MM“"—\&WL. MMMMMMM
}
¢ =-kg
p s Dipolo (centro na origem)
¥
A A
/;f V= ——20036 Y =- send
}i e r r
\ N\,
A Acos@
, / Vo = ——send O =4+ °
y r r
e Gx -«
: \ A origem é ponto singular
/ =20 / A € a intensidade do dipolo
_ % I' = 0 em qualquer curva fechada
g \ —
\ A
.

Fonte + Sorvedouro dist. -> 0
Sentido eixo: F-> S

Veja Apéndice | — o potencial complexo



Fonte/Sorvedouro e Vortice 2D

Os potenciais e as funcdes correntes apresentados geram campos bi-
dimensionais.

Representacao fisica de fontes ou vortices distribuidos em coordenadas
cilindrico-polar ao longo do eixo z de -0 a + co gerando campos no
plano (r, 6) identicos, como sugerido na figura.

(a) Distribuicdo continua de (b) Distribuicdo continua de
fontes ao longo de z vortices ao longo de z

v
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Fonte/Sorvedouro na origem

v" Fonte e sorvedouro possuem vec S g,
descontinuidade de vel. na origem. | o b
~ ' I Y/ ¢ =-ky |
v" Na fonte ou no sorvedouro a vazdo q (m?/s) — v-ei— ke v-o
que cruza qualquer equi-potencial & sempre K
a mesma. - P .

v" Sendo o fluido incompressivel, a
conservacgdo da massa mostra que o produto

tem que ser constante:

Vr_(zfc.r):(ij.(znr):q

2mr

v" A vazdo g é constante mesmo quando r—0 mas v, —co.

v" Portanto, o produto de v, pela area quando r—0 possui um valor
definido apesar que individualmente v, —o0 e area —0
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Vortice livre ou irrotacional

v O teorema de Kelvin (aula #6) estabelece que a circulacdo, I', é constante
na auséncia de viscosidade e densidade constante

br_, gf‘jf)(izj(VprP) -AdA + <ﬁ>vV263- NdA =0=T = constante
Dt s\p S
v Acirculacdo I' em ‘Cc’ que envolve a area S da integral dupla resulta em:

=dbo-ndA=0¢dV-di= (Lj(rda)zrzconstante

v" A circulacédo I'" do vortice é constante, mesmo quando r—0 e v, —>o. ,
pode-se dizer que vorticidade esta concentrada somente em r—0.
Propriedade similar a fonte-sorvedouro.

v" Se o caminho ‘C’ ndo passa pela singularidade, I" = 0 e se 0 caminho contém
a singularidade, I" = constante.

v Vamos demonstrar no proximo slide que qualguer caminho que exclua a
origem I" € nulo; portanto irrotacional.
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Vortice Irrotacional
v" O vortice irrotacional tem sua vorticidade concentrada na origem.

v Qualquer caminho que nédo passa pela origem, I" = 0, figs (a) e (b)! Por que?
(@) Yt (b) Yt r=o © 1

L2 ST S
s e B T

v" Fora da origem ndo ha vorticidade. A vorticidade na origem nao difunde
para o dominio no escoamento ideal (ndo ha efeito viscoso!).

v" Se 0 caminho passa pela origem entédo I'= 0, fig. (c).

v Afig. (c) demonstra que w esta concentrada na origem, I' ndo aumenta com
a area do circuito. Também pode-se demonstrar observando que v, é
descontinuo mas o produto v,.area para r—0 é finito e igual a I'!

v" Fluidos com baixa viscosidade onde os efeitos de difusdo de vorticidade da
origem sdo minizados (tipo camada limite) e I'= constante constituindo
uma boa aproximacao.
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Exercicio: verifique solucdes elementares satisfazem V¢ = 0

Escoamento uniforme, fonte/sorvedouro, e vortice livre, .

¢ = Ux — Escoamento Uniforme

o= J_r2i Ln(r) — Fonte ou Sorvedouro
T

b= J_rzﬁ 0 — Vortice livre (anti-horario/horario)
TU

sdo solucoOes da equacao de Laplace (verifique). A excecao ocorre
nos pontos singulares.

2 2
VZ(I)Ea i)—i—a (ZI)ZO
oX= oy

2 op) . 1 8%
Vip=—— t— = 0 olar
r@r( 8rj r2 002 (polar)

(cartesiano)

IM250 Prof. Eugénio Rosa



Verifigue as transformacoes polar x cartesiano
para 0s escoamentos elementares

Exercicio
p/ casa

¢ = Urcos® — Escoamento Uniforme dir X

o=+ Ln (r)—> Fonte ou Sorvedouro
T

2 Ir]
b=+ ZL 0 — Vortice livre (anti-horario/horario) /g
T
>

b=+ Acrose — Doublet (eixo +/-) X

Identidades: X =r-cos0; y=r-cos®; r’=x*+y* e G:Atan(%)

¢ =Urcos0 = Ux — Escoamento Uniforme dir X

O = izi Ln(r)= izi Ln («/x2 +y? ) — Fonte ou Sorvedouro
T T

db== e 0=+ LAtan (%) — Vortice livre (anti-horario/horario)
2T 2T
p=+20 X, Doublet (eixo +/-)
r X“+Yy
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Exercicio — Considere um m escoamento uniforme no plano

cartesiano (X,y) com velocidades U, e V.. (-
(i) Mostre que no plano polar r,0 as componentes de velocidade &5

Exercicio p/ |

nas direcoes radial e tangencial sao: fazer em

casa

V, =-U,send +V, coso
V. =+U, cos 0+ V,seno

(i) Mostre que o inverso desta transformacao €

U, =V, cos0-V,seno
V, =V.seno+V, coso

(ii1) Mostre que as funcOes potencial e corrente que geram o
escoamento uniforme no plano (r,0) é dada por:

¢ =+U,rcoso+V,rsend
v =+U,rsen0—V,rcoso
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Superposicao de escoamentos elementares

Como a equacao de Laplace € linear. A combinacéo linear de
solucOes elementares tambem € uma solucéo de Laplace!
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Fonte + Sorvedouro mesma intensidade espacamento 2a

Yy, EXPresse ¢g e ¢g em
b=+ Ln(r) coordenadas cartesianas
2m - —1/2
2 2
— X+a) +y
< (I):(I)F+¢S . In ( )2 5
. | (x—a) +y° |
=~ = o A, (xra)eyt
o | 4n | (x-a)’ +y* |
v Uma fonte e um sorvedouro, — . +
: i ~ V=V T Vs
de mesma intensidade estéao
deslocados de “2a’ ao longo do — i{tanl( y j_tanl( y j}
eIX0 X com centro na origem. 2n X +a X—a
: ; . -1 2y 1| @—D
v O CampO de VeIOCidadeS Use a identidade: tan™(a)—tan™(b)=tan L+a.b}
resultante e a soma linear dos 29
campos de uma fonte e = _itan{ _ zy 2]
sorvedouro deslocados de ‘2a’ 2 X“+y —a
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Fonte + Sorvedouro espacados 2a:
linhas de ¢ e y constantes

Exercicio
p/ casa

2
¢ 2 _ .2 2( ¢
, : . . —a-cothl —— =a“-csch®| ——
Apos manipulacao algébrica [X a-co! (q/nD T [qm]
chega-se as equacdes que definem v Y v
as linhas com (¢ ,y ) constantes . X *(y‘a'co{q/znn - 'Cscz(q/znj

As linhas de (¢ ,y ) constantes o
sdo familias de circulos com =15
centros ao longo em (x,0) e

(0,y) tendo os raios definidos
por a%.csch(f/g/ =) e
a’.csc(y/q/r) respectivamente.

[any

o

Dados:a=1eq=m,
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fonte-sorvedouro.xlsx

Dipolo (a—0) : fonte e sorv. superpostos

Identidade usada para chegar no ¢ do Dipolo: Lim{Ln (H_p]} =2p

p—0 1_p
2 o
(I)Z—i-Lim In (X+a)2+y Z—i-Lim In X2+y2+2ax
At a0 (x—a) +y2 A a0 X 1% — 2ax
q .. | |1+2ax/(x* +y?) 0 2ax gal x
=——.Lim<{In QL Y ] =iy =
A a0 1—261X/(X2—|—y2) A 1y mall Iy
L L P B

v O produto ga/r é intensidade do dipolo A = ga/r = constante!

b=—A- 2x ZE_A.COSG;
X +y r
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Dipolo: Funcao Corrente

Identidade usada para chegar na y do Dipolo: Lir(r)1tan‘1 p=p
p—

qu—i.Limdanl( > 2a2y 2j>:—q- 22ay2
2 a0 X“+y° —a 2T X°+Y

.

=P

v" O produto entre a intensidade da fonte pela distancia ‘a’ ¢ uma
constante denominada por intensidade do dipolo, A, é A =qga/r,
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Eixo do Dipolo

y
N 2D Doublet (dipole)

—_A y of strength x aligned
Y =—A- D) 2 along x-axis

/
/
/
rd
e
i \ isopotentials

( ¢\ = constant)

\ streamlines

(\Jf = constant)

velocity decreases in magnitude o€ —-

r v
Eixo do dipolo (doublet)
Sentido: da fonte para sorvedouro

O eixo do dipolo indica a posicao relativa da fonte e do sorvedouro.
Na figura a fonte esta a esquerda do sorvedouro, ambos posicionados
ao longo do eixo X
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Eixo do Dipolo

<
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O que acontece se combinarmos y + y;?

* Este escoamento ¢ conhecido como semicorpo de Rankine. Este
exemplo usa uma fonte. O semicorpo também pode ser formado por um
sorvedouro.

* A linha de corrente em ‘azul’ ¢ uma linha que divide o escoamento
interno e externo. Por esta razao ela também pode representar a area de
captacao do escoamento uniforme ou uma superficie (carenagem ou


http://www.fem.unicamp.br/~im250/MOVIES/Filmes_Munson/V6_3.mov

Semicorpo de Rankine
v" Considere um escoamento uniforme e uma fonte na origem:

ponto de YA Iinhadde corrente
estagnacao Ivisoria
U, g: ¢ /4 / w
q/2
0 7T

{*é ;

Y=y +VYE= Uo-r-sen(9)+zie
TC

222222

v" Quando considera-se a presenca de um corpo (parede) é mais
conveniente trabalhar com y pg y = c® pode representar uma parede!

v" Veja analise no Apéndice I1: linhas de corrente, ponto de estagnacéo,
distribuicéo de pressao, altura =a, etc.
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O que acontece se combinarmos vy + yp?

YA Yo
' > 4 —
+— — %)
X

 As linhas de corrente externas representam o escoamento ao redor de
um cilindro (cor vermelha) de um fluido ideal!
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Escoamento ao redor de um Cilindro

,' ¢ = const
I

« O escoamento externo ao um
cilindro € obtido da superposicao

j de um dipolo com escoamento
uniforme.

A linha de corrente que divide
0 escoamento externo do interno
— e um circulo, portanto associa-se
<5, as linhas de y constante aquelas
que ocorrem no escoamento
externo ao cilindro.

I
LN AN AN
N I
\ G

1)

]
e
L
|
TANY)

oAl

\
~

Escoam e nto Real IM250 Prof. Eugénio Rosa
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Escoamento ao redor de um cilindro - |

Superpondo um esc. uniforme U,>0 e dipolo na origem c/ eixo >0, isto é F—»S
' sen(0)
r

YV =yYy+VvyYp = UO -r-sen(@)—A

O eixo do dipolo aponta para x>0, i.e., a fonte esta a esquerda do
sorvedouro. O campo de velocidades:

V, = w_ Ug-cos(8)— A cos(6) _ cos(e)(u —A)

roo r2 W,
Vg = v _ ~Ug-sen(6)-A sen(6) _ —sen(e)[u0 + A)
or r2 (2

* v, é nulo quando r = (A/U,)Y? . Isto define o raio ‘a’ do cilindro.

* Alintensidade do dipolo em termos do raio do cilindro ‘a’; A = a?U,
* Vy e nulo quando 6 = 0 e .

 Os pontos de estagnacao ocorrem em (a,0) e (a,n)
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Escoamento ao redor de um Cilindro Il

 As componentes de velocidade v, e v, e a velocidade
resultante V na superficie do cilindro de raio ‘a’:

v, =0 & vy =-2-sen(8)-Ug

V? =vZ +v§ =4.U5-sen?(0)

» A distribuicao de pressao no cilindro (r = a)

2
0
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Distribuicao de velocidade no cilindro

A velocidade na superficie do cilindro é dada por: V/U, = 2 sen(0) e
mostrada na figura abaixo:

2

V/Uo
=

(I)IIBIOII6IOII9I0II150II1QO 180
graus

Note que o diametro do cilindro ndo aparece em V/U,. Esta € uma

caracteristica do escoamento potencial, ele é cinematicamente

similar. Cilindros de quaisquer diametros terao as mesmas

velocidades relativas nos pontos correspondentes!
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Distribuicdo de Pressao Em
Cilindros para escoamento

Laminar, Turbulento e Potencial

A%
"

Para o escoamento potencial:

1. C, maximo estagnacao, 6 =0°

2.Pemo6~30°¢éigual aP_;

. /
Laminar /

3.Pem 0 =90°¢é minimo;

4, Pem 6 =180° ¢ igual P estag.

=20 Teoria =
inviscida
. p=1-4%¥
-30 ' '

0° 45° 90° 135° 180°
6

Figura 6-11 Pressdo de escoamento e de superficie sobre um cilindro circular
infinito normal ao escoamento. (a) Escoamento laminar, (b) Escoamento turbulento.
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Forcas no cilindro

As forcas devida a distribuicao de pressao no cilindro nas dire¢oes X (D)
ey (L) sdo determinadas por:

D:Z-ICPlpUSoa-cos(e)dG:O direcio x 4
2
: P

2o b a0 sy I
0

Distribuicdo de pressdo e simetrica nas direcoes X e y. Esta simetria nas
direcoes x e y faz com que o cilindro nao tenha forca de arrasto, D, nem

sustentacao, L.

A auséncia de arrasto fol uma surpresa negativa do modelo que criou o
paradoxo de D’ Alembert ( ). Isto foi resolvido somente no

inicio do século XX!
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https://en.wikipedia.org/wiki/D'Alembert's_paradox

Forca resultante no cilindro & paradoxo D’Alembert

No escoamento potencial so atua for¢as normais (pressao). Como a
distribuicao de pressdo no corpo do cilindro é simetrica, ndo ha
forca resultante no cilindro. Isto &, arrasto e nulo.

« Este € um dos pontos falhos da teoria potencial.

* Ele fo1 reconhecido por D’ Alembert € em sua homenagem recebeu
o nome de paradoxo de D’ Alembert.

» Este paradoxo foi resolvido no inicio do sec. XX por Prandtl. Ele
verificou que os efeitos viscosos ficam confinados na Camada
Limite. Externo a Camada limite a teoria potencial é valida.

« Entretanto, qguando a camada limite se separa do corpo ela perturba

0 escoamento externo, muda a distribui¢ao de pressdo no corpo e
cria um arrasto ndo previsto pela teoria potencial.
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Estudos adicionais em cilindros

v

v" Se introduzir uma circulacdo (vorticidade) no

cilindro a distribuicao de pressao fica nao-simetrica / (
em y e aparece uma forca de sustentacao, veja e %,
Apéndice I11. (veja - procure na web

por: magnus effect, magnus effect on ships,
flattener rotors)

v" O cilindro deslocando-se com aceleracéo
constante (problema transiente) surge uma forca de
arrasto devido a aceleracdo da ‘massa virtual’
deslocada pelo movimento do cilindro, veja
Apéndice IV. (aplicacao deste efeito procure na
web por: virtual mass applications, added mass
applications, escoamento em bolhas, forca de
arrasto em tuneis, etc)

>
<
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https://youtu.be/QtP_bh2lMXc
https://youtu.be/QtP_bh2lMXc
https://youtu.be/QtP_bh2lMXc

Expansao ao redor do eixo de simetria,
B=n/n, figs. a-a, b-b e c-c

‘Wedge Flows’

F(Z): Azn =Arnein9

¢=A-r".cos(ne)

y=A-r".sin(ne)

(b)

A T
-~ angulof = —
g n
B=2n=360° / /-~
TC II."f Il,r’ If.-’ / L. O S ﬁ S Zn
Pl e

Utilizado na solucéo similar de C.L.
prOpOSta por Falkner'Skan, IM250 Prof. Eugénio Rosa



http://www.fem.unicamp.br/~im250/SITE IM250/AULAS/aula-12&13_Camada Limite/Aula-12_Camada_Limite.pdf
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* A insercao simétrica de alguns
escoamentos elementares pode gerar
efeitos de uma parede (linha de
corrente com curvatura zero).

* (a) Uma fonte proxima de uma
parede pode ser aproximado
colocando-se outra fonte simétrica
(imagem espelhada),

* (b) O mesmo para um vortice livre
(neste caso eles se deslocam como
aneis de fumaca).

» (c) Efeito de solo numa asa pode
ser analisado de forma aproximada
com esta tecnica.

e (d) Uma fonte num canal 2D ¢
simulada por uma infinita cascata de
fontes.
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Exemplo — Determine o campo de
escoamento gerado por uma fonte

posicionada a uma distancia ‘a’ da 1
parede. Utilize o metodo das imagens. y=a
.;, E
Linha de simetria, / e
equivale a uma parede y=-a /

! & 7 imagem
a s -3 r,
imagem, T, real, r, iy o2l

o= +—2OI [Ln(\/x2 + (y+a)2)+ Ln (\/x2 +(y—a)’ )}
T
Reescrever r, € r, a partir da origem.

oap (q 2X 2X
+— = +
ox  An| x2+(@-y)? x2+(@+y)?

Lo _ g [ 2(-a+y) N 2(a+y)
oy An|x*+(@-y) X +(@+y)

Observe: na origem, y = 0, v € nulo e define a linha de simetria ou a parede.
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Escoamento irrotacional e
escoamento real num aerofodlio

v No escoamento irrotacional o perfil ndo apresenta sustentacao, é
necessario introduzir uma circulacao (vorticidade)!

v No escoamento real isto ocorre naturalmente devido a existéncia da
viscosidade. Pode-se afirmar que se o ar nao tivesse viscosidade 0s
passaros nao voariam, nem os avioes, apenas baldes devido o empuxo.

Escoamento Irrotacional Escoamento Real

v No escoamento ideal o teorema de Kelvin demonstra que I'=0, como
explicar sustentacao em aerofdlio em escoamento ideal?
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../../../MOVIES/MMF/airfoil_heleshaw22.mov

Partida de uma asa - transiente

NoO processo de partida de uma

asa 2D deixa para tras um vortice ///%?:

Igual e contrario na asa de forma a) Escoamento em t = 0
que a soma deles € nula! Mas o /‘\
vortice que ficana asa e R
responsavel pela sustentacédo. Y
o S b) Escoamento em t >0 VOrtice inicio
i = Sentiing e descarregado
I _— ecie R |
No processo de partida de uma i N g o S ¢
asa finita, deixa para tras um N R PN A
vortice igual e contrario na asa ¢) A circulagao, ou a vorticidade
de forma e vortices de ponta de média, nos circuitos sdo iguais e
asas. A circulacao total tambem contrarias tal que I' = 0
e nulal

Filmes:
Startup vortex on a wing (1)
Startup vortex on a wing ()
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https://www.youtube.com/watch?v=B-tcx5hTf_A
https://www.youtube.com/watch?v=bvV7-9wAXc0

Forca de sustentacao & teorema Kutta-Joukowski

» A forca de sustentacé@o L € normal a direcao do escoamento livre. Para
corpo com simetria cilindrica com didmetro a e comprimento w, a forca
sustentacao por unidade de comprimento:

L [

W m

onde U, é a corrente livre e I" € a circulagdo num circuito que envolve o
corpo.

A equacao acima decorre do Kutta-Joukowski: ‘a sustentacao de um
corpo cilindrico de secéo transversal qualquer ¢ igual ao produto da
densidade, velocidade livre e circulacao’ (sem circulagao nao ha
sustentacao!)

» A circulacdo também pode ser estimada por meio de C, = (1/2)pU?(a.w)
usando Kuta-Joukowshi;

L=pU0FW=%pUS-a-W-CL —I'= %Uo-a-CL
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Vorticidade também gera
campo de velocidades

Este topico sera abordado nos proximos slides
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Campo de velocidade induzido por filamento de vorticidade
—_————

Vortex filament

of strength I"

Cylinder
Separation saddle
on plate surface

p
Asas finitas estacionarias e em rotacao Simplified horseshoe vortex
‘ v 2
Fixed wing Rotary wing

-., g
Control points I
along a vortex filament g >
rc) -
<

|y
" Control points & r
I": vortex strength along a vortex filament
g
(a) For fixed wing (b) For rotary wing
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Como determinar o campo de velocidade a

partir do campo de vorticidade?

Considere:
 Fluido incompressivel, campo selenoidal V.V =0
» Regiao ocupada pelo fluido tem coneccéo simples;
A velocidade normal, U,, e conhecida em toda S.C.
A velocidade é nula no infinito, o fluido n&o esta confinado

O problema: se o = VxV como determlnar V a partlr de ®?
Existe operador Vi; V-ix VxV = Viko - V=Vixg? Resp.: néo.
Propor campo de V vem de campo A, tal que:

V =V xA, por consequencia cI):Vx\7=VxVxA=V(V.A)—V2A

Q ot_)Jetlvq e determinar A porém, 0 lado V2A =& Eqg. Poisson
direito esta super_—»determmgdo, ha 2 componentes sist. cartesiano
expressoes para A, grad(divA) e lapA. VA, = -0,

- . : X : 2
Sem prejudicar a generalizacdo, considera- VA, =-0,

se que V. A =0 entéo: VA, = -,
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Filamento vortice e a Lei de Biot Savart, veja apéndice VI

O campo de velocidade a partir do
campo de vorticidade é calculado
a partir da lei de Biot Savart.
Derivada a partir de
eletromagnetismo, ela é
Igualmente aplicada em fluidos.

A velocidade no ponto r devido a
toda extensao do filamento é
obtida pela integracao sobre todo o
filamento - lei de Biot-Savart
(1820)

Velocidade induzida pelo filamento de comprimento dl no fluido. A soma dos
comprimentos dos filamentos define a velocidade do fluido, por isso tem a
Integral.

R I'- circulacéo do filamento

r dlx (T - §) dl — comprimento infinitezimal do filamento
_f 3 r — vetor da origem ao fluido

s — vetor da origem ao filamento

V=
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Exemplo: velocidade induzida pelo filamento retilinio

Considere um sistema cilindrico I'= cﬁv-dé ="
polar (r,0,z) onde o filamento de C o Sk
vortice, com circulacéo I, é paralelo 2l

com 0 €eIxo Z. |

O campo de velocidade é dado por:

V=

O argumento da integral possui termos que precisam ser determinados:
I. d¢é o comprimento infinitezimal tangente ao filamento;

li. e, € um vetor unitario na direcao do vetor (r-s);

lil. v € o angulo medido de dl para |r-s|
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Continuac;éo Precisamos resolver ,e o0 produto <3

N : /N
dé x e, | em funcao da altura, h, normal ao filamento = h
(somente para este caso). Considere o triangulo : Y
AL

F—S|=h/sen(y)=cosec(y)-h

O | d¢ | é tangente ao filamento mas precisa ser expresso em funcéo de h e .
O segmento A€ é paralelo ao vetor d¢, usando similaridade de triangulos:

F—S|=h/Al=1g(y) > Al=h-cotg(y) diferenciando: d¢ =h-cosec®(y)dy
O produto vetorial d x e, aponta para diregao 6:
dlxg, = {‘d?‘ .1} -sen (y)€,; x&,_, =h-cosec’ (y)-sen(y)-&,

Retornando ao integrando da lei de Biot Savart:

dixE. 1 _sen(y)dy _
7 —sf :[hz-cosecz(v)jh.cosecz(y).sen(y)dy'ee: (h) s

.é’e

A lei de Biot-Savart paraum _ T Ide(?—§) T J.sen (v)dy
F-s  4rm

filamento vortice paralelo ao V =
eix0 z At h
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Continuag a0 Precisamos definir os limites de integracdo que dependem
se 0 segmento é infinito, finito ou semi-infinito.

Segmento Infinito — exemplo com céalculo de velocidade induzida a uma
distancia h do filamento, pontos com cor preta e vermelha; o filamento é
representado pelos pontos amarelos.

| , +00
origem

Fica claro que o dominio de integracao para qualquer ponto no fluido é © <y<0
sendo que = e 0 correspondem a um ponto no filemento dl esta a +oo e - o da

origem, integracao é:

O‘—-;T-l
Q
.<
l
=1

O campo de velocidade possui componente v, somente, num plano ortogonal a
direcdo do filamento de vortice. O resultado concide com o campo gerado pelo
vortice na origem! Como era de se esperar.
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Continuacao

Segmento semi-infinito — exemplo com calculo de velocidade induzida a uma
distancia h do filamento, pontos com cor preta e vermelha; o filamento ¢
representado pelos pontos amarelos.

+00

origem
Fica claro que o dominio de integracdo é y, <y <m, v, < n/2 e a integracao é:

o

" sen( dy 5

I I .
4n_f =m[l—cos(yo)]-ee

T

O campo de velocidade possui componente v, somente, num plano ortogonal a
direcdo do filamento de vortice. O resultado concide com o campo gerado pelo
vortice na origem! Como era de se esperar.
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Vortice esferico de M.J.M. Hill (1894)

O vortice esférico de Hill € uma estrutura presente em jatos,
escoamento de gotas ou de bolhas. As estruturas sao auto-propelidas
devido a interacédo dos vortices.

Giant Smoke Rings - Cool The Vortex Ring, Close Dolphins playing bubble
Science Experiment Up. in Slow Motion ring
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https://www.youtube.com/watch?v=-VL0M0jmu7k
https://www.youtube.com/watch?v=-VL0M0jmu7k
https://www.youtube.com/watch?v=-VL0M0jmu7k
https://www.youtube.com/watch?v=-VL0M0jmu7k
https://www.youtube.com/watch?v=-VL0M0jmu7k
https://www.youtube.com/watch?v=Sj9irzI-Pzw
https://www.youtube.com/watch?v=Sj9irzI-Pzw
https://www.youtube.com/watch?v=Sj9irzI-Pzw
https://www.youtube.com/watch?v=Sj9irzI-Pzw
https://www.youtube.com/watch?v=bT-fctr32pE
https://www.youtube.com/watch?v=bT-fctr32pE

Pal’ V(')I"[Ices 2D em COntra-I’OtaQéO (ndo usa Biot Savart)

4

Exemplo versao 2D vortice de Hill. Considere : Pev
dois vortices espagados de ‘@’ em relagao ao R e
eIX0 X € superpostos a um campo uniforme Al ) &
vertical ascendente com velocidade +V,, N\
Determine a funcao corrente e 0 campo de . RGN
velocidades. :
Y= v_, anti-horério + v, horario  + vy,
r r
= —ﬂLn(rl) + %Ln(rz) + —V,rSen(0)
I 2, I 2 9
:—ﬁLn[\/(x—a) +y }+§Ln[\/(x+a) +y ]—Vox
 Para x = 0, u =0 verifique!
« Emx =0, v =(I'/2n)[2a/(a*+y?)]+V,
yo v _ Fy{ 12 _ 12 } « Estagnacéo, y=h, V,—I"2a/[2r(a?+h?)]=0
oy 2m|(x+a) +y (x-a) +y’ « Para manter vartices estacionarios a vel. v
ov_ _ T (x+a) (x—a) resultante induzida deve ser nula!
VST T N T o (x+a) +y? _(x—a)2+y2 * Velocidade induzida vy, em y,,, v(a,0) =

(I" /2m)[2a/(4a2)]+V,=0 logo V,=T /dan
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Par vortices em contra-rotacao
continuacao

4,\’ 4 f?\ 4) A
\_ _{_\/ g e Sl Kt M
NS Exercicio p/
SR fazer em casa
k>0

A
A p
—Y

g kLD
@ G) .>
et > < 7 x
A C
\\\,/( 7 Exemplo: Demonstre que:

1) Parax =0, u =0;
2) Emx =0, v(0,y) =V,— (I'a)/ [r(az+y?)];

3) Para manter vortices estacionarios a vel. v resultante
induzida deve ser nula; v(a,0) = V,— (I" /2r)[2a/(2a%)] =0
logo velocidade vertical ascendente V, = I" /2am;

4) Estagnacdo, v (0,a) =V,— (I" /2n)/[2a(a*+a?)]= 0,
simplificando: V, =T" /2ax. Observe que defini¢ao V,
coincide com defini¢ao V, item (3) como era de se esperar!
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V.

VI.

Lista de Apéndices

Potencial Complexo

Semicorpo de Rankine

Forca de sustentacao no cilindro com circulacao

Cilindro acelerando num fluido ideal, conceito de massa virtual
Escoamento viscoso potencial

Demonstracao lei de Biot-Savart
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APENDICE |

v" As funcdes potencial e corrente podem ser apresentadas juntas
usando variaveis complexas por meio do Potencial Complexo.

v" Esta técnica € muito utilizada em escoamento potencial bi-
dimensional.
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Potencial Complexo
v Pode-se definir um potencial complexo:  F(z) = ¢(xy) + iy (x.y)

. A
; ly :
T Z = X+1y
< zZ=X+1iy "
rei® — r{cos(0)+ isin(0)} 0 >
X

EquacoOes de Cauchy-Riemann (2D)

v As condicOes de Cauchy-Riemann p/ as funcdes ¢(x,y) e w(X,y):

oX oy oy OX

u

v" Garantem que elas sdo funcdes analiticas e possibilitam definir o
potencial complexo F(z)=¢(X,y)+iy(X,y)
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A velocidade complexa em coordenadas Polar

v" A velocidade em z, é V com iy 4
componentes u e vem
coordenadas cartesianas ou U, €
u, em coordenadas polar

U= u, cos(8)—ugsin(6) e = cosO + i send

v =u, sin(8)+ ugq cos(6)

w(z) = {u, cos(8)—ug sin(8)}—i{u, sin()+ ug cos(6)}

W(z)= (ur — iue)- 10
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Funcao Analitica

v A funcéo F(z) é analitica pq ¢(X,y) e y(X,y) satisfazem Cauchy-
Riemann. Além disto, se F é analitico, sua derivada existe:

()= F F(z +52)- F(z) y 1

=—=Lim
dz 8z-0 oz ﬂ

e independe da direcéo
que &z se aproxima de z,. >
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A Velocidade Complexa, w(z)
v Calculo da derivada fazendo dz=dx e y ct.

dF _ ok 8xy)+iwl(x+ 8%, y) - olx.y)+iw(xy) _ do . dy
dz x>0 OX dx  dx

v Reconhecendo que d¢/dx = u e dy/dx = -v, entéo:

W(z)=3—|2:=u—iv

Verifique que dz=idy (e x c®*)o resultado &€ 0 mesmo!
v Conclusoes:

A derivada do potencial complexo resulta no complexo conjugado
da velocidade.

2. O conhecimento do potencial complexo F fornece o campo de
velocidade por meio de uma simples derivadal!

AN

=
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Potencial Complexo Conjugado

F@)=0(wy)-inlxy) - w(z)=0—u-in

O produto: W(Z)- VWE)= ‘W(ZXZ =U°+V° = q2

e 0 quadrado da velocidade resultante.

v" Se |w|? é conhecido pode-se determinar 0 campo de pressao
utilizando Bernoulli.

v" Os pontos de estagnacao (u=v=0) sdo determinados pelas raizes
de [w|? =0

IM250 Prof. Eugénio Rosa



Potencial Complexo

F(z) = §(2) + iy(z)

Escoamento

F(2) ¢ y
Uniforme _
Fz)=(U—-iV)z [xU +yV] [yu—xv]
Fonte (+) ou q
Sorvedouro (-) | F(z)=+-*Log(z-z,) i%'—OG(f—ro) iz_n(e_e())
em z, 2T
Vortice
T r
Anti-horario em F(Z)='2—TCL09(Z—20) ZL(e—eo) z—nl—og(f—fo)
T
Zo
Doublet em z, P p— Acos(0-6,) Asin(0-0,)
(eix0 x>0) 2n (2 - 2,) 2n(r 1) ~ 2n(r-,)
Doublet em z, ()= i _Asin(0-6,) Acos(0-6,)
(eixo y>0) 21 (z - z,) 2m(r—r,) 2n(r—r)
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APENDICE I

Estudo do semi-corpo de Rankie e do corpo completo.
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Semi Corpo de Rankine
v" Considere um escoamento uniforme e uma fonte na origem:

ponto de V4 linha de corrente
Uo estagnagéo / divisoria
V=0 / ¥=q/2
0 TC

R St

Y=y +YE= Uo-r-sen(9)+219
TC

222222

v" Quando considera-se a presenca de um corpo (parede) é mais
conveniente trabalhar com y pg y = c® pode representar uma parede!
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Semicorpo de Rankine |: pt° estaghacao

v Se a fungéo corrente é: oy U (0) g
vV, =——=Ug-cos(0)+—
\V:UO-r-sen(e)+219 rﬁg 2y
TU
v" Entdo o campo velocidades Vg = _&_\L] =—Uj -sen(6)
v'No ponto de estagnagdo, 6=-, 0, "
r=aeVv,=Vvy=0, entao a distancia R /
da estagnacao a origem: . X [
K — >
— X
O:UO-cos(n)+i—>a: 4 -
2ma 2n-U,

v"y que passa pela estagnacéo (r,0) = (a,x) €, v = g/2. Esta
linha de corrente define o semicorpo de Rankine.
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Semi Corpo de Rankine Il: forma do corpo

v' Sendo v definido por: v =U, -r-sen(e)+2ie
TU

v" A forma do corpo de Rankine, (r, 0), é determinada pela linha de
corrente divisoria, i.e. 6=t — y = q/2:

q g q/2 - 1—-6/w Equacao do semicorpo
—=U,-rsen 6 +—0—r 06 = —
27 U,-sen 6 co =4 [’ﬁ—@]
22U, 7 send
ponto de YA linha de corrente .
U estagnacao / divisoria
0 _
. V=0 f — ¥=0/2 ‘l'
—> \ na
—> V\e I
— a > No p®° stag. 8 = m e r(r) é:
_> X
- r « =alLim [ﬂ—_e]:a
— B - " send )
1
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Semi Corpo de Rankine lll: largura do corpo

v O corpo ndo cresce indefinidamente na direcdo radial, sua largura
maxima é y.., = ma. Esta distancia e determinada fazendo o limite

para Xx—e ou 6 —0
: n—0 an
r{0)=aLim = —
(©) . ( seno j 0

Entretanto, para® —0 entdo x—»x er —-x e 0 —y/X,
logo v, =r(0).0 entdoy, ., =(@n/0)*0 -y, ,=amn

ponto de y‘ linha de corrente
estagnacao o~ divisoria
by / ¥=q/2

e
a

>
X

AAAAA R AT
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Semi Corpo de Rankine IV: coef. pressao
v" A velocidade resultante no campo é:

2
V2 =v2+vj = (UO .cos(0)+ %) +(=Ug-sen(0))?
T
v Mas, a=q/2nU, entdo q=2anU, . V? fica em fungdo da distancia ‘a’:

s a\)’ a \V& a)’ a
Vo=Ug-|1+| —| +2-c080-| — —  —=1+—| +2-c0s0-| —
r r U, r r

v" Distribuicao pressao no campo é determinada por Bernoulli

2
1 \,2 1 2 (pP—Ppo) (V]

Pp+—pV-=pg+—=-pUg— =1-| —
2 D27 T W2)pug Yo

v Em termos do C, :—(a/r)2 —(a/r)-2-cos8, no COrpo: r 6 za[L_e]

senod
(sene jz (senZO)
C =- -
P w—0 w—0
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Coeficiente de pressao para semi-corpo

1
™N E 5o
\ & .
\\ - 06
\\ 0.4
N - 0.2
A 5
™ / - 02
— - 04
- - 0.6
- 0.8
180 165 150 135 120 105 90 75 60 45 30 15 0
graus
ponto de VA linha de cpr_rente
U, estagnacao P / divisoria
S Y Y=q/2
—p "7' 4
— \ / nta
—’ //\\6 l
— a2 X— >
X
—>
—> e
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Oval Rankine |

Y (x.»

T

+m

A oval de Rankine é obtida pela

superposicao de um

a u//'JT\‘\\2

Source Sink

' Y Y Y VvV V¢

(a)

Shoulder
Wmax = 174U

" escoamento uniforme, uma
fonte e um sorvedouro de
mesma intensidade e espacados
de 2a.

Veja oval Rankine no Apéndice
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Oval Rankine |

Y (x.y

A oval de Rankine é obtida pela

A

+m

superposicao de um

v v
=

‘ " F ‘escoamento uniforme, uma

Source Sink

I

@ fonte e um sorvedouro de

Shoulder
Wmax = 174U

mesma intensidade e espacados
de 2a.
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Oval Rankine |

/ (.9 A oval de Rankine é obtida

: 1 y / pela superposicao de um
] R e escoamento uniforme, uma
g « | @ RS “*fonte e um sorvedouro de
1 = e mesma intensidade e

@ espacados de 2a.

Shoulder

A W=y FVE+Ys
; —Up-r-sen(0)+—-6, - 1@,

& o o _ 2 T 2n

::i:iii:—::iiiifE%WU+WF+WS

(b = UO I Sen(e)— i tan]{ Zay ; ]

2 x% +y°—a
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Oval Rankine Il

Mas a funcao corrente de uma fonte e de um sorvedouro ja sao
conhecidas portanto;

_ 2a
v =yy +(vE+ys)=Up-r-sen(0)——-tan 1[ 5 ;/ 2}

21 X< +y°—a
Os semi-eixos maior e menor, L e h, da oval sdo determinados de
forma similar ao semi-corpo de Rankine.
v Ponto estagnacao (L,0) u=v =0 e encontra-se L/a) e
determina-se que o valor de y(L,0) = O;
v No ponto (0,h) y(0,h) = 0 pg pertence a oval, desta eq. tira-se

h/a); _
A E _ £1+ 2q )1/2
f a
@ h_ cot( h/a J
\\% a 2q/mUa
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Apéendice IV

Forca de sustentacao no cilindro com circulacao

IM250 Prof. Eugénio Rosa



Escoamento num Cilindro com Circulacao

@i%

‘ \‘00 A
T ="

Jénio Rosa



Escoamento num Cilindro com Circulacao

v" A circulacéo € introduzida superpondo-se ao campo um
escoamento de vortice livre (sentido horario):
sen(6) T

y=yy+yp+yy =Ug-r-sen(6)-A + Inr
r T

* O campo de velocidades:

oy A a)’
V, =——=cosi0) Uy——|—>V, =U,-cos(O)1-| —
" o0 ({ 0 I‘zj r 0 ()[ (r)J

I 2y I
Vg v =—sen(€))(uo +A2J+— — vy =-Ug -sen(e)[1+(aj J—

or r 2Tr r 2mr
* v, € nulo quando r = (A/U,)*¥? isto define o raio ‘a’ do cilindro.
A intensidade do dipolo em termos de a: A = a?U,
*V, € nulo p/ r =a quando send = -I'/(4 © al,) .
* V, € V, Iguais a zero definem os pontos de estagnacao
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Escoamento num cilindro com circulacao

* As componentes da velocidade e a velocidade
resultante no cilindro de raio ‘a’ :

V=0 & vg=-2-sen(0)-Uy-T /2na
V2 =vZ +v§ = (2 U, sen(6)+F’27ca)2

A circulacao I'" no cilindro (r = a)

2m 2n T
[= {ve -a-do —>F_—j 2-sen(0)ado — j—aade
2T

 I" < 0 garante que v, do vortice livre esta no sentido horario,
portanto I'<0 refere-se a uma circulacao no sentido horario
(veja proximo slide).

IM250 Prof. Eugénio Rosa



O numero de pontos de estagnacao no
cilindro pode ser: 2, 1 ou nenhum, depende
do valor da circulacao

(a) (b)

Flow around a circular cylinder with circulation.
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Escoamento num Cilindro com Circulacao

» As componentes de velocidade e a velocidade resultante no
cilindro de raio ‘a’:

v, =0 & vg=-2-sen(0)-Uy— I/2na
V2 =vZ 4 vE = (2 U, -sen(0)+ Tr/2na)2

» a distribuicao de pressao no cilindro (r = a)

2
(](fz_)ss)z :1—[Uloj —Cp =1—(2-sen(6)+ I[/Ug2na)’
0

» separando o termo sem circulacio dos outros temos:

4T-sen(0) 5
(UOZRa) —(F/U02na)

Cp :}—4-sven2(e)—
C

P(r=0)
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Cp

Distribuicao de Pressao no Cilindro nos planos

horizontal e vertical.

(azul) cilindro sem circulacao (vermelho) cilindro com circulacao

v" A figura superior indica que a

Cp nao é simetrico na direcéo
vertical e portanto deve

aparecer uma forca de
/ sustentacdo no cilindro com

L ————— circulacao

v" A figura inferior mostra que
Cp e simetrico em relacéo a
direcao X, consequentemente

/\ ndo ha arrasto nesta diregao.
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Forca de Sustentacao

» A forca de sustentacédo L € sempre normal a corrente — H 5
livre; ela € determinada a partir da distribuicao de pressao — >
no cilindro de raio a e largura w: — \/
+70/2 L +71/2
L=2 [(p—pg)-sen()-a w-dd —C| = ——=2 [Cp-sen(6)-do
2 1/2-p-U3-aW _g2

* O termo [1-4sen?(0)] ndo produz sustentacao, é simétrico e vem do
caso do cilindro sem circulacao,

+ 2{4 I-sen(6)

C, =-w
=] (ozna)

+(1T/U027ca)2} .sen(0)-do
« A contribuicao do 2° termo € nula (sen é anti-simétrico), e o 1°
termo: Jsen20d 6 = 6 /2-[sen(2 6)]/4, logo C, é:

2T
an.W

Cp =
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Forca de Sustentacao

» A forca de sustentacédo L € sempre normal a corrente — /

no cilindro de raio a e largura w:

+70/2 L +71/2
L=2 [(p—pg)-sen(f)-a w-d6 —»C = =2 [Cp-sen(6)-do
—1/2 1/2:p-U§-aW g2

27/2{[1 4-sen”(0) | - {M;ZB(OG)]—{ZELOHSen(e)de

—

. , . . PR . 0

livre; ela é determinada a partir da distribuicao de pressao — \/ >
r
W
r

—TE/2

O termo [1-4sen?(0)] ndo produz sustentacao, é simétrico e vem do
caso do cilindro sem circulacao. O termo (4I'/2ralUQ) também é nulo,
Seno é antissimétrico.

» Sobra apenas 0 2° termo ndo nulo: Jsen26d 8 = 6 /2-[sen(2 0)]/4,
logo C, e a sustentacao, L sao:

21 1
C, :aU LZEPUS (a°W)CL =pU,Iw

0
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Aplicacdo efeito N Aplicacdo naval:
Magnus no esporte \/\\\ Flettner Rotors
e

O rotor cilindrico

DEFLECTED
WAKE

possui sustentacao

Top spin faz a bola curvar para baixo
deixando o batedor sem acao.

porém ,0 arrasto €
comparavel a
sustentacao.

A asa
~——  aerodinamica €
mais eficiente ou a

Roberto Carlos - O chute de bola > curva Cp/C; ¢
parada, cobranca de falta, foi de 4 ] mais favoravel.
muito longe, a 35 metros das traves. :

A curva foi tamanha que saiu do
quadro da camera de televisao que
focalizava a cena de frente.
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https://www.youtube.com/watch?v=30Vy5Fesy_E
https://www.youtube.com/watch?v=9Zyk2T37XDg

Forca de Sustentacao &

Teorema Kutta-Joukowsi

» A forca de sustentacé@o L para um corpo cilindrico com unidade de
largura w é:

L =pU,I"(w)

« A forca de sustentacdo num corpo cilindrico genérico para um
escoamento 2D também e expressa pelo produto L = pU,I'w .

» Esta generalizacdo é feita pelo teorema de Kutta-Joukowsi: ‘a
sustentacdo de um corpo cilindrico de secao transversal qualquer ¢ igual
ao produto da densidade, velocidade livre e circulagao’ (sem circulacao
ndo ha sustentacao!)

* Verifigue a forca de sustentacdo do cilindro com circulacaoI"' e o
teorema de Kutta-Joukowsi:
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APENDICE IV

Corpo cilindrico com aceleracao constante num
fluido ideal.

Conceito de massa virtual e calculo da forca de
arrasto.

IM250 Prof. Eugénio Rosa


http://www.fem.unicamp.br/~im250/MOVIES/MMF/cylinder_moving_.mov
http://www.fem.unicamp.br/~im250/MOVIES/MMF/cylinder_moving_.mov

Aplicacao Bernoulli Transiente

v" Determine a distribuicédo de pressao num cilindro que acelera num
fluido estacionario (escoamento ideal)

X Y

v" Note gue o problema é transiente para o referencial inercial XY.
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http://www.fem.unicamp.br/~im250/MOVIES/MMF/cylinder_moving_.mov
http://www.fem.unicamp.br/~im250/MOVIES/MMF/cylinder_moving_.mov
http://www.fem.unicamp.br/~im250/MOVIES/MMF/3_14015.mov
http://www.fem.unicamp.br/~im250/MOVIES/MMF/3_14015.mov
http://www.fem.unicamp.br/~im250/MOVIES/MMF/3_14015.mov
http://www.fem.unicamp.br/~im250/MOVIES/MMF/3_14015.mov

CondicOes de Contorno

v O escoamento deve satisfazer a eq. Laplace: V2¢=0, sujeito a:

vt 1  longe do cilindro
o _abl _,
> Xl O,

X
2° na superficie cilindro
V., -n=0

rel

v" onde a velocidade relativa ao ref (X,Y) é definida por:

—_ —_

Vel = Viiuido — Veil
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—_ —_

A velocidade relativa  Vrel = Vfiuido — Vil

U< 0
4—

0

>
X

0 =[2 (0,050 5[ 2 (u,sin) e
Vre'_[ar ( Uocose)}er{rae ( Uosme)}ee

—_—

e 0 vetor normal é coincidente com direcdo radial: ri=e,
e o
entao: V,-n=0 — il —-U,coso
r r=a
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v" O potencial para o cilindro que desloca pode ser formado a partir da
superposicao do potencial para um cilindro estacionario com um
escoamento uniforme de U, variando no tempo.

~ U,a’cos6
r

+U,rcoso ¢, =—U,rcosO
y A

¢,
UO

V
<

/A
@+ LA
> :

Escoamento ao redor de um Escoamento uniforme
cilindro estacionario variando no tempo

v'O escoamento uniforme desloca o cilindro no espaco pq as
velocidades se somam!

v'Para simular o cilindro que desloca é também necessario que as
condicOes de contorno (slide anterior) também sejam satisfeitas!
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O potencial e condi¢cOes de contorno: ¢ = ¢,+ ¢,
y

A
_ 7&
X + 6>X
4_7
\/ |
U,a’ cos 0
0 = — : + Uyrcos 6 ¢, = —U,r cos 0
69 /or| =0 6¢,/0r| . =-U,cos6
00, /ax\x_mo = U, ob, /<9x\x_>0o = -U,
Somando ¢, e ¢, as condi¢cOes de contorno para ¢ sao satisfeitas
8 for| =0y /ar o, /or| _ =-U;cos6
% /ax X—>00 B 6(])1/0)( X—>00 ¥ 6¢2/5X‘X_>00 =0

portanto ¢, e ¢, € uma solucéo para V2 ¢ =0 do problema original
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O potencial do cilindro que desloca

0y 0
2 A
y 4U
A
>
< X
\/ «—

U,a’cos0
¢=—" +U,rcos6+-U,rcos6
r “ ~ J
' d (05)
¢y
ou
~ U,a’cos6

¢

= dipolo (fonte + sorvedouro)

[
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Variacao no tempo dere0

No cilindro que se move a velocidade U, do cilindro e as posicoesre 6
assocladas variam com o tempo vista do referencial (X,Y), logo o
potencial tambem depende do tempo:

2
by - Lo conlo)

Como o cilindro desloca-se no espaco com velocidade U,, a variagao
das coordenadas (r,0) com o tempo sera dependente desta velocidade,

assim:

—=-U,cos 0
de

at >
P ot '
\ r @ = UO Sin 9
>
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Potencial & campo de velocidades

—

2
v, =%=—U:§ cos 0
U,(t)-a* cos[6(t)] ob  Uga® .

\V‘Z _ (v? + v§)= U%(%f

N ——

v" Note que na superficie do cilindro, (r = a), avelocidade
resultante e igual a U,!
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U,(t) - a° cos[6(t)]

r(t)

Derivada no tempo de  ¢(xy,t)=

2 2 2
@: dUO-a .C0SO |— Uoza cose-ﬂ _| Ued sine-d—e
ot dt r r dt r dt

v Taxa de variacdo notempo dere 6

ﬂz—UOCOSG & r@: U,sin®
dt dt

v Variacdo do potencial com o tempo

op _du, a’
ot dt r

2
.cos0—U; (Ej C0s 20
r




Distribuicao de pressao no cilindro

v" A distribuicdo de pressao no cilindro é

. . o0 |V
calculada a partir de Bernoulli : pa+p7+p: C
2
v" Note que parar —ao, p/ P=Pam =P dio -a-c0s0+pU:cos20 — pLZJO

qualquer tempo, V=0ep = ) ) J
patm, pOI‘tantO patm- Na —pod/at

superficie do cilindro,r=aeV pU? du,

= U, a distribuicéo P ¢: P~ P = {~1+2€0820} ~p=_%-a-c0s0

v" Se dU,/dt = 0 a distribuigéo pressao coincide pU2 .,
. A i P—Puy =2 {1-4sin’ 0|

(*) com a distribuicao no cilindro estacionario: 2

v (*) Use a identidade: c0s26 = 1-sen?0 para demonstrar que
(-1+2c0s26 ) = (1-4sen?).
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Distribuicao de pressao cil. acelerando
- 0 ponto de estaghacao -

2
P—Pum = P;Jo {-1+ 200526}—pddLi° -a-Cc0s0

v" O pontos de estagnacéo (6=0 e )

( 2
) 6:0—>Ap:pU°—de°-a
pU; du, dt
P—P,m = —p +a-C0S0 — < ,
: d e—n—>Ap—pU°+ aY, a
L 2 Pt

v" Note que dU,/dt <0 e Ap(0) < Ap(r)

v Podemos ‘suspeitar’ que 0 cilindro com aceleracdo num fluido
estacionario para esquerda é necessario a aplicacao de uma forca na
mesma direcao pg surge um arrasto devido a diferenca de pressao
dada pelo termo dU/dt.
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Forca agindo no cilindro c/ raio ‘a’ e comp. axial ‘L’
D—2L.[ P — Py )@COS 600

[

pU’a Lj( 1+2c0s26)cos0do — 2pLdCLIJt0
0

—1+2c0s26} —p

du,

a’cos’0dd = D=
dt

ja cos 0do
J
0

Massa Virtual

A4
= 0,parte sem aceleracéo

v'Em termos de energia, esta forca realiza um trabalho para aumentar a
energia cinética do fluido ao redor do cilindro.

v’ Esta forca é composta pelo produto de dU,/dt r pela "'massa virtual " .
Este fenOmeno existe em qualquer tipo de corpo que é acelerado em um
fluido. Corolario: se dUy/dt = 0 entdo D = 0.

Veja massa virtual em wiki link ( )
Veja BBO equation gque usa massa virtual em wiki link ( )
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https://en.wikipedia.org/wiki/Added_mass
https://en.wikipedia.org/wiki/Added_mass
https://en.wikipedia.org/wiki/Added_mass
https://en.wikipedia.org/wiki/Added_mass
https://en.wikipedia.org/wiki/Added_mass
https://en.wikipedia.org/wiki/Added_mass
https://en.wikipedia.org/wiki/Added_mass
https://en.wikipedia.org/wiki/Added_mass
https://en.wikipedia.org/wiki/Basset%E2%80%93Boussinesq%E2%80%93Oseen_equation
https://en.wikipedia.org/wiki/Basset%E2%80%93Boussinesq%E2%80%93Oseen_equation
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Demonstracao V4(1/r)=4nd(r-r’)
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Apéndice V

Introducao ao Escoamento Viscoso
Potencial

(Viscous Potential Flow, D.D. Joseph)



Equacao Euler x Potencial

v A aproximacao Euler é valida quando Re >>1. Neste contexto as
forcas viscosas sao muito menores que as forcas inerciais. Portanto e
frequente a associacao de Euler com:

I.  Auséncia de viscosidade no escoamento.
Il.  Somente forgas normais podem causar movimento, no caso a pressao.

v" Euler reduz para esc. potencial se o = 0, mas ndo se pode afirmar
que a tensdo de origem viscosa seja desprezivel a menos que Re >>1.

v O escoamento potencial requer o = 0. Neste contexto o DivT=0 mas
ndo necessariamente p=0.
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Escoamento incompressivel, fluido
Newtoniano com p constante
v Se,V=V¢ e V2$=0 entdo o escoamento potencial € uma
solucdo de N-S onde a pressdo é determinada pela equacao de
Bernoulli:

2
5 _|Vol
— +p——+pgz+p=C
P ot P 5 P9z + p
v" A solucéo nédo depende da viscosidade do fluido! O divergente

das tensdes é nulo: uV?V = 4V (V?¢)=0 . Aleternativamente:

N

uv-zszpv-[V\7+V\7T]zu VWV+V [V-V] t=-uVx6=0
——
v" Note que o divergente do tensor desvio duSErHETEYé nulo mas a

viscosidade nem T sdo sao nulos!
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Escoamento incompressivel, fluido
Newtoniano com p constante

v" Porém esta tensdo pode (e deve) participar do balanco da energia

mecanica como sendo o trabalho das forcas viscosas e do termo
de dissipacao na interface gas-liquido:

onde (

<¢
\—/
M
Q)

N

_e_

6xi%c

R Y 0°%
e o=2u(S:S)==| —+ =
0= 21(5:5) 2(6xj ox, | " oxdx.
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Escoamento incompressivel, fluido
Newtoniano com p constante

v" Por outro lado, se o divergente das tensdes € nulo, 4V?V =0, 0
valor da tensédo néo é:

T=2uS= M[V\7+V\7T] — u[v(vq)){v(vq))ﬂ #0
04
OX;0X

v" Note gue a resultante da tensdo viscosa irrotacional ndo participa
da eg. N-S.

v" O escoamento irrotacional é determinado por: V2¢=0 e a pressao
vem de Bernoulli substituindo V = V4% .

v Veja por exemplo LE#5, ex#2 (difusor radial) onde a tenséo T,
existia mas sua taxa € nula, esc. Irrotacional!

ou Ti,jzu =0
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Escoamento incompressivel, fluido
Newtoniano com p constante

v" Os efeitos da tensao viscosa irrotacional estdo balanceados
Internamente ao dominio.

v" Entretanto na fronteira (interface gas-liquido) eles estéo
desbalanceados e devem ser corrigidos.

v" Pontos internos ao dominio, onde a tensdo pode ser superior a
tensdo de ruptura ou colapso de cavidades (cavitacdo), também
devem ser considerados

v" A teoria de escoamento viscoso irrotacional (Viscous Potential
Flow) foi resgatada por DD Joseph, Potential flow of viscous fluids:
historical notes, Int. J. Multiphase Flow, 32 (2006) 285-310

4
v
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http://www.aem.umn.edu/people/faculty/joseph/ViscousPotentialFlow/
http://www.aem.umn.edu/people/faculty/joseph/ViscousPotentialFlow/
References on Euler, Bernoulli and Potential Flows/Viscous Potential Flow/935_history_newest_March06.pdf
References on Euler, Bernoulli and Potential Flows/Viscous Potential Flow/935_history_newest_March06.pdf
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Apéendice VI

Demonstracao Leil de Biot -Savart
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Como determinar o campo de velocidade a

partir do campo de vorticidade?

Considere:
 Fluido incompressivel, campo selenoidal V.V =0
» Regiao ocupada pelo fluido tem coneccéo simples;
A velocidade normal, U,, e conhecida em toda S.C.
A velocidade é nula no infinito, o fluido n&o esta confinado

O problema: se o = VxV como determlnar V a partlr de ®?
Existe operador Vi; V-ix VxV = Viko - V=Vixg? Resp.: néo.
Propor campo de V vem de campo A, tal que:

V =V xA, por consequencia cI):Vx\7=VxVxA=V(V.A)—V2A

Q ot_)Jetlvq e determinar A porém, 0 lado V2A =& Eqg. Poisson
direito esta super_—»determmgdo, ha 2 componentes sist. cartesiano
expressoes para A, grad(divA) e lapA. VA, = -0,

- . : X : 2
Sem prejudicar a generalizacdo, considera- VA, =-0,

se que V. A =0 entéo: VA, = -,
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Solucao eq. Poisson usando 22 forma de Green

- ~
- ~

Deseja-se conhecer a contribui¢ao da o .
em s num ponto no fluido emrr. 7 S fuido

’
/s e ===
/ 4--

O dominio limitado por uma esferaems, /

¢/ raio k—0 para excluir discontinuidade =/ |t -5
em r=s; e outra esfera para r—co cuja | ¢ (e
fronteira € S—oo. | Zol K0
\‘ g D
Para aplicar 2% forma Green, aula #1, \ .
assumine-se ¢=A, (escalar) e y=|r-s|* vorticidade

que decai p/ zero quando |r-s|—o0

As identidades valem para simplificacao dos termos da 22 forma de Green
) V=VxA, Vo=VA, e V?p=-0,

) Vy=(r-s)/|r-s|® ; V.Vy =V2y = V2 |r-s|"1 =475(r-s), onde & é funcédo delta de

Dirac, 5(r-s), e 8(r-s) =1ser=sed(r-s) =0ser=s. Logo, Vay=0ser=s e
=47 se r = s veja demonstracao no

111) A solucao de Green aplica-se para as componentes (escalares) do vetor A:

A, Ay e A, separadamente.
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Solucao eq. Poisson usando
23 forma de Green, para

Componente o, ,
Identidades :

V=VxA;A, parar —>w, A, =VA =0 ;
Vio=-—w, e Vd=VA, :
V*y =0 no dominioentre k e S )

vorticidade

¢V/¢ yVZ)Iv = Lim,_, j W\v YY) fidS—Lim_, [(4Vy - V) ids
0 P A=c®, A =0
A, =c° edS=4nk’
Simplificando: j dv = KLA (|F §)| -dS onde: s

, _ K 2\ _ o,
Simplificando: j dv=A, E(‘iyﬁ)'(‘““{ ) =4mA, = A, ‘Tlniﬁdv
1

_ - 1l ® - 1 Vx® O campo de velocidades
Na forma vetorial: A= i‘r v e V_4n£‘* =Rl vem do rotacional da

velocidade!
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Filamento vértige e alLel de Biot Savart

Deseja-se conhecer a contribuicao
de o no fluidoem .

di = 2dI]
e o T
ldv=h-A-dl =V=—I/[V
4ry,
O-f-A=T

V depende do inverso distancia |r-s|.
O infinitezimal dl é tangente ao
filamento.

Lembrando que a X b =-b x a, entao o rotacional:

Y L vadiev—toadiz0o-dsx—1 TS _ g TS
73] 73| P -s* [F-3| 73]
A velocidade no ponto r devido a toda . T cdlx (f _ §)
extensdo do filamento é obtida pela V= I —
integracdo sobre todo o filamento - lei de dn?  |F -3

Biot-Savart (1820) IM250 Prof. Eugénio Rosa
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13.3.1 Field of a ring of current

The Biot-Savart law allows us to work out the magnetic field of an interesting special case:
a ring of current.

Z

—_—

Take the ring to have radius A, and consider a current of magnitude I circulating as shown.
What is the magnitude and direction of the current a point 2 above the ring’s center?
Set up Biot-Savart:

= 1 dl x 7
B=- ;
Cfmundring rt

The distance r is easy — r = /2% + R2. Likewise, the magnitude |di] is easy — |di] = R,
where ¢ 15 an angle around the perimeter of the ring. The cross product dl % # is a little bit
trickier. A good way to understand it is to consider a special case: when 2 =0, Al ¢ points
in the vertical # direction. Moving away from this case, we see that it always points along
#, but is reduced by a factor of sin# in general:

I /™ Rzinfdd .

ch TErZ°

if:sn R d :
cdo (RE+ 270
2T R

c (RI+ 23]3;12 -

B =

Notice that the direction, #, could have been predicted by the right-hand rule: curl vour
fingers of your right hand in the direction of the current, and vour thumb points along the
field. Note also that it points in the same direction above and below the loop.
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Solucao eq. Poisson usando

22 forma de Green, para
componente w, \
Identidades : ,'/ ‘
A, parar >0, A =VA =0 ,’IS—)oo
Vi=-0, ¢ Vo=VA, \
V2y =0 no dominio entre x e S \ vorticidade
[(6V26 —wv2o)dv = Lim, _ [(#0w —wyg) fdS—Lim_, [ (0Vy -y V4)-fids
v 0 S 0 0 P A=c®, A =0
_ [ a (FoB)A
Simplificando: J|r—r1| V= _[OAX I F| -dS onde: A, =c* e dS=4nk”
AX :4_175 .|roi)i,1|dv
j‘r_rl‘ HO e/ﬁ 4’ ) =4mA, = A, :%'v'iyﬁ' dv
1 :
A= )7 dv




Solucao eq. Poisson usando 22 formaﬂe Green

- Deseja-se conhecer a contribuicdo de o no fluido’ em.
- O dominio é limitado por k—»0e S—owo .~ Auido:
para excluir a discontinuidadeemr=r; .’ JUSSSESS
- $=A, (escalar) e y=|r-r |t que decai '
p/ zero quando |r-ry|—oo / =/ [ -t
IDENTIDADES: :'Is t "
)V = VA, e V2 = % oy K0
||)V\|f (r- rl)/|r r1|3 e VZ\V V2 |r-r,|t 247 3(r-1,) e h
V2y=0ser=r, e =4nser=r, \ L ~
vorticidade
q)Y/ﬂ/ AY d))dv les% W\y ‘V%) ) idS— lelHO ($Vy - \p% AdS
0, A,=c'

oo [T r1| (
_a [ o
v
* o
I J 4TEK)=4TEA = <A, =1 |—=dV
‘r T ‘ y n ) [r-q
1 K—)O v
_ 1 [ o
L \Y IM250 Prof. Eugénio Rosa
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Solucao eq. Poisson usando 22 forma de Green

- ~
- ~

Deseja-se conhecer a contribui¢ao da o .
em s num ponto no fluido emrr. 7 S fuido

’
/s e ===
/ 4--

O dominio limitado por uma esferaems, /

¢/ raio k—0 para excluir discontinuidade =/ |t -5
em r=s; e outra esfera para r—co cuja | ¢ (e
fronteira € S—oo. | Zol K0
\‘ g D
Para aplicar 2% forma Green, aula #1, \ .
assumine-se ¢=A, (escalar) e y=|r-s|* vorticidade

que decai p/ zero quando |r-s|—o0

As identidades valem para simplificacao dos termos da 22 forma de Green
) V=VxA, Vo=VA, e V?p=-0,

) Vy=(r-s)/|r-s|® ; V.Vy =V2y = V2 |r-s|"1 =475(r-s), onde & é funcédo delta de

Dirac, 5(r-s), e 8(r-s) =1ser=sed(r-s) =0ser=s. Logo, Vay=0ser=s e
=47 se r = s veja demonstracao no

111) A solucao de Green aplica-se para as componentes (escalares) do vetor A:

A, Ay e A, separadamente.
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Solucao eq. Poisson usando
23 forma de Green, para

Componente o, ,
Identidades :

V=VxA;A, parar —>w, A, =VA =0 ;
Vio=-—w, e Vd=VA, :
V*y =0 no dominioentre k e S )

vorticidade

¢V/¢ yVZ)Iv = Lim,_, j W\v YY) fidS—Lim_, [(4Vy - V) ids
0 P A=c®, A =0
A, =c° edS=4nk’
Simplificando: j dv = KLA (|F §)| -dS onde: s

, _ K 2\ _ o,
Simplificando: j dv=A, E(‘iyﬁ)'(‘““{ ) =4mA, = A, ‘Tlniﬁdv
1

_ - 1l ® - 1 Vx® O campo de velocidades
Na forma vetorial: A= i‘r v e V_4n£‘* =Rl vem do rotacional da

velocidade!
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Filamento vértige e alLel de Biot Savart

Deseja-se conhecer a contribuicao
de o no fluidoem .

di = 2dI]
e o T
ldv=h-A-dl =V=—I/[V
4ry,
O-f-A=T

V depende do inverso distancia |r-s|.
O infinitezimal dl é tangente ao
filamento.

Lembrando que a X b =-b x a, entao o rotacional:

Y L vadiev—toadiz0o-dsx—1 TS _ g TS
73] 73| P -s* [F-3| 73]
A velocidade no ponto r devido a toda . T cdlx (f _ §)
extensdo do filamento é obtida pela V= I —
integracdo sobre todo o filamento - lei de dn?  |F -3
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Velocidade gerada por filamento de vortice retilinio

Considere um sistema cilindrico
polar (r,0,z) onde o filamento de
vortice, com circulacéo I, é paralelo
Com 0 eixo Z.

O campo de velocidade é dado por:

\7: I deX(F_g)

O argumento da integral possui termos que precisam ser determinados:
I. d¢é o comprimento infinitezimal tangente ao filamento;

li. e, € um vetor unitario na direcao do vetor (r-s);

lil. v € o angulo medido de dl para |r-s|
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Continu ac a0 Precisamos resolver d¢, e o produto dé x €. <3

- / 1
o/ em funcao do angulo 6 e da altura, h, normal ao filamento z h
(somente para este caso). Considere o triangulo ao lado: L
AL

F—S|=h/sen(y)=cosec(y)-h

O | d¢ | é tangente ao filamento mas precisa ser expresso em funcéo de h e .
O segmento A€ é paralelo ao vetor d¢, usando similaridade de triangulos:

F—S|=h/Al=1g(y) > Al=h-cotg(y) diferenciando: d¢ =h-cosec®(y)dy
O produto vetorial d x e, aponta para diregao 6:
dlxg, = {‘d?‘ .1} -sen (y)€,; x €, = h-cosec’(y)-sen(y)-&,
Retornando ao integrando da lei de Biot Savart:

deé?_g _{ 1

_ sen(y)d\(.é
h*-cosec” ()

h 0

:Jh-cosecz(y)-sen(y)dy-ée

.é’e

A lei de Biot-Savart paraum _ T Ide(?—§) T J.sen (v)dy
F-s  4rm

filamento vortice paralelo ao V =
eix0 z At h
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Continuag a0 Precisamos definir os limites de integracdo que dependem
se 0 segmento é infinito, finito ou semi-infinito.

Segmento Infinito — exemplo com céalculo de velocidade induzida a uma
distancia h do filamento, pontos com cor preta e vermelha; o filamento é
representado pelos pontos amarelos.

| , +00
origem

Fica claro que o dominio de integracao para qualquer ponto no fluido é © <6<0
sendo que = e 0 correspondem a um ponto no filemento dl esta a +oo e - o da
origem, integracao é:

vl I jsen(e)de.é :+L.§
Am e,

h ° 2mh

O campo de velocidade possui componente v, somente, num plano ortogonal a
direcdo do filamento de vortice. O resultado concide com o campo gerado pelo
vortice na origem! Como era de se esperar.
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Continuacao

Segmento semi-infinito — exemplo com calculo de velocidade induzida a uma
distancia h do filamento, pontos com cor preta e vermelha; o filamento ¢
representado pelos pontos amarelos.

+00

origem
Fica claro que o dominio de integracdo é 6, < 0 <, 6, < /2 e a integracao é:

- T psen(0)dd . T B}
V:4n£ - -eezm[l—cos(eo)].ee

o

O campo de velocidade possui componente vO somente, num plano ortogonal
a direcao do filamento de vortice. O resultado concide com o0 campo gerado
pelo vartice na origem! Como era de se esperar.
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13.3.1 Field of a ring of current

The Biot-Savart law allows us to work out the magnetic field of an interesting special case:
a ring of current.

z,

———

Take the ring to have radius R, and consider a current of magnitude I circulating as shown.
What iz the magnitude and direction of the current a point * above the ring’s center?

Set up Biot-Savart:
S di % #
H==- _
[H flmmnﬂ ring 1"?

The distance r is easy — r = /22 + RZ. Likewise, the magnitude |dl] is easy — |di] = Rds,
where ¢ 12 an angle around the perimeter of the ring. The cross product dl s # is a little bit
trickier. A good way to understand it i= to consider a special case: when z = 0, di'x 7 points
in the vertical # direction. Moving away from this case, we see that it always points along
2, but 15 reduced by a factor of sin @ in general:

I 2= Rsinfdd
th mErES
B if':‘“ R da P
clo (RT+ 2757
9l R
T

B =

Notice that the direction, 2, could have been predicted by the right-hand rule: curl vour
fingers of your right hand in the direction of the current, and your thumb points along the
field. Mote also that it points in the same direction above and below the loop.
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