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Equacdes de Transporte

Forma Genérica das Equacdes de Transporte

O movimento das particulas em um meio continuamente deformavel é representado por meio das
equacdes que descrevem, matematicamente, a conservacdo de uma grandeza, por exemplo: massa,
momento , energia, etc. Estas equacdes de conservacdo, também conhecidas como equacfes de
transporte, estdo genericamente representadas na sua forma diferencial na Eq. (1) :

0 .
a(p\|/)+V-(pV\p):V-J+f (1)

onde ¥, a grandeza a ser transportada, pode ser de natureza escalar ou vetorial; V é o operador diferencial
gue representa o divergente e p a densidade da grandeza ¥; as variaveis J e f estdo relacionadas a fluxos
difusivos e fontes/sumidouros relativos ao transporte de V. A natureza da equacao de transporte de ¥
pode ser linear ou ndo-linear; eliptica, parabdlica ou hiperbélica. Estas caracteristicas serdo definidas ao
se explicitar as grandezas, ¥, J e f.

Na forma como esta expressa a Eg. (1) é reconhecida como ‘forma conservativa’ das equacdes
de transporte. Esta denominacédo se deve ao fato dela conter, implicitamente, a equacdo da conservacéo
da massa. A afirmativa ficaré evidente na apresentacdo a seguir da forma ‘ndo-conservativa’. Aplicando-
se a propriedade distributiva nos termos de transporte de ¥ na Eq. (1), tem-se que:

p%w%wv.(pv)w\?v(w):v.J+f @)

=0

entretanto, o segundo e terceiro termos do lado esquerdo da Eq. (2) totalizam zero pois constituem a
equacao da conservacdo da massa, Eq. (5), multiplicados por ¥, portanto, a forma ndo-conservativa da
Eq. (1) fica sendo:

p%\u+p\7-V\|/:V-J+f. (3)

De forma mais compacta, os termos de transporte também podem ser expressos por meio da derivada
Substantiva ou Total,

D
p—y=V-J+f. (4)

Dt
Deve-se destacar que tanto a forma conservativa, Eq. (1), como a forma n&o-conservativa, Eq. (4)
contém as mesmas informagfes. Entretanto o emprego de uma forma ou outra é utilizado em diferentes
esquemas numéricos. Por exemplo, o0 método das diferencas finitas usualmente emprega a forma nao-

conservativa enquanto que o método dos volumes finitos usa a forma conservativa.

Comentérios a Cerca dos Termos de Transporte

Observando-se a estrutura das Egs. (1) e (4) nota-se que o lado direito de ambas € o0 mesmo,
entretanto elas mostram duas formas para os termos de transporte de W. Enquanto que na forma
conservativa o transporte de ¥,

0 ~

E(ow)+V-(pVy)

ot

esta diretamente associado ao conceito Euleriano expressa pela variacdo de p¥ dentro do V.C.
infinitezimal mais o fluxo liquido de pVY¥ que cruza a S.C.; na forma ndo-conservativa o transporte de ¥,

= v

Dt '’
esta diretamente associado ao conceito Lagrangiano, onde a derivada substantiva expressa a taxa de
variagcao de ¥ seguindo uma particula.
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Deve-se salientar que interpretacdes tanto para a forma conservativa como para a forma nao-
conservativa aplicam-se, respectivamente, ao conceito de volume de controle e de sistema. Uma relagéo
direta das varia¢des de uma propriedade entre um sistema e volume de controle é dada pelo Teorema de
Transporte de Reynolds.

Algumas Definicdes para as Variaveis ¥, J ef

Nesta secao serdo apresentadas algumas definicbes para as variaveis ¥, J e f empregadas em
diferentes equacdes de conservagdo com o intlito de mostrar a generalidade das formas das Egs. (1) e
(4) . Por conveniéncia estas definicdes estdo mostradas na Tabela 1 e referem-se as equacdes de
conservacdo de massa, quantidade de movimento, vorticidade, energia térmica, energia cinética e
entropia.

Tabela 1 — Definiges das variaveis ¥, J e f para as equagfes de conservacao de massa, quantidade de
movimento, vorticidade, energia térmica, energia cinética e entropia.

Variavel ¥ J f
Massa 1 0 0
Quantidade Movimento v T pg+pa
Vorticidade o uvVo ®-VV
Energia Cinética k T.V T-VV+pV-§
Energia Interna U Ok T.VV + q"'
Entropia S a \ / \/
K Kk T-VW-PV.-V
o i, = (Vo) + VPV
0 g2 0

Na tabela 1, T é o tensor das tensdes no fluido, u e s a energia interna e entropia especifica do fluido; 0 é
a temperatura, gk € o fluxo de calor por unidade de area e q" fonte ou sorvedouro de calor por unidade de
volume.

As definicbes contidas na Tabela 1 permitem, numa notagdo compacta, o estabelecimento das
equagbes de conservacgao e transporte acima listadas. Para tanto, € necessario a definicdo de equacgbes
auxiliares ou constitutivas para a completa especificacdo das equacdes. Isto aplica-se especificamente ao
tensor de tensdes do fluido, T, ao fluxo de calor por condugéo, gk e as fontes/sumidouros volumétricos de
calor, q’”. As se¢des seguintes abordam estes temas especificos juntamente com uma interpretacéo fisica
detalhada dos termos de cada uma das equacdes de transporte.

A Equacao da Conservacédo da Massa

De acordo com a Tabela 1, a equacéo da conservacao da massa é representada por:

§p+v-p\7:0. (5)
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Ela estabelece que a variagdo temporal da massa por unidade de volume, (kg/s.m3), dentro do volume de
controle infinitezimal é igual a variacdo espacial do fluxo de massa por unidade de tempo, (kg/s.m3), que
cruza a superficie de controle.

Aplicando-se a propriedade distributiva na Eq. (5), tem-se que:

0 = —~ Dp —~
—p+V-Vp+pV-V —+pV:V = 0, 6
ot p ptp Dt p (6)
A forma apresentada na Eq. (6) revela que a variacdo da densidade seguindo a trajetéria de uma particula

de fluido é igual ao produto da densidade pelo divergente do campo de velocidade. Isto implica em dizer
que para um fluido com densidade constante a equacdo da conservacdo da massa se reduz para:

V.V = 0, ™
isto é o fluxo volumétrico que cruza S.C. é identidamente nulo!

A mesma equacgdo (7) ainda é valida para casos especiais onde a densidade do fluido ndo é
constante, mas sua derivada total é, isto é, Dp/Dt = 0. Estas situa¢des ocorrem tipicamente em
escoamentos com estratificacdo. Por exemplo em correntes maritmas ou também em correntes
atmosféricas. No primeiro caso a estratificacdo € devido a variagdo da sanilidade e no segundo esta
associada ao gradiente de temperatura da atmosfera. Nestes casos encontra-se, ao longo de uma linha
de corrente, o valor de p constante mas Vp=0 para qualquer outro caminho que nédo seja uma linha de
corrente, veja representacéo esquemaética na Fig. 1.

ylk
| pEp
| > PT T

X
Fig. 1 — Esc. estratificado, Dp/Dt=0-> V.V=0 logo dp/dt +V.Vp=0 se dp/ot entdo v e Vp sdo ortogonais

A Equacéo (5) é uma equacdao diferencial parcial de primeira ordem cujas forma para um sistema
cartesiano (x,y,z) com velocidades associadas (u,v,w) é dada por:

8_p+8pu+6pv+6pwzo
oo ox oy 0z

As formas como estao expressas as equacdes (5) ou (8) constituem uma boa oportunidade para
associar 0 teorema da divergéncia ao significado fisico da conservacdo de uma propriedade escalar, no
caso a massa. Considerando, por simplicidade, um caso 2D (x,y) com densidade constante, a forma
integral da conservacao da massa é dada por:

Q= ffpV-idA=0. ©)
SC

©)

Os fluxos de vazao massica que cruzam a SC estdo esquematicamente representados na Fig. 2. Cada
face da S.C. é associada aos pontos cardiais, [n], [s], [I] e [0] ; assim por exemplo [n] representa a face
superior na direcéo y e [0] a face esquerda na direcéo x.
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- - N {(pu)-{-%/ﬁx}wﬁy

[0]

(pv)-

[s]
AX
AX

< [
< »

Fig. 2 — Representagdo esquematica dos fluxos vazdo massica na S.C.

Os fluxos de vazédo massica que cruzam as faces [0] e [s] sdo:

—(pu)- Ay, —(pv)-Ax, (10)

considerando um incremento infinitezimal nas dire¢Bes x ey, os fluxos que cruzam as faces [l] e [n] s&o:
d(pu) } a(pv)

u)+—=AX;-Ay , V)+——=Ay - AX, 11

{(p )+ y (pv) oy Y (11)

Com os fluxos expressos pelas Egs. (10) e (11) é possivel determinar o fluxo total que cruza as faces do
V.C.,

opu  OpVv
=1 P L AxAY =0. 2
Q{8X+5}Xy 12)

A lado esquerdo da Eq. (12) pode ser identificado com o divergente do produto entre a densidade e o
campo de velocidades do fluido, conforme decorréncia da transformacéo da integral de superficie em
volume pelo teorema da divergéncia:

Q= §fpV-ii-dA=§V-(pV)-dv=0. (13)
SC VvC

Do ponto de vista fisico, tomar o divergente de pV equivale a avaliar o fluxo liquido de massa que cruza
um volume de controle infinitezimal.

A Equacao do Transporte da Quantidade de Movimento

A terceira lei de Newton é vdlida para um sistema e expressa que a taxa de variacdo de
guantidade de movimento de um sistema € igual a somatoéria das forgcas externas que atuam no
sistema

dv B
m-——-— =YF
dt > ext

sist.

A extensdo da terceira lei de Newton para materiais continuamente deformaveis (fluido), passa pela
translacédo das propriedades do sistema para aquelas medidas a partir de um volume de controle. Esta
transformacéo é feita pelo Teorema de Transporte de Reynolds. Tomando-se por forcas externas o tensor

6
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de deformacéo do fluido, a forca de campo gravitacional e a aceleragdo ndo inercial do referencial do
sistema, o balanco de forcas na forma integral fica sendo:

f agtv dv + ﬁpv(v n)dA §T-ndA+ fffpgdv — fif pa,dv.

V.C. S.C V.C. V.C.

Por meio do teorema da divergéncia chega-se a sua forma diferencial conservativa, coincidente com
aguela indicada na Tabela 1,

%(pV)+V-(pVV)=V-T+p-Q—p-ﬁ,, (14)
e a ndo conservativa por:
DV -

O lada esquerdo das Eq. (14) e (15) representam, respectivamente, a taxa de variacdo da
quantidade de movimento que cruza a S.C. por unidade de volume (conceito Euleriano) ou a aceleracéo
seguindo-se a trajetoria uma particula de fluido (conceito Lagrangeano). O lado direito das Egs. (14) e (15)
representa o somatério das forcas externas, por unidade de volume, atuantes no V.C., neste caso
representadas pelo tensor de tensées do fluido, T, devido ao campo hidrostético e as deformacdes do
fluido, pela forga de campo gravitacional, g e também por uma aceleracao inercial, caso o referencial das
velocidades ndo seja inercial. Forcas de campo de natureza elétrica, eletro-magnética, centrifuga, por
exemplo, poderiam ser representadas na forma genérica por meio de uma funcéo potencial e adicionadas
linearmente no lado direito das equacgdes. A aceleracdo inercial é devido ao movimento relativo do
referéncial do sistema em relagdo a um referencial inercial. Como os movimentos de translacao e rotagao
entre referenciais sdo independentes, a aceleracao inercial é dada em funcéo destes,

9=
a _ R + d—Qx? + 20xV + Qx(er)
dt? dt

onde R é o vetor posicao entre referenciais, Q é a rotagdo do referencial ndo-inercial e r € o vetor posi¢éo
do referencial ndo-inercial a um ponto qualquer no seu dominio, conforme indiacado na Fig. 2. O primeiro
termo do lado esquerdo representa a aceleragéo translacional, o segundo termo a aceleracéo angular, o
terceiro e quarto termos representam, respectivamente, a aceleracéo de Coriolis e Centrifuga.

As Equacdes (14) e (15) sdo equacdes vetoriais, isto €, possuem trés componentes, uma para cada
direcdo. Elas constituem um sistema de equacdes diferenciais parciais ndo lineares devido aos termos
inerciais. Considerando um referencial inercial e um sistema cartesiano, (X,y,z), com velocidades
associadas (u,v,w), as componentes da Eg. (14) sao:

a(pu) . d(puu) . a(pvu) . dlpwu)  aT,, . 0Ty T

ZX .
o x| oy x0T e
o(pv) + o(puv) " o(pwv) N opwv) _ Ty + My ¥ Moy +p-g (15b)
ot ox oy oz ox oy oz v
oT
opw) , dlpuw)  alpvw)  alpww) 8T,  Tyz 0Ty, 0-g,. (15¢)
ot OX oy 0z OX oy oz
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Figura 2 — Representacdo do referencial N&o-Inercial (x,y,z) deslocando-se com velocidade linear e
angular, dR/dt e QQ, com relacéo ao referencial Inercial (X,Y,Z).

As equacdes (15a) a (15c¢) representam a conservagdo de quantidade de movimento nas direcdes
X, Yy e z, respectivamente; gx, gy € g- representam as componentes do vetor acelera¢do da gravidade nas
direcdes (x,y,z) e Tij representa a componente do tensor das tensdes do fluido que age num plano cuja
normal é paralela a diregao ‘i’ e cuja diregao é paralela a diregao .

A forma diferencial da Eq. (15) encobre o significado fisico dos termos a ela associados. O processo
de reducgédo do V.C. a um volume infinitezimal ndo dissocia o significado que os termos de transporte e do
tensor das tensfes possuia no caso macroscopico. A se¢do que segue discute esta similaridade.

Interpretacdo da Fisica dos Termos Convectivos e do Tensor das Tens8es

Os termos convectivos ou de transporte estdo representados na forma Integral por meio da Eq. (16)

P=§pV-n-dA= §V-dm, (16)
sc sc

ela representa o taxa de quantidade de movimento que cruza a SC. A variavel P é de natureza vetorial e
sua componente na dire¢cao x é dada por:

P, = fpu-V-ndA. 17)
SC
Considerando um caso 2D (x,y) por simplicidade, os fluxos Px que cruzam a SC séo esquematicamente

representados na Fig. 3. Cada face da S.C. é associada aos pontos cardiais, [n], [s], [I] € [0] ; assim por
exemplo [n] representa a face superior na direcdo y e [0] a face esquerda na direcao x.



, {(pv)u+%Ay}-Ax

2> Transporte

[n]

U

Ay {puluj-oy —— - . {(pU)u +a(gz)qu}-Ay
[o]

[s]

(pv)uj-Ax —>—

< AX >

Fig. 3 — Representacdo esquematica dos fluxos de quantidade de movimento na direcao (x)

Os fluxos de quantidade de movimento na direcdo (x) que cruzam as faces [0] e [s] s&o:

—{(pu)uj- Ay, —{(pv)u}- Ax, (18)
considerando um incremento infinitezimal nas dire¢6es x e y, os fluxos que cruzam as faces [I] e [n] s&o:
{(pu)u + G(Q_i)u Ax} Ay {(pv)u + % Ay} -AX, (19)

0s termos entre parentesis estdo associados aos fluxos de massa que cruzam as superficies enquanto
que o produto destes fluxos pela velocidade na direcdo (x) resulta na quantidade de movimento na diregédo
paralela & velocidade.

Com os fluxos expressos pelas Egs. (13) e (14) é possivel determinar Px,

opuu apvu
P, = AXA 20
x { ox oy } Vi (20)

de modo similar pode-se mostrar que os fluxo de quantidade de movimento na dire¢éo y, Py, é dado por:

apuv opvVv
Py =
OX oy

As Equagbes (20) e (21) mostram que o fluxo liquido de quantidade de movimento que cruza a S.C.
constituem o vetor P. A associacdo entre a forma diferencial dos termos convectivos a forma integral fica
entdo estabelecida. Esta associagdo é também uma manifestacdo da transformacdo da integral de
superficie em integral de volume pelo teorema da divergéncia.

} AXAY (21)

O fluxo de quantidade de movimento que cruza cada face da S.C. tem natureza tensorial. Isto &,
para defini-lo é necesséario uma area (no caso face) e uma dire¢éo. Este tensor é formado pelo produto
diadico dos vetores velocidade,

W = pVV = puju; =| P PVY
puv  pwv |’

logo o fluxo de quantidade de movimento que cruza a S.C. pode ser expresso pela divergéncia de W no
V.C. utilizando o teorema da divergéncia:

P = {pVV-dA = §V-(pVV)-dv. (22)
SC VvC

Reconhecendo que o divergente de uma grandeza tensorial € um vetor, as componentes V.W constituem
o fluxo de quantidade de movimento por unidade de volume, p:
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opuu  Opvu
opu ju; p ox oy
p=V-W > p; :_aj ou {px}: dpuv  Opwv 23)
Xj y p + p
oX oy

Do ponto de vista fisico, tomar o divergente de pVV equivale a avaliar o fluxo liquido de quantidade de
movimento, por unidade de volume, que cruza um volume de controle infinitezimal. O operador diferencial

divergente aplicado a um tensor reduz sua ordem, e neste caso, fornece as componentes do vetor
quantidade de movimento.

O tensor das tens8es T no fluido possui interpretacdo similar. Neste caso ele representa as forcas
externas que agem na S.C. cuja resultante é avaliada na sua forma integral por

J=§T-ni-dA. (24)
SC

Considerando um caso 2D (x,y) por simplicidade, a for¢a resultante na dire¢éo x devido ao tensor T esta
esquematicamente representada na Fig. 3. Como nos casos anteriores, cada face da S.C. é associada
aos pontos cardiais, [n], [s], [l] e [0] .

w Tty —— S |, {Txﬁim}m

[0]

[s]
Ty - Ax

4+— AX —»

Fig. 4 — Representacdo esquematica das forcas atuantes na dire¢éo (x) devido ao tensor T.

Coletando as componentes de T atuantes em cada face da S.C. na direcéo (x) obtém-se a for¢ca resultante
nesta direcéo:

0Ty OT
J, =124 L Axay, (20)
OX oy
de modo similar pode-se mostrar que a for¢a resultante na direcéo (y), devido ao tensor T é dada por:
oT oT
y =1L+ Axay . (21)
OX oy

As equacdes (20) e (21) sao as forcas resultantes nas direcdes (x) e (y) respectivamente, causadas pelo
tensor das tensdes T. Resultado equivalente pode ser encontrado aplicando-se a transformacao de integral
de area para volume,

J=§T-Ai-dA=fV-(T)-dv. (22)
SC VC

10
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O lado direito da igualdade mostra que as componentes da forca resultante, por unidade de volume, sédo
expressos por:

0T, OTyx

~ aT;i Jx x oy
J:VT N j.:_‘ ou |: :|: (23)

X Wyl |y Ty

OX oy

Do ponto de vista fisico, tomar o divergente de T equivale a avaliar a for¢ca resultante produzida pela
acdo da tensdo, por unidade de volume, que atua numa superficie de controle infinitezimal. O operador
diferencial divergente aplicado a um tensor reduz sua ordem, e neste caso, fornece as componentes do
vetor da forga resultante.

Equacéo Constitutiva para o Tensor das Tensdes, T

Para definir completamente as Eqgs. (15a) a (15c) € necessério estabelecer uma dependéncia entre
o tensor de tensdes no fluido, T, e o tensor de deformacgdes, S, correspondente ao campo de velocidades.
A equacao que estabelece a dependéncia entre T e S € denominada por equacado constitutiva do fluido.
Uma discussdo em maior profundidade sobre equagfes constitutivas serd adiada para um proximo
capitulo. No momento serd apresentado a equacao constitutiva que estabelece uma relagéo linear entre
T e S, também conhecida como equagédo constitutiva para um fluido Newtoniano. A denominagéo de fluido
Newtoniano também é frequente na literatura. Ela refere-se a fluidos com comportamento linear entre T ,
QesS:

T=—P +2Q+2uS, (24)

onde p e A sdo coeficientes de proporcionalidade entre T, S e Q denominados por primeiro e segundo
coeficientes de viscosidade do fluido, P, Q e S séo, respectivamente, os tensores da pressao hidrostatica,
divergéncia de volume e a parte simétrica do tensor de deformacéo do fluido, dados por:

P 0 O V.V. 0 0 T
P={0 P 0| Q= 0 V.V 0 sz—[vvva],
00 P 0 0 V-V 2

onde P é a pressdo termodinamica do fluido,e V-V, VV e VVT representa o divergente, o gradiente e
seu transposto do vetor velocidades.

Por conveniéncia, as componentes de S em coordenadas cartesianas (X,y,z), Sdo:
(auj ou v (6u aw]_
2— —+— —+—
oX oy OX 0z OX
1{(ov ou ov ov ow
S=—||—+— 2— —+—
2|\ ox oy oy oz oy

5% 55 (%)
—+— —+— 2—
oX 0z oy oz 0z

A relacdo entre 0 segundo coeficiente de viscosidade e o primeiro € dada pela hipétese de Stokes:

2
h=—Z
M

e u é também conhecido como a viscosidade dinadmica do fluido.

O tensor das tensdes T é representado de forma mais compacta em notacao indicial cartesiana:

2 ouy ou; Ou;
Pt — . (25)

p.5: 8K s 4
h) 3M6Xk h) an 6Xi

Ti,j =

11
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Reconhecendo que o tensor T é composto por duas parcelas: uma devido a pressao termodinamica
e outra devido ao movimento do fluido, denomina-se por T’ o tensor de desvio das tensdes para
caracterizar a parcela devido ao movimento do fluido,

: 2 ou ou; Ouj
Tii=—SpSk.s gy S T 26
R L R oXj X (€

Para fluidos incompressiveis, V-V= 0, o tensor das tensdes simplifica-se para:
an

ou;
Ti,j:_P'Si,j-i_M a:-l-@—xl . (27)

Simetria do Tensor das Tensfes do Fluido, T

Uma importante propriedade que o campo de tensdes do fluido apresenta é sua simetria em relacéo
a diagonal principal, isto é, o tensor T € simétrico,

Tx,y :Ty,x
Ty,Z :Tzly . (28)
Tz,x :Tx,z

A relevancia desta propriedade reside no fato que a simetria do tensor deve ser atendida por
qualquer tipo de fluido e que portanto qualquer lei constitutiva que relacione o campo de tensdes com o
campo de deformagdes do fluido deve atende-la.

A demonstracdo desta propriedade parte do postulado que o torque resultante aplicado a uma
particula de fluido seja nulo. A equacédo de conservacdo da quantidade de movimento angular do sistema
€ obtida considerando-se que a variagdo da quantidade de movimento angular do sistema € igual a
somatéria dos torques externos aplicados ao sistema,

p%(i(x\?):z(ixﬁeﬂ), (29)

onde X é o vetor posicdo que liga a origem do referencial a particula de fluido. Considerando que as
forcas externas que geram momentos séo as forcas de superficies, representadas pelo tensor das tensdes,
T, e pela forca de campo, g, entdo com o auxilio da Eq. (15) a Eq. (29) passa a ser:

p%(ﬁxV)zv-(xxT)+(f(xp§). (29)
Aplicando-se a propriedade distributiva no primeiro termo da Eq. (29), tem-se que:
p)q(xw + pVxR()?): V-(Y(XT) + ()?xp@) (30)
Dt E))t

mas reconhecendo-se que o segundo termo € nulo uma vez que V x D)?/Dt € o produto vetorial entre
dois vetores idénticos, a Eq. (30) toma a forma:

DV B, ,
Xx{pﬁ - pg}: V'(XXT) . (31)

O divergente do produto vetorial entre o vetor posicdo X e o tensor T é um vetor cuja representacdo em
notagdo indicial da componente na direcdo r é:

) ; 0
V'(XXT)r ZSrZZ%Sj’k’r;(Xk 'Ti,j)’
1)

12
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em termos das direcdes 1,2 e 3, a componente (1) do vetor resulta das variagcdes que os indices j, k e i
assumem quando r = 1, conforme mostrado abaixo:

V-(%xT), =

{ai;l( 3 'T1,2)+6Xi2(><3 'Tz,z)+%(xs 'Ts,z)}{a%l( 2 'T1,3)+£(X2 'T2,3)+£(X2 'Ts,s)}

aplicando o operador de diferenciacdo nos produtos e coletando os termos semelhantes, tem-se que:

V- (xxT), =

Xs'{ﬂ(Tl,z)Jri( 2,2)+i( 3,2)}”‘2'{;1 (T1,3)+i( 2,3)+1(T3,3)}+[T3,2—Tz,s]’

0Xq OX, 0X3 _1 OX 5 0X3

mas reconhecendo-se que os dois primeiros termos do lado esquerdo resultam da componente na direcédo
(1) de (7( X VT)l, isto &,

V(XXT)]_ = ()_(XVT)]_ + lTS,Z —T2,3J, (328.)
de maneira similar, as componentes nas direcfes 2 e 3 sdo:

V- (Y( X T)Z = ()_( X VT)Z + |_T3’1 — T1’3 J, (32b)

V(Y(XT)3 = (XXVT)3 +|_T2’1—T112J, (32C)

Substituindo-se a Eq. (32) na Eq. (31), tem-se que a componente na dire¢do (k) da Eq. (31) passa a ser:

__| bv B,
XX|:pE -V-T - pg:| = gi,j,kTi,j . (33)

0 J9

O torque exercido numa particula de fluido é igual ao lado direito da Eqg. (33). Observa-se que cada
componente do torque é nulo uma vez que ele resulta do produto vetorial entre X e a Equacgdo da
conservagdo da quantidade de movimento. Em vista que o lado esquerdo da Eq. (33) é nulo seu lado
direito também deve ser, portanto

8i,j,kTi,j =0 ,

isto somente é verdadeiro se o tensor T for simétrico, Tij= Tji , como afirmado na Eq. (28).

As Equacdes de Navier-Stokes

As equacdes de transporte de quantidade de movimento expressas pelas tensdes do fluido, Eq.
(14), aplicam-se a qualquer classe de fluidos desde que seja especificado uma equacédo constitutiva para
o fluido. As equacBes de Navier-Stokes sdo obtidas a partir da substituicdo da equacéo constitutiva para
fluido Newtoniano, Eq. (25) na Eq. (14). Desta forma, pode-se dizer que elas particularizam a equacgéo de
transporte de quantidade de movimento no sentido destas serem aplicaveis somente para fluidos que
exibem comportamento linear entre T e S, ou seja, fluidos Newtonianos.

A forma mais geral da Equacdo de Navier-Stokes é mostrada na Eq. (28). Ela aplica-se para
escoamentos com propriedades fisicas variaveis, isto €, p e u podem variar em todo o campo do
escoamento,

%(pv)Jr V. (pVV): -VP —%V(HV . \7)+ V- (2uS)+ p-g. (34)

Lambrando-se que a Equacdo de NS é um modelo baseado em principios fisicos fundamentais, sua
formulacédo constitui um dos grandes sucessos da mecanica dos fluidos. Ela vém sendo estudada, testada

13
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e aplicada nos mais diversos fenémenos fisicos que envolvem transporte de fluidos por mais de um século
sem haver sido contestada.

A forma geral da equagcdo de NS pode ser simplificada se sua aplicagdo for para fluidos
incompressiveis com propriedades constantes, neste caso a Eq. (28) se transforma para:

%(pV)+V~(p\7\7):—VP+2pV-S+pQ. (35)

Para propriedades constantes, existe a identidade entre o tensor de deformagbes e o campo de
velocidades,

V.25 =V W+ vV |=v2V+v[v.V] (36)

Substituindo-se Eg. (30) na Eq. (29), chega-se uma das formas mais populares da eq. de NS para fluidos
com propriedades constantes,

%(p0)+ V- (p\7\7)z -VP + MV2\7 +p0, (31a)
ou na forma nao-conservativa,
p%:—VP+MV2\7+pQ. (31b)

O significado de cada termo da Eq.(31) € dado como segue: primeiro termo é a variacdo da
guantidade de movimento que também pode ser entendido como a for¢a por unidade de volume de uma
particula infinitezimal visto que € o produto da densidade pela aceleracdo material; 0 segundo e terceiro
termos referem-se as forgas de superficie que atuam no volume de controle infinitezimal, eles representam
a acdo das forcas resultantes do tensor das tensdes no fluido que esté sub-dividido em duas partes: uma
resultante do campo de pressBes e outra devido as deformacdes dada pelo campo de velocidades;
finalmente o quarto termo representa a for¢ca de campo gravitacional por unidade de volume.

Em termos das componentes (u,v,w), a Eq.(31) € escrita

[ A2 2 2
olpu) , olpuu) , dlpvu)  dlpwu) _ &P | |0%u 0% otu), o
ot x oy e X |ox? oy o

M2 2 2
a(pv)+a(puv)+a(pvv)+a(pwv):_a_Pw o°v , 0°v 0% p-g,. (32b)
at  ox oy oz oy | ox* oy? oz?

a(pw) . d(puw) . d(pvw) . olpww) o .\ MFZW o*w  o%w

+ + +p- . 32c
a x| oy oz oz x| ay? 522} P8z (529

Com o auxilio da identidade vetorial:
. \V ~ ~

pode-se escrever uma forma alternativa a Equacdo de NS aplicada para fluidos com propriedades
constantes. Substituindo-se Eq. (33) na Eq. (31b), tem-se que:

%+V{£\%)+E+gzj:vvz\7+\7x€o (34)
p

onde » € a vorticidade definida na Eq. (35). Deve-se enfatizar que a informacéo contida na Eq. (34) é a
mesma daquela contida na Eq. (31), entretanto este formato é conveniente para destacar que os termos
associados a energia mecanica do fluido, isto é, energia cinética, trabalho de presséo e energia potencial
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se conservam desde que o0 escoamento seja isento de vorticidade e de viscosidade. Neste caso, para um
escoamento em regime permanente, a Eq. (34) se reduz a conhecida equacao de Bernoulli:

2
% +P +pgz = constante (34)

Equacédo de Transporte da Vorticidade

O campo de escoamento pode ser expresso tanto por meio do balanco da quantidade de movimento
linear quanto pela variagcdo da velocidade angular das particulas. Frequentemente determinados
fenbmenos em fluido-dindmica sé&o facilmente visualizados por meio da rotacdo do fluido ao invés das
varidveis primitivas U,V,W e P. No entanto deve-se enfatizar que tanto o conceito de transporte da
vorticidade como o transporte de quantidade de movimento contém a mesma informacao pois a equacao
da vorticidade € obtida a partir de uma transformacao linear da equacédo de quantidade de movimento.

A vorticidade @ é definida por meio de um conceito cinematico:
d=VxV, (35)

que expressa o vetor @ como sendo igual duas vezes a frequéncia de um elemento de fluido em estado
de rotagdo. Partindo-se da Eq. (34) e aplicando-se o operador rotacional em ambos os lados da equacao

temos:
4Z_V)+VxV|:@+E+gZ}ZVVZ(VXV)+VX(\7XGJ), (34)

p

mas reconhecendo-se que a aplicagdo do rotacional ao gradiente de uma funcdo fornece um resultado
nulo, isto € VxV¢ =0, a Eq. (34) passa a ser,

%—Vx(Vxﬁ)):VVZEJ. (35)

Por sua vez, o segundo termo do lado esquerdo da Eg. (35) pode ser decomposto em:
Vx(Vxd)=V(V-0)-a[V-V)-V-(Va)+ o (VV) (36)
Para um fluido incompressivel, V-V=V-%=0 e, com a ajuda da Eq. (36) a Eq. (35) passa a ser:

%+\7-vco:60-V\7+vv26>. (37)

Observe que o primeiro termo é a derivada substantiva da vorticidade. Portanto a taxa de variagdo da
vorticidade seguindo uma particula é igual a difusdo da vorticidade mais um termo correspondento ao
produto ®- VV . Este termo corresponde a criagéo ou destrui¢do de vorticidade e é Unico na equacgéo de
transporte de vorticidade. Vamos mostrar a seguir que ele é proporcional a parte simétrica do tensor de
deformacdes.

Para demonstrar esta propriedade decompde-se o tensor deformagédo em suas partes simétricas e
anti-simétricas, S e R, respectivamentef;

®»VW=0-S"+-R".

O tensor S por ser simétrico € igual ao seu transposto, ST = S e o tensor anti-simétrico R é igual ao negativo
de seu transposto, RT = -R. A equacgédo acima pode ser re-escrita por:

tvW=S"+RT e VV'=S+R
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®»-VV=6-S—®-R. (38)

As componentes do tensor R, por ser anti-simétrico podem ser expressas pelas componentes do vetor
vorticidade,

1
Ri,j = Egi,j,kmk '

entdo o produto,
o; - RLk = Egi,j,kmj(’ok’

mas a ordem dos indices j e k no tensor alternante &ijx pode ser trocada sem alterar o sinal da igualdade,
1

Esi’j’kmj(ok = Esi,k,jcoj(ok,
Invertendo-se mais uma vez a ordem dos indices i,,j,k, obtem-se uma mudanca de sinal porque o tensor
alternante ijx € anti-simétrico. Portanto chega-se a igualdade:

(Di'Rj,k =

1 1
; - Rj,k = _Egi,j,kmj(’ok = Esi.j,kmj(’ok .
A igualdade é verdadeira somente se ambos os lados forem identicamente nulos. Consequentemente
oi.Rjx = 0; somente a parte simétrica de i.Si,j, contribui na Eq. (38). Entdo, a equac¢éo da conservacédo de
vorticidade, na sua forma ndo-conservativa, é expressa por:

%D+\7-V(TJ:(Y)-S+VV26). (392)
ou na forma conservativa,
aﬁ)?w+V~<pCo\7)=p6)-S+uV-V(B. (39b)

Comparando-se a equacéo da vorticidade, Eq. (39), com a equacao de transporte de quantidade de
movimento em varidveis primitivas, nota-se duas importantes diferencas: a auséncia do termo de presséo
e o aparecimento de um termo fonte: ®-S. A auséncia dos termos de presséo é porque foi tomado o
rotacional em ambos os lados da equacgédo de quantidade de movimento, e VxVP =0. O termo fonte
adicional revela um mecanismo de produc¢éo ou destruicdo de vorticidade ndo possivel de ser identificado
em formulagcdes com variaveis primitivas. No entanto, o campo de velocidades determinado pela
formulacdo com variaveis primitivas coincide com aquele determinado a partir da vorticidade. Nas se¢fes
seguintes serdo discutidos alguns aspectos relativo ao termo de producéo de vorticidade e a equacao da
presséo.

O Termo de Producéo de Vorticidade

A Equacdao (37) mostra que o transporte de vorticidade é balanceado pela difusao da vorticidade e
pelo termo de produgdo ou destruicdo de vorticidade, ®-S. Este mecanismo, ndo revelado pela
formulagdo com variaveis primitivas, representa uma amplificagdo e uma rotagao ou redistribuigdo do vetor
vorticidade pela taxa de deformacg&o. As componentes vetoriais do termo de producdo s&o dadas nas
relacdes abaixo:

Oy | | Syx Syx S,y Oy Syx +coySyX +0,S,,
xy  Syy Sz |=| 0xSyy +OySyy + 0,5,y |, (40a)
®, | | Sy, SyZ S, 0y Sy, +(nySyZ +0,S,,

ou, de forma mais compacta, sua componente na dire¢ao (i) em termos da notacao indicial é representada
por:
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. 1(ou, ou;
(©-S), =w,-S;; onde S;; == —+—|. (40b)
2| Ox i OX;

Pode-se constatar na Eqg. (40) que cada componente vetorial do termo de produgéo é constituida por duas
parcelas: uma representando a redistribui¢cdo de vorticidade e outra devido ao estiramento da componente
da vorticidade. Tomando-se como exemplo a componente na direcdo z da Eq. (40a) tem-se que as

parcelas:

O3Sy, +0ySy,
representam uma redistribuicdo do produto vorticidade-deformacéo que ocorrem nos planos x e y para a
componente (z) da equacédo da vorticidade. Por sua vez o termo:

0,5,

representa o alongamento da componente de vorticidade na direcdo z dado pela deformacao na mesma
diregao, ‘vortex stretching’.

De modo geral, a vorticidade pode ser amplificada se a Sij>0, por outro lado ela pode ser reduzida
caso Sij< 0. Este termo de producéo ou destruicdo de vorticidade ocorre somente em escoamentos 3D.
Para escoamentos 2D o vetor vorticidade possui apenas uma componente ndo nula na direcdo normal ao
plano do escoamento enquanto que o tensor deformacao tem componentes ndo nulas somente aquelas
que correspondem ao plano. Por exemplo, um escoamento no plano (x,y), apresenta somente a
componente . diferente de zero e o tensor deformacdo tem somente as componentes Sxx , Sxy Syx € Syy
nao nulas,

S« Sw 0] [0
S,, 0|=[0
o, || 0 0 0] |0

yX
, (40a)

consequentemente, um campo 2D ndo consegue redistribuir ou alongar o vetor vorticidade.

A Equacéo da Presséo (fluido incompressivel e viscosidade constante)

A partir do campo de vorticidade o campo de pressdes pode ser determinado. Considere a Eq. N-
S para um fluido com propriedades constantes, isto é, p e p constantes. Tomando-se a divergéncia de
ambos os lados:

v-{ﬁ\”/+\7-vvz—v(9j+vv2\7}, 41)
ot p

denominando-se a divergéncia do campo de velocidade por A, isto €, A=V -V = 0, Eq. (41) é re-escrita
em funcéo de A:

%(A)+V~[\7-V\7J:—V-V[£)+VV2(A), (42)
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Com o auxilio das identidades ® pode-se demonstrar que o termo V - (\7 . V\7) passa a ser:

V-(V-VV)=V-V(V-V)+(VW'):(VV) = (VWT): (V) . 43)

Reconhecendo-se que o gradiente de velocidades é representado pelo tensor de deformacédo S (simétrico)
e pelo de rotacédo R (anti-simétrico)

VvV =S+R :%(V\7+V\7T)+%(V\7—V\7T)
S R

VV=S+R"=4(VW+W')-4(VW-W")

S RT=-R
entdo o produto escalar do tensor deformacédo também pode ser expresso em funcdo de suas partes
simétrica e anti-simétrica:
—\T _
VV) :(VV)=(S+R):(S+RT)=(S:S)+(S:RT)+(R:S)+(R:R")=(S:S+R:R"),
(VV) £(VV) = (5+R): (S+RT) =( >+(_0)+<_0)+( J=(S:5+R:R")

0s termos nulos sdo em virtude do produto entre tensores simétricos e anti-simétricos e o Ultimo termo &
reconhecido como a magnitude do vetor vorticidade,

2
. ou, . Ou. Ou.
(RT:R):—(R:R):—E oup M| 1fou oMy 1pou oy :_£|(52,
2 8xj ox. | 2 axj OX. 41 OX. OX. 2

T -
ent&o o termo (VV) :(VV) fica representado por:
V.(\7.V\7):(VVT):(VV)zs:S—%|w|2 (44)

Substituindo Eq. (44) na Eqg. (42) chega-se a forma da equac¢do da pressao em termos do divergente da
velocidade, isto €, em funcéo de A:

O (A)+2(VA)-V+S: S—1|co|2 A2 =-1y2p L w2(a). (46)
ot 2 p
Como o divergente de V é nulo, isto é, A=0, a Eq. (46) simplifica-se paras$:
ou. ou.
—1V2p=SZS—l|®|2=—J% (47)
p 2 OX; 0X;

A equacéo (47) define o acoplamento entre o campo de pressdo e o campo de velocidades via
tensor de deformacdo e o mdédulo da vorticidade. Nota-se que a pressao € governada por uma equacao
de Poisson e ndo depende da viscosidade! Uma vez conhecido-se o campo de vorticidades pode-se
determinar o campo de presséo.

® A identidade é obtida com o auxilio das relacdes:
V-TV)=vTT)VeTT v

V(v )=v(v.V)

VW =(VW)V+(v-V)V

2 2
. ou. . ou. - ou,
§5;3_1|0)|2:l oup M| _Lpou o) _ou ol
2 4 ox;  OX oX;  OX, OX; OX,
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Equacéo similar a Eq. (46) foi também utilizada por Harlow & Welch (1965) para descrever o
acoplamento entre o campo de pressdo num método numérico com variaveis primitivas. Ela ou suas
derivacbes sdo extensivamente empregada em métodos de volumes finitos tipo SOLA, SIMPLE,
SIMPLEC, SIMPLEST entre outros.

Em coordenadas cartesianas e bi-dimensional (x,y) & (u,v), a equacdo da pressao toma a forma:

2 2
— 1V2p = (a_uj + 2(8—UJLQJ + (@j (49)
p OX oy \ ox oy

ou, substituindo-se a indentidade fornecida pela equacao da conservacao de massa,

(B3] -o~(ET 5] (213

chega-se a sua forma alternativa:

B ERE

Equacao de Transporte da Energia

A equacéo de transporte de energia térmica é obtida a partir da primeira lei da termodinamica:

dE
— =Q-W (52)
dt sist

que estabelece que a variacao de energia E para um sistema é igual a soma dos fluxos de calor e trabalho
que cruzam a fronteira do sistema. Na formulacdo da primeira lei, segue-se a convec¢éo de sinal: o calor
recebido e o trabalho exercido pelo sistema s&@o positivos por sua vez, o calor rejeitado e o trabalho
recebido pelo sistema sdo negativos. Entende-se por trabalho qualquer transformacéo cujo efeito final
possa ser representado pela elevacédo de um peso (Reynolds, 1977).

Em termos das taxas temporais da variagdo dos fluxos de energia a primeira lei pode ser re-escrita
como:

[[][j p%dV+D]pe(\7-ﬁ)dA= [ﬂqk -ﬁdA+[[ﬂq"'dV—[[jw-ﬁdA , (53)
V.C. S.C. S.C. V.C. S.C.

que estabelece que a taxa de varia¢do de energia por unidade de volume (pe) (Watts/m3), é igual a soma
dos fluxos de calor e trabalho que cruzam a superficie e dos fontes e sumidouros de energia por unidade
de volume (Watts/m3), q”. Eles representam a energia térmica liberada ou absorvida por reagdes
guimicas.

Observe que enquanto Q e W mostrados na Eq.52 representam energia por segundo e sdo de natureza
escalar a representacdo na forma integral e faz uso da energia especifica, e, e expressa

Aplicando-se o teorema da divergéncia, chega-se a forma diferencial da equacéo da energia:

De .
poo =V (3, -W)+q", (54)
Dt
Os modos de energia a serem considerados serdo aqueles mais comuns a sistemas térmicos: energia
cinética, energia potencial e energia interna. Assim, a energia especifica ‘e’ passa a representar estas
parcelas como indicado:
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e=0+=-V-V+§-T, (55)

N |-

onde r é o vetor posicdo. Finalmente o termo fonte, q", representa as fontes e sumidouros de energia por

unidade de volume (Watts/m3) dentro do V.C. provenientes, por exemplo, da energia liberada por reacdes
guimicas.

Substituindo-se os modos de energia na Eg. (54) tem-se *);

p%+p2[1\~,.\~,)+(pg.v):v-(ak—w)+q--- . (56)

Para concluir a equagdo de conservacdo da energia € necessario constituir leis fisicas que
representem o fluxo de calor e de trabalho de deformacéo do fluido assim como adequa-los a convengéo

de sinal dos fluxos de energia da primeira lei.

Equacao Consitutiva para Fluxo Calor

O fluxo de calor §y que cruza a S.C. é dado pela lei de Fourier,
Gy =—(~k-V0) (57)

onde k é a condutibilidade térmica do fluido e 6 é sua temperatura. O sinal negativo a frente da Eq. (57) é
para satisfazer a convenc¢éo de sinais dos fluxos de calor da primeira lei: calor rejeitado pelo sistema é
positivo e calor recebido pelo sistema é negativo. Isto, expresso em termos do vetor normal a SC, do
elemento de area e do fluxo g« € dado pelas relagées:

AA >0 calorrejeitado pelo sistema
AA <0 calorrecebido pelo sistema

Ol Ol
~ X

e representado na figura 5.

ambiente n

Ok

S.C.
sistema

Fig. 5 — Representagdo do fluxo de calor cruzando a superficie de controle

Equacdo Constitutiva para o Trabalho de Deformacé&o do Fluido

O trabalho por unidade de tempo e unidade de area devido a deformagéo do fluido é dado pelo divergente
do produto entre o tensor das tensfes do fluido e a velocidade:

W=-(T-V). (58)

O sinal negativo a frente da Eq. (58) € para satisfazer a convencao de sinais do trabalho na primeira lei:
trabalho realizado pelo sistema é positivo e trabalho recebido pelo sistema é negativo. As figuras 6 e 7

~ O termo de energia potencial: D(gr)/Dt =gDr/Dt pg. g é constante. Do ponto de vista Lagrangeano, ser é

0 vetor posi¢céo, entdo Dr/Dt é a taxa de variacdo de r seguindo-se uma particula, ou seja a velocidade,
assim, D(gr)/Dt = g.V.
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ilustram o trabalho exercido pelas forgcas normais e tangenciais que tem como resultado final a elevacéo
de um peso. A Fig. 6 representa um émbolo que desloca um peso devido a acdo das tensfes normais, Th.
A Fig. 7 representa uma placa que desliza pela acao da tensao tangencial do fluido, T:, e eleva um peso
devido a um mecanismo de roldanas. Nas figuras em questéo a direcdo crescente do eixo ordenado e o
sentido do vetor gravidade estdo respresentados. A velocidade, coincidente com o sentido do eixo positivo
€ representada por V em ambas figuras. Considerando a Fig. 6, a tensdo que o émbolo exerce no fluido é
Tn< O(pg. tem o sentido de z < 0) e aquela que o fluido exerce no sdlido é TR, > 0 (pg. tem o sentido de
z>0) de tal forma que To+TR,=0. De forma similar, a tens&o tangencial exercida pela placa no fluido é T; <
0 (pg. tem o sentido de x < 0) e aquela do fluido na placa é TR, > 0 (pg. tem o sentido de x > 0) de tal forma
gue T + TR = 0. Considerando os sinais algébricos devido ao sentido das tensGes, pode-se expressar o
trabalho exercido por elas através de:

AW, = (=T, VAA)
AW, = —(-T{VAA)’

onde T é o tensor que atua num plano normal ou tangencial ao elemento de area AA.

Instante (t) Instante (t + At)

\%

A

Ele\\/;mcéo ¢¢¢¢ I
Iy T

Fig. 6 — Representacgdo do trabalho devido as tensdes normais realizado pelo sistema.

Instante (t) Instante (t + At)
@ O
g
TRt TRt
<+ <«
—> —p
Tt <+ Tt <+
4_
< v v
S e
Elevacéo

— B2 — v

Fig. 7 — Representacéo do trabalho devido as tensdes tangenciais realizado pelo sistema.

O trabalho de deformagédo por unidade de tempo pode ser nulo se as for¢as por unidade de area
representadas pelo tensor T ou a velocidade forem nulas na fronteira do V.C. A afirmativa se verifica
aplicando-se o teorema da divergéncia:

ﬁ:f(V-TV}Z]V= ﬁﬁ~(T‘\7)jA=05e TouV foremnulosem S.C. (59)
V.C. S.C.
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O trabalho por unidade de tempo por unidade de area, W, pode ser decomposto em duas parcelas:
uma devido a pressao termodinamica do fluido e outra devido as deformacdes volumetricas e angulares
do fluido:

W=—[~(P8-V)+(T"V)]|=PV-T-V, (60)

onde 8 é o tensor simétrico de Kronecker, P a presséo termodinamica e T’ o tensor simétrico do desvio
das tensbes.

A funcéo dissipacéo viscosa, ¢

O termo de dissipacéo viscosa, para fluidos Newtonianos, é sempre positivo porque ele pode ser
expresso pela soma de um quadrado de termos como serda visto nesta sub-secéo. Isto implica em dizer
gue para todos os escoamentos existe uma degradacdo de energia mecénica (cinética, pressdo ou
potencial) em energia térmica. Isto é fluidos viscosos degradam energia mecéanica de maneira irreversivel.

A funcéo dissipacéo viscosa advem do desdobramento do trabalho de deformacéo do fluido,
V(TV)=vTTV+TT v =vTV+ TV, (61)

aigualdade é vélida reconhecendo-se que T’ é um tensor simétrico e portanto, T’ = T’. A funcéo dissipacéo
viscosa, ¢ € identificada pelo segundo termo do lado direito da Eq. (61)

b=T"VV, (62)
substituindo-se a definicdo do tensor desvio de tensdes na Eq. (62),
d=T:VV=V-V(5: VV)+2u(S: VW), (63)

onde A é o segundo coeficiente de viscosidade do fluido. Notando-se que (6 : V\7):(8 : S):V-v

porque o tensor de Kronecker é simétrico e que portanto para o produto ser diferente de zero ele deve ser
com a parte simétrica de VV. Neste caso forma geral da funcao dissipagédo para um fluido Newtoniano e
compressivel passa a ser:

o=T: VW =2(vV-Vf +2u(S:VV) (64)

Alternativamente pode-se reconhecer que o gradiente de velocidades é também expresso por suas
componentes simétricas e anti-simétricas. Neste caso a expresséo para a fungéo dissipacdo toma a forma:

¢=T:VV=T"(S+R), (65)

mas, como o tensor T’ é simétrico, entdo o produto T’:R € nulo e a funcéo dissipacdo pode ser expressa
somente pelo produto entre o tensor desvio das tensées e o tensor deformacéao:

b=T"VV=T":S. (66)
Substituindo-se a definicdo do tensor desvio de tensfes na Eq. (xx),
~\2
o=V -Vf +2u(s:S), 67)
A representacdo da funcao dissipacdo dada pela Eq. (64) como aquela dada pela Eq. (67) sdo distintas

porém seu resultado é o mesmo por ambos procedimentos. Em notacéo indicial cartesiana a Eq. (64) é
representada por:

2 U

aXi 5Xj 5Xj aXi

enquanto que a Eq. (67) é dada por:
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2

6U-

o= Yi +ILl Vi Tl (69)
OX;j 2 8x axi

Conforme pode-se observar na Eg. (69), a funcéo dissipacao é sempre positiva porque resulta do
quadrado do produto de fungbes que envolvem derivadas do campo de velocidades. Por outro lado, A
pode ser negativo, como é segundo a hip6tese de Stokes (A =-2/3u). No entanto as condigBes necessarias
para que a funcao dissipacao seja sempre positiva (Warsi 1992) séao:

>0 desdeque 3A+2u>0 e que u>0.

Para referéncia, a funcao dissipagcado em coordenadas cartesianas, é escrita por:

2 2
2 (- UV (av) (W) oU v (oW U (v ow
¢:——H(V-V) +2u +H— | +—| [tY|—F—| | —F+— | +| —F+—
3 ox oy 0z oy oXx oX oz oz oy

onde o primeiro termo esta associado a dissipacéo devido a dilatacdo volumétrica do fluido (inexistente

para fluidos incompressiveis), o segundo a deformacéo linear do fluido e o terceiro a deformagé&o angular

do fluido.

Equacéo de Transporte da Energia Interna

Substituindo-se as equagfes que constituem o fluxo de calor e trabalho de deformagé&o na Eg. (56)
tem-se a equacao de conservagdo de energia interna, cinética e potencial:

DU D 1 — — -  / 1\ m
POt pa(ZV-Vj—(ng)—V~(kV9)—V-(PV)+V~(T V)+q™. (70)
Multiplicando-se a equacéo de conservacdo da quantidade de movimento pelo vetor velocidade, chega-se
a uma versao da equacdo de conservacdo da energia cinética e potencial:

pV- %=—\7-VP+\7-V~T'+p\7-§ (71)

Subtraindo-se a Eq. (71) da Eqg. (70), obtem-se a equacéo de conservacdo da energia interna do fluido
)
Du -
pE:V-(kVG)—PV-V+¢+q”' (72)

onde ¢ é a funcao dissipacao viscosa definida na Eq. (62). Na forma conservativa, a equacao de transporte
da energia interna do fluido é representada por:

8(§tu)+v [puV] v.-[kve]-P (V-\7)+¢+q"' : (73)

O significado dos termos da Eqgs. (72) ou Eq. (73) segue. O lado esquerdo das equacdes representa
a taxa de variacdo da energia interna de um sistema. O lado direito representa o fluxo de calor por
conducgdo que cruza a fronteira do sistema, o trabalho de compressao, a fungéo dissipacdo e por Ultimo
fontes volumétricas (watts/m3) de calor. O trabalho de compressao pode ser positivo ou negativo,
dependendo se o fluido se expande ou contrai; esta variagdo de sinal também indica que a troca entre
energia interna em energia mecanica (pressao) € reversivel. A funcéo dissipagao viscosa vem precedida
de um sinal positivo, ao contrario do que ocorre com a equacao de conservagao da energia cinética. Neste
caso o sinal positivo indica que had uma conversdo direta de energia mecénica (pressao, cinética ou
potencial) em energia interna. A conversao se da de modo irreversivel e degrada a energia mecanica.

A energia térmica do fluido também pode ser expressa por meio de outras variaveis termodinamicas.
Nas préximas sec¢des desenvolve-se a equacao da energia em termos da entalpia, do calor especifico a
volume constante e do calor especifico a pressao constante.

* Chega-se a equacéio da energia interna do fluido reconhecendo-se na Eq. (70) que T’ = T’ pelo fato de
T’ ser um tensor simétrico. Isto permite dizer que V(T’.V)= VT'T.V+T'T.VV = VT . V4T .VV
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Equacédo de Transporte da Entalpia

A equacéo da conservacédo da energia pode ser expressa por meio da taxa de variacao de entalpia
do fluido manipulando-se o termo reversivel de trabalho de pressao: PV.V.

Da equacao de conservacao de massa, pode-se expressar o divergente do campo de velocidades
em termos da taxa de varia¢do da densidade:

V- \7 = _1%, (74)
p Dt
substituindo a definicdo da Eq. (74) no termo de trabalho de presséo:
py.y-_PDp_ D(P) DP )
p Dt Dt\p) Dt

Substituindo-se Eq. (75) na equacgéo da energia interna e reconhecendo-se que a entalpia especifica do
fluido é:

h=(@-+P/p),
chega-se a equacéo de conservagéo da energia em termos da entalpia h do fluido:
Dh DP
—=V-(kVO)+—+¢+7q"". 76
pop =V (kVe)+ - +é+d (76)

Equacédo de Transporte da Energia Térmica em Funcéo d

Gy

Frequentemente é conveniente trabalhar com a equac¢éo da energia em termos do produto entre
temperatura e calor especifico ao invés da energia interna ou entalpia do fluido. Para expressar a equacao
da energia em funcdo da temperatura e do calor especifico a volume constante é necessario reconhecer
gue a energia interna do fluido € uma funcao do volume especifico v e da temperatura 6 (Reynolds, 1977):

au
o0

o ou

du = —| dv+
oV

do = |-P+0 o®
00

] dv+C,do, (77)

0 \Y; v

onde Cv é a capacidade térmica do fluido a volume constante. Tomando-se a derivada substantiva da Eq.
(xx) e multiplicando-se ambos os lados por p, tem-se:
Dv Do
Hp— +pCy — (78)
v

Dt 00 Dt Dt

Reconhecendo-se que:

pﬂ=pM:_l%Ev.\7
Dt Dt p Dt

e também que a derivada da pressdo com a temperatura mantendo-se o volume constante para uma
substancia pura pode ser dada por -);

(79)

o®
o0

_®
, 00

: (80)

B
K

p

~ Esta relacdo pode ser demonstrada por meio das relacdes termodinAmica de Maxwell:

os| oP

O _oF __av/ae‘P , veja Reynolds (1977).
ovlg 00

v ov/oP|
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onde B é o coeficiente de compressibilidade isobarica e k € o coeficiente de compressibilidade isotérmica
definidos por:

p=

= 81
v aPlg ®)

vae

Substituindo-se as definicdes das Egs. (78) a (80) na equacédo da energia em termos da energia interna
do fluido, Eq. (63), chega-se a forma da equacao da energia em termos do calor especifico a volume
constante:

DO B
Cy—=V-(kVO)-6 — +o+q9"" 82
PCv 5, ()[Kj()dw (82)
ou ha sua forma conservativa:

C {agtew (pOV)} -(kve)-e(%)(v-v)+¢+q"'. (83)

Equacéo de Transporte da Energia em Funcéo de Cp

A equacdo da conservacdo da energia térmica também pode ser escrita em termos do calor
especifico a pressao constante e da temperatura reconhecendo-se que a entalpia especifica € uma funcéo
da pressao e da temperatura de uma substancia simples:

oh ch

dh = & do+
olp Py

dP = Cpdo+v[i-0pldP, (84)

onde Cp € a capacidade térmica do fluido a presséo constante e v é o volume especifico. Tomando-se a
derivada substantiva da Eq. (84) e multiplicando-se ambos os lados por p, tem-se:

Dh D6 DP
p— = pCp—+[1-pO}—

Dt Dt Dt
Substituindo-se Eq. (85) na Eq. (76) chega-se a forma final da equacéo da conservacao da energia térmica
em termos do calor especifico a pressdo constante e da temperatura:

(85)

DO DP
Cp—=V-(kVO)-BO—+0d+q"", 86
PCP 5 (kve)-p o o+ (86)
ou na sua forma conservativa:
Cp{agte+v (pev)} -(kVO)—BGB—T+¢+q"'. (87)

Formas Simplificadas da Equacdo da Energia em Termos da Temperatura

Consideraveis simplificacbes podem ser alcancadas na representacdo da Eqg. (87) se forem
realizadas hipéteses sobre o comportamento do fluido e do escoamento.

Para gases perfeitos o coeficiente de compressibilidade isobarica é unitéario, isto é, p = 1, neste
caso a Eq. (xx) passa a ser:

cp{agte V~(p9\7)}=V~(kV9) 9—+¢+q"' (88)
Para liquidos incompressiveis, =0, entdo:
Cp{agtew (pGV)} V- (kvO)+h+q™, (89)

em particular para liquidos incompressiveis, Cp=Cyv sendo usual representa-los por C somente, a
capacidade térmica do liquido. Finalmente em casos onde a condutibilidade térmica € constante, sem
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fontes volumétricas de calor e com funcéo dissipacdo viscosa desprezivel, chega-se a sua forma mais
simples:

DB v (ov)=—X v, (90)
ot pCp
o

onde o é a difusividade térmica do fluido. Em termos de coordenadas cartesianas a Eq. (90) é representada
por:

2 2 2
@+U@+V@+W@:a 0 e+a 6+6 b ) (91)

ot ox oy 0z |ox? oy? ozl

Equacéo de Transporte da Energia Cinética

A energia cinética do fluido por unidade de massa é expressa pelo produto escalar do vetor
velocidade do fluido:

- 1 1

K:—V-V:—Uizz—(U2+V2+W2). (92)
2 2

A equacdo de transporte da energia cinética € obtida a partir do produto escalar do vetor velocidade com
a equacao de quantidade de movimento:

\7-{p%=—VP+V-T'+p-Q}, (93)

onde T’ é o tensor desvio das tensdes. Ela € uma equacao escalar porém lineramente dependente das
trés componentes da equacao de quantidade de movimento. As informacdes de uma ou de outra equagéo
se equivalem dado sua interdepéncia. No entanto, pode ser conveniente analizar o campo de escoamento
a partir da energia cinética do fluido ao invés das variaveis primitivas.Termo a termo os produtos escalares
da equacéo (93) sdo expressos por:

\7‘@ —p2K (94a)

Dt Dt
\7-VP:V-(P\7)—P(V-\7), (94b)
VYT =V (TV)-T: (VW) (940)

finalmente, considerando-se que a gravidade esté alinhada com o sentido do eixo z decrescente,
Vi v — D
V-pg:—V-V(pgz):—v-(png)—ng'z. (94d)

Substituindo-se as igualdades da Eq. (94a-d) na Eq. (93), encontra-se a equacao de transporte da energia
cinética:

%(pK)+V-(pK\7): v.[pV)+ P(v-\7)+v-(T'\7)—¢—v-(p\792)—gz% S o)

O lado esquerdo da Eq. (95) refere-se ao transporte de K pelo escoamento. O lado direito expressa
0s modos de trabalho e dissipagéo de energia. O primeiro e segundo termo referem-se ao trabalho que as
forcas de pressdo exercem no volume de controle infinitezimal. Em particular a segunda parcela esta
associada aos efeitos compressiveis uma vez que VV pode ser positivo ou negativo, dependendo se o
fluido esta expandindo ou contraindo. Este modo de trabalho é reversivel uma vez que energia térmica
armazenada na contracéo ou dispendida na expansao do gas pode ser convertida novamente em energia
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cinética. O terceiro termo refere-se ao trabalho exercido pelas forcas viscosas ou o trabalho de deformacao
do fluido. O quarto termo é a funcao dissipacao viscosa. Por ser sempre positivo, ele é responsavel pela
transformacgédo de energia cinética, pressao ou gravitacional em energia térmica de maneira irreversivel.
Finalmente a energia potencial é expressa na combinacgao dos dois Ultimos termos. Ele é relevante para
problemas com superficie livre; em escoamentos forgados ele pode ser incorporado ao termo de presséo.

Equacado Energia Mecéanica para Fluido Incompressivel

Uma forma alternativa de se analisar a Eq. (95) é agrupando os termos de energia mecénica, que
correspondem a soma das parcelas da energia cinética, trabalho de pressao e potencial, em um Unico
operador. Para um fluido incompressivel em regime permanente ela toma a forma:

V‘p\7(K+E+gZJ:V'(\7-T')—¢. (96)
p

O lado esquerdo da equacao refere-se ao fluxo de energia mecéanica que cruza a superficie de controle.
Os termos do lado direito representam o trabalho de deformacéo do fluido e a dissipacdo viscosa. Na
auséncia de trabalho de deformacé@o e em virtude da conservacdo da energia, nota-se que o termo de
dissipacéo viscosa € 0 agente responséavel pela degradacdo de energia mecénica em energia térmica
(irreversivel). Isto pode ser observado em escoamentos confinados por fronteiras sélidas. Aplicando-se o
teorema de Gauss na integral de volume do lado direito da Eq. (96) constata-se que o trabalho de
deformacédo é nulo em vista da velocidade da fronteira ser nula.

O lado direito da equacéo (96) também pode ser expresso na forma
V-p\7(K+E+gzj:\7-(V-T'). (97)
p

Reconhecendo que o divergente do tensor desvio das tensfes pode ser expresso por:
V.T'=V.2uS =uv2v,
entéo o lado direito da Eq. (97) fica sendo
V-(V-T)=pVv-v3V
= uVZK - V\7)2 : (98)
= uV2K +ulvv V\?T)—q)

a demonstracdo desta identidade é dada na nota de rodapé  (Hinze, 1959; Townsend, 1976).
Substituindo-se a Eq. (98) em (97), chega-se a duas formas alternativas para equacéo de transporte da
energia cinética especifica do fluido:

V-pVK = V2K -V-VP" + u(V\?)Z
) (99a)
V.pVK = uV2K -V -VP" + M(V\7 : V\7)— ¢, (99b)
onde P* = (P+pgz). A equacao (99) revela o transporte da energia cinética em termos dos mecanismos de

conveccado e difusdo de K. Os termos adicionais sao o trabalho de pressao, termo viscoso e fungéo
dissipacdo para a Eq. (99b). Note que apesar do termo viscoso associado a eq. (99a) ser sempre positivo

2Ly 2 |7 tuu 2
. U 52Ui _ g (ZU'U'j_ Y| _ 0 (ZU'U')+62Uin 1 %Jr%
) T - P

1
62(7Uiuij 2,
. OU; o UJ;
274_%71 0 Ui#:pV2K+HVV:(VV)T_¢
6XJ6XJ 5XJ' (7Xi §Xj5Xj
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(quadrado do grad. V) ele nao representa a funcéo dissipacdo. Uma relacao direta entre a dissipacéo e os
termos viscosos é dada subtraindo-se Eq. (99b) de (99a):

~\2 - -
u(vv) = M(VVZVVT)+(I) (100)
ou em notacdo indicial:
2
% —¢_ %% (101&)
H an “5Xj aXi ,
ou também (Wilcox, 1998),
2
U, o (,, Y
— | =0—p—| U —|. 101b
P{axjj ¢ Haxj[ [ ox; ( )

Como comentério final deve-se observar a semelhanca entre a Eq. (96) e a Eq. (35), repetida aqui por
conveniéncia:

Vp(K+E+gzj=pV2\7+p\7xé. (35)
p

De fato elas séo linearmente dependentes pois multiplicando-se Eq. (35) por V chega-se a forma da Eq.
(99a).

Equacao de Transporte de Entropia

A equacdo de conservagdo ou transporte da entropia baseia-se na segunda lei da termodindmica.
Sua relevancia reside do fato dela permitir otimizar processos térmicos a partir da minimiza¢éo da geracao
da entropia ou, de forma equivalmente, maximizar o trabalho disponivel (exergia).

A funcéo potencial termodindmico entalpia pode ser expressa por meio da entropia e da presséo de
um sistema:

dh =0ds + P : (100)

p

onde 0 representa a temperatura absoluta e h e s a entalpia e entropia especificas. Em termos da derivada

total a Eqg. (100) fica:
Dh Ds 1DP
—=0—4+—-—. (101)
Dt Dt p Dt

Substituindo-se Eg. (101) na equacéo de conservacdo da entalpia, Eq. (76), chega-se a equacdo da
conservacgdo da entropia:

p§=—v'(kve)+9+£, (102)
Dt 0 6 6

ou na sua forma conservativa:

5(PS)+V,(ps\7)=w+i+ qa” (103)
ot 0 6 0
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As Eqgs. (102) e (103) expressam a taxa de variacdo da entropia em funcdo do fluxo de calor por conducéo,
da dissipacéo viscosa e das fontes de calor.

Producéo de Entropia

Mais interessante que a determinacdo do transporte da entropia no campo de escoamento € a
avaliacédo da producdo de entropia. Esta é realizada com o auxilio da segunda lei da termodinamica que
estabelece que todos os processos reais sao irreversiveis, isto € a variagdo da entropia do sistema € maior
ou igual a razdo do fluxo de calor e temperatura que cruza a fronteira do sistema:

dS> d—Q (104)
0
que em termos dos fluxos que cruzam o V.C. pode ser expressa por:
i pSdv+ fes(Voibaz g 994 grgrav. (105)
ve. & sc. sc. 9 v

Aplicando-se o Teorema da divergéncia e introduzindo a lei de Fourier para representar o fluxo de
calor que cruza a fronteira chega-se a forma diferencial desigualdade da segunda lei:

ApS) , v (osv)s v .| KVO], "
P +V (psv)zv{e}re. (106)

A desigualdade pode ser substituida pelo sinal de igual introduzindo-se um termo de producéo de entropia,
Ps, no lado direito da Eg. (106),

55;5) v (psV)=v. [?} +% P, (107)

Uma comparacéo direta entre as Egs. (107) e (103) mostra que o termo de producdo de entropia por
unidade é expresso por meio de () :

2
P, - k(Vze) L2 (108)
iH g
>0 >0

O primeiro e 0 segundo termo, sendo sempre positivos, causam um aumento da entropia do sistema. Eles
representam, respectivamente, a geracdo de entropia por meio de um contato térmico imperfeito
(gradiente finito de temperatura) e pela dissipacéo viscosa do fluido.

Em um escoamento bi-dimensional incompressivel com propriedades constantes, a taxa de
producgédo de entropia por unidade de volume em coordenadas cartesianas € dada por:

2 2 2 2 2
k(06 00 2 ou ov ou ov
Py =— [—j T e B e (—j +|— | [+| —+— | =0. (109)
02|\ ox oy 0 ||\ ox oy oX oy
De modo complementar pode-se definir o trabalho perdido, WL, como sendo diretamente
proporcional a taxa de geracéo de entropia:

W|_ = GOP , (110)

(") Chega-se a forma final do termo de geracéo de entropia por meio da igualdade:

v-(kve) _[kve} _V:(kvo) _{v-(kve) (kv)- (ve)} _, k(V6)? -

0 0 0 o 92 02
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onde 6o é a temperatura absoluta do reservatério térmico ambiente (6o = constante). A Eq. (110) revela a
transformacao irreversivel do trabalho Util em energia térmica.
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