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NOTA AO LEITOR

@ Este material foi preparado como suporte as aulas e é
inteiramente baseado no livro texto, em fase de redac3o :

o José C. Geromel e Rubens H. Korogui, Controle Linear de
Sistemas Dindmicos : Teoria, Ensaios Prdticos e Exercicios,
2007.

onde o leitor deverd encontrar maiores informacoes e detalhes
a respeito dos tépicos aqui abordados. Sugestdes, de qualquer
natureza, que permitam o aprimoramento deste texto serao
muito apreciadas e desde ja agradecidas.
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Principio da variagcdo do argumento

Principio da variacao do argumento

@ Um resultado bastante importante e de largo uso no estudo de
estabilidade de sistemas dindmicos é o chamado Principio da
variacdo do argumento, que se aplica a fungdes de varidveis
complexas. Antes, porém, alguns resultados intermedidrios
sdo necessarios. Considere uma func¢do de varidvel complexa
f(z) : C — C, definida em um dominio D C C.

o Fung&o analitica : A fungdo f(z) é analitica em z5 € D se ela
for diferencidvel em zy e em todos os pontos de uma
vizinhanca de z,. Ela é analitica no dominio D sempre que
f'(z) existir em todo z € D.

@ Ponto singular isolado : O ponto zy € D é um ponto singular
isolado de f(z) se f(z) for analitica em todo ponto de uma
vizinhanca de zg excetuando-se o proprio z;. Seus pdlos s3o os
Gnicos ponto singulares isolados de qualquer fun¢do racional.



Capitulo Il - Fundamentos Matemdticos
0®0000000

Principio da variagcdo do argumento

Principio da variacdo do argumento

@ Uma fungdo f(z) pode ser desenvolvida em série de Laurent
em um ponto onde ela ndo é analitica como, por exemplo, em
um ponto singular isolado.

o Residuo : O residuo de f(z) em zy € D é dado por

R(f,z) = c_1
L
27Tj c

= f(z)dz

onde C C C é um contorno fechado contendo o ponto z no
seu interior.
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Principio da variagcdo do argumento

Principio da variacdo do argumento

@ O Teorema dos residuos de Cauchy estabelece que

1 r
— f(z)dz = R(f,z
227 J Flebdz = (7.2

onde :
® z1,--+,2z, sdo pontos singulares isolados de f(z).

@ o contorno fechado C C C contém os pontos singulares
z1,+++ ,Z, NO seu interior.

4

Os residuos podem ser calculados através da decomposicdo em
fragBes parciais de f(z)
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Principio da variagcdo do argumento

Principio da variacao do argumento

@ O Teorema dos residuos de Cauchy pode ser aplicado para
estabelecer a seguinte igualdade

1 7g'(2)
2rij Jc g(2)

dz=N, - N,

onde N, é o nimero de zeros de g(z) que se encontram no
interior do contorno C € C e N, é o nlimero de pdlos de g(z)
que se encontram no interior do mesmo contorno.

@ Fato importante : Os pontos singulares da fungdo

!
f(z) := g(2)
g(2)
sd0 os polos e os zeros de g(z). Assim sendo, a fungdo f(z)

deixa de ser analitica nos zeros e pélos de g(z) que se
encontram no interior de C.
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Principio da variagcdo do argumento

Principio da variacao do argumento

@ De fato, assumindo que zy seja um zero de g(z) com

multiplicidade mg, localizado no interior do contorno fechado
C. Podemos entdo escrever

mo

g(z) = (z— 20)™p(2)

onde p(z) é uma fungdo analitica em zy e p(zy) # 0 e, assim

. mg p'(2)
flz) = z— 2z + p(z)

Entretanto, como p’(z)/p(z) é analitica em zy ela pode ser
desenvolvida em série de Taylor, permitindo a conclusio de
que R(f,zy) = mp. Adotando o mesmo procedimento para
todos os pdlos e zeros que estdo localizados no interior de C
obtemos a igualdade anteriormente introduzida.
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Principio da variagcdo do argumento

Principio da variacao do argumento

@ A integral de linha indicada pode ser calculada de maneira

diversa, isto é
gz _ (el
a0 = ane)
= Jjarg (g(2))lc

que permite estabelecer o resultado final

Fato (Principio da variagdo do argumento)

1
S Ac arg(g(z) = o — Ny

A variacdo do argumento de g(z) quando z percorre C € igual a
diferenca entre o nidmero de zeros e o nimero de pdlos de g(z)
que se encontram no interior de C.
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Principio da variacdo do argumento

@ Considere a fung¢do racional g(z) = Wl)(z—z) eos
contornos fechados A, B and C como mostrados na figura
abaixo. Os pdlos de g(z) sdo indicados por “x" enquanto que

o" indica os zeros de h(z) = 0.6 + g(z).

10/73
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Principio da variagcdo do argumento

Exemplo

@ A figura abaixo mostra os contornos fechados obtidos pelo
mapeamento dos contornos A, B and C através da fungdo
g(z). Note os pontos (0,0) e (—0.6,0) colocados em
evidéncia.

-1 -08 -06 -04_-02 0 02 04 06 08

Re
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Principio da variagcdo do argumento

Exemplo

@ A fungdo g(z) tem dois pdlos {—0.5,2} e nenhum zero.
Portanto, para os contornos A, B e C considerados temos
{N, =0,N, =1}, {N, =0,N, =1} e {N, =0, N, =2}
respectivamente.

s Olhando para o ponto (0,0) temos (1/27)Ax = —1,
(1/27)Ag = —1 e (1/27)Ac = —2 respectivamente.

@ A fungdo h(z) tem dois pélos {—0.5,2} e dois zeros
{0.75 £,0.3227}. Portanto, para os contornos A, B and C
considerados temos {N, =2, N, =1}, {N, =0,N, =1} e
{N,; =2, N, = 2} respectivamente.

o Olhando para o ponto (—0.6,0) temos (1/27)A4s =1,
(1/2m)Ag = —1 e (1/27)A¢c = 0 respectivamente.

4

Verifique a validade do Principio da variagao do argumento

12/73
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Matrizes simétricas

@ Uma importante classe de matrizes é a classe das matrizes
simétricas. Uma matriz quadrada e real @ € R"*" é dita
simétrica se os elementos situados nas posicoes simétricas, em
relacdo a diagonal principal, forem iguais. Isto &, se

QIJ:QJ17 I#J:]v y N

entdo @ é uma matriz simétrica.

Fato (Matrizes simétricas)
As seguintes propriedades sido vdlidas para as matrizes simétricas :

@ Todos os seus autovalores \1,--- , A\, sdo reais.

@ Todos os seus autovetores vy, ..., v, sdo reais. Autovetores
associados a autovalores distintos sdo ortogonais.

13/73
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Matrizes simétricas

@ Mesmo se houver coincidéncia de alguns autovalores podemos
determinar os autovetores associados mantendo a
ortogonalidade entre eles. Portanto, podemos determinar os

autovetores v; € R", com i =1,--- , n de tal forma que
1, i=j
/ )
Vivi = .7
™ { 0, i#j
e formar a matriz V = [vq,- -+, v,] € R"™*", denominada

matriz unitdria pois
Viv=l = vi=V

Para determinar a inversa de uma matriz unitdria basta
calcular a sua transposta !

14 /73
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Matrizes simétricas

@ Uma matriz simétrica é definida positiva (Q > 0) se
XQx >0, Vx#A0cR"

de maneira similar podemos definir @ >0, @ <0e Q <0. O
teste a seguir permite verificar se uma dada matriz satisfaz
alguma destas defini¢des.

Fato (Matrizes simétricas)

Seja Q € R™" uma matriz simétrica com autovalores A1, , \p.
@ Q>0 sesomentese \; >0,---, A, >0
o Q>0 sesomentese \; >0,---, 1, >0

@ De maneira similar para @ <0 e Q <O0.

15/73
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Matrizes simétricas

@ A prova deste fato ndo é dificil. Note que
VIQV = V'[Qu -+ Qv
=V leag()‘l’ T )‘n)
= diag(M.--- A
A

o que leva a Q@ = VAV'. Portanto
n
/ o o A ! _ 2
X' Qx=x"VAV'x =(V'x)NV'x) = Z)\,y,
e como x # 0 <= y # 0, a matriz sera definida negativa se e
somente se todos os seus autovalores forem negativos. Os

demais casos decorrem de forma similar.
16 /73
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Matrizes simétricas

Matrizes simétricas

@ As seguintes consideracGes s3o pertinentes :

o Uma matriz simétrica com autovalores positivos e negativos
nao se encaixa em nenhuma das defini¢cGes anteriores. Trata-se
de um matriz indefinida.

o Com uma matriz simétrica @ > 0 podemos definir a distancia
entre dois pontos quaisquer x,y € R" na forma

d(x,y) = (x—y)Q(x —y)

onde nota-se que d(x,y) =0 apenasse x =y e d(x,y) >0
para todo x # y € R". Para Q = | obtemos a chamada
distancia Euclidiana caracterizada pelo fato de que o lugar
geométrico dos pontos eqiidistantes da origem x = 0 é uma
superficie esférica. No caso geral Q # I o referido lugar
geométrico é uma superficie eliptica.

17/73
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Caracterizacao

@ Anteriormente, para a estrutura de controle em malha fechada
determinamos y = FF, para a qual introduzimos a seguinte
definicao:

Fato (Estabilidade)

Um sistema a tempo continuo € assintoticamente estavel se F(s) é
analitica em Re(s) > 0. De forma equivalente, todos os pdlos de
F(s) estdo localizados na regido Re(s) < 0.

E importante notar que os pélos de F(s) sdo raizes da
equagdo caracteristica 1 + C(s)G(s)H(s) = 0 que pode ser
escrita na forma

N(s)
1 =0
+ K D(s)
onde N(s) e D(s) sdo polindmios com coeficientes reais e

k€ R.

18/73
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Critérios de estabilidade

Caracterizacao

@ Portanto, os pdlos de F(s) sdo raizes de uma equagio
algébrica com coeficientes reais

@ Como ja sabemos, com a representacdo de estado minima de
F(s) definida pelas matrizes (A, B, C, D) podemos determinar
A(s) = det(sl — A). Assim, o estudo de estabilidade se
resume a:

o testar se todas as raizes de A(s) = 0 estdo localizadas na
regido Re(s) < 0. Note que n3o é requerido saber as
localizagOes exatas destas raizes no plano complexo.

19/73
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Critérios de estabilidade

Caracterizacao

o Consequiéncias importantes:
s Como F(s) é analitica em Re(s) > 0 entdo o seu dominio
contém esta regido e assim, s = 0 € D(F). Neste caso, o
teorema do valor final fornece

lim f(t) = limsF(s) =0

t— 00 s—0

o Uma entrada limitada no tempo que, portanto, satisfaz
|r(t)] < R para todo t > 0,

(@)l =

/Ooo F(r)r(t —7)dr
R/OOO |F(r)|dr

valor limitado

IN

sempre produz uma saida limitada no tempo.

20/73



Capitulo Il - Fundamentos Matemdticos
000®0000000000000000000000000000000

Critérios de estabilidade

Caracterizacao

@ A seguir vamos estudar alguns critérios cldssicos de
estabilidade de sistemas LIT. Na verdade sdo condigdes
necessarias e suficientes (e, portanto, equivalentes) que
asseguram que todas as raizes da equagdo caracteristica
estejam localizadas na regido Re(s) < 0. Uma condigdo
apenas necessdria mas ndo suficiente é a seguinte:

Fato (Condi¢do necessaria)

Se todas as raizes de A(s) = 0 estdo localizadas na regido
Re(s) < 0 entdo a,—1 > 0,--- ,a1 > 0,39 > 0.

A prova é simples. Um polindmio de ordem qualquer pode ser
decomposto no produto de polinémios de 12 ordem (raizes
reais) e de polindmios de 22 (raizes complexas) cujos
coeficientes devem ser positivos.

21/73
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Critérios de estabilidade

Critério de Routh-Hurwitz

@ O critério de Routh-Hurwitz é baseado na chamada tabela de
Routh:

an dn—2 dn—4
n—1
S dpn-1 dn-3 dn-5
sn—2 by b bs
Sl
sO

As duas primeiras linhas s3o construidas com os coeficientes
de A(s) e qualquer linha subseqiiente é determinada a partir
das duas anteriores com a regra :

bl = (anflanf2 - ananf?;)/anfl

b2 = (anflan74 - ananfS)/anfl
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Critérios de estabilidade

Critério de Routh-Hurwitz

@ Resultado importante : O ndmero de trocas de sinal nos
elementos da 12 coluna da tabela de Routh é igual ao nimero
de raizes de A(s) = 0 situadas na regido Re(s) > 0.

@ A construcdo da tabela requer que todos os elementos da 12
coluna sejam nao nulos. Dois casos especiais, que precisam
ser tratados separadamente, podem ocorrer:

@ todos os elementos de uma linha s3o nulos : Neste caso, o
polindmio A(s) é divisivel pelo polinémio gerador da linha
anterior A(s). A linha nula deve ser substituida pela linha
gerada por A'(s).

@ apenas o primeiro elemento de uma linha é nulo : Neste caso,
substitui-se o elemento nulo por € > 0 e determina-se a tabela
limite para ¢ — 0.

@ Qualquer linha da tabela pode ser multiplicada por um
numero positivo sem que o resultado final se altere.

23 /73
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Critérios de estabilidade

Critério de Routh-Hurwitz

@ Outro resultado importante, lembrando que sem perda de
generalidade consideramos a, = 1, é o seguinte:

Fato (Critério de estabilidade de Routh-Hurwitz)

Todas as raizes da equacdo algébrica A(s) = 0 estdo localizadas
na regido Re(s) < 0 se e somente se a 12 coluna da tabela de
Routh for positiva.

@ Se A(s) possuir algum coeficiente negativo ou nulo, n3o é
preciso construir a tabela de Routh para concluir que alguma
raiz de A(s) = 0 estara fora do lado esquerdo de C.

o Se algum dos dois casos especiais ocorrer também n3o é
preciso continuar a construcao da tabela de Routh para
concluir que alguma raiz de A(s) = 0 estara fora do lado
esquerdo de C.

24 /73
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Exemplos

@ Exemplo 1 : Aplique o critério de Routh-Hurwitz em
A(s) = s +4s°> + 55+ 2

A tabela de Routh fica na forma

3| 1 5
s2 2
st]9/2
O 2

Todos os elementos da primeira coluna s3o positivos. Todas as
raizes estdo situadas no semi-plano esquerdo complexo.

25 /73
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Critérios de estabilidade

Exemplos

@ Exemplo 2 : Aplique o critério de Routh-Hurwitz em
A(s) = s> — 3542

A tabela de Routh fica na forma

s3 1 -3
s2|0—>e 2
st | —2/¢

s0 2

Duas trocas de sinal na primeira coluna. Duas raizes estdo situadas
no semi-plano direito complexo.

26/73
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Critérios de estabilidade

Exemplos

@ Exemplo 3 : Aplique o critério de Routh-Hurwitz em
A(s) = s* +35% 4352 435 42

A tabela de Routh fica na forma

N W W

A(s) = 25> +2

n u v vy u
o = N W b
NN W

Nenhuma troca de sinal na primeira coluna. Nenhuma raiz esta
situada no semi-plano direito complexo. Aquelas de A(s) = 0 estdo

localizadas sobre o eixo imaginario.
27 /73
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Critérios de estabilidade

Exemplos

@ Exemplo 4 : Aplique o critério de Routh-Hurwitz em
A(s) = s* +65° 4+ (13 + k)s®> + (12 — 2k)s + (4 + k)

A tabela de Routh fica na forma

st 1 13+xk 4+k
s3 3 6— kK

s2 33+ 4k 12 + 3k

sl | 81 — 9k — 2k?

s0 4+ K

Impondo nenhuma troca de sinal na primeira coluna obtemos
—4 < k< 45. Para k = 4.5 alinha s! é nula e, portanto,
A(s) = 5152 +25.5 = 0 = s ~ £j0.7.

28/73
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Critérios de estabilidade

Motor de corrente continua

@ Deseja-se controlar a velocidade angular de um motor de

corrente continua com func3o de transferéncia

1

1452 + 155 + 2
com um controlador Pl. Quais sdo os ganhos k, > 0 e k; > 0
do controlador que asseguram a estabilidade assintética do
sistema em malha fechada? Considerando um sensor de
velocidade ideal com H(s) = 1, os pdlos em malha fechada
sdo dados por

ki 1
14 (k)= 0
+<p+s)1452+155+2

G(s) =

ou seja
A(s) = 145> + 155° + (2 + kp)s + ki = 0

29 /73
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Critérios de estabilidade

Motor de corrente continua

@ Neste caso, a tabela de Routh fica na forma

s3 14 2+ ky,
s? 15 ki
st | 30 + 15k, — 14k;

S0 k,'

e concluimos que, na regido de interesse, a estabilidade
assintética é assegurada para

ky >0, 0< ki < 1.0714k, + 2.1429

Anteriormente, controlamos a velocidade deste motor com um
controlador Pl definido pelos pardmetros k, = 0 e k; = 0.25.
Como sabemos, este controlador estabiliza o sistema em
malha fechada.

30/73
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Critérios de estabilidade

Critério de Routh-Hurwitz

@ Para sistemas a tempo discreto com a mesma estrutura de
controle em malha fechada determinamos y = FF, para a qual
introduzimos a seguinte definicdo:

Fato (Estabilidade)

Um sistema a tempo discreto € assintoticamente estdvel se F(z) é
analitica em |z| > 1. De forma equivalente, todos os pdlos de F(z)
estdo localizados na regido |z| < 1.

Novamente, é importante notar que os pdlos de F(z) sdo
raizes da equacdo caracteristica 1 + C(z)G(z)H(z) = 0 que
pode ser escrita na forma

N(z)
D(z)
onde N(z) e D(z) sdo polindmios com coeficientes reais e

k € R. 31/73

14+ k& =0
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Critérios de estabilidade

Critério de Routh-Hurwitz

@ Portanto, os pdlos de F(z) sdo raizes de uma equagio
algébrica com coeficientes reais

@ Como ja sabemos, com a representacdo de estado minima de
F(z) definida pelas matrizes (A, B, C, D) podemos determinar
A(z) = det(zl — A). Assim, o estudo de estabilidade se
resume a:

o testar se todas as raizes de A(z) = 0 est3o localizadas na
regido |z| < 1. Note que n3o é requerido saber as localiza¢Bes
exatas destas raizes no plano complexo.

32/73
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Critérios de estabilidade

Critério de Routh-Hurwitz

o Consequiéncias importantes:
o Como F(z) é analitica em |z| > 1 ento o seu dominio contém
esta regido e assim, z = 1 € D(F). Neste caso, o teorema do
valor final fornece

lim f(k) = lim(z—1)F(z) =0

k—o0 z—1

@ Uma entrada limitada no tempo que, portanto, satisfaz
|r(k)] < R para todo k € N,

()l = D f(i)r(k =)
i=0

R Y IF()
i=0

——

valor limitado

IN

sempre produz uma saida limitada no tempo.

33/73
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Critérios de estabilidade

Critério de Routh-Hurwitz

@ A estabilidade de sistemas a tempo discreto é estudada a
partir da transformacdo bilinear definida por

1+s
ZzZ =
1—s

que mapeia todos os pontos da regido Re(s) < 0 na regido
|z| < 1. Com esta transformac¢do, determinamos

Amod(s) =0 < A(z) =0

e aplicamos o critério de Routh-Hurwitz em A,,4(s) = 0. As
conclusdes obtidas para as raizes de A ,54(s) = 0 em relagdo

a regido Re(s) <0, sdo vélidas para as raizes de A(z) =0 em
relagdo a regido |z| < 1.

34 /73
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Critérios de estabilidade

Critério de Nyquist

@ O critério de estabilidade de Nyquist baseia-se no Principio da
variacdo do argumento e, assim sendo, algumas manipula¢oes
preliminares s3o necessarias. Considere a equacio
caracteristica escrita na forma

N(s)

D(s)

onde x € R é um escalar n3o nulo. Dada uma curva fechada

C no plano complexo, desejamos determinar o nimero de

raizes que estdo situadas no seu interior. Observe que

reescrevendo de forma alternativa
D(s)+kN(s) A(s) 0
D(s)  D(s)
notamos que os valores de s € C de interesse s3o raizes da
equacdo algébrica A(s) = 0.

14+ kK =0

35/73
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Critérios de estabilidade

Critério de Nyquist

@ Definido a funcdo

D(s) + xN(s)

g(s) = D(s)

e determinando o mapeamento de C, a variacdo do seu
argumento fornece o nimero de voltas entorno da origem do
plano complexo

1
Ncrit = %AC arg(g(s))

Porém, pelo Principio da variagdo do argumento

Nerie = N, — N, onde N, é o niimero de zeros de g(s) (e,
portanto raizes de A(s) =0) e N, é o niimero de pélos de
g(s) (e, portanto raizes de D(s) = 0) que se encontram no
interior de C.

36/73
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Critérios de estabilidade

Critério de Nyquist

@ Devemos observar que :

o Como g(s) =1+ kN(s)/D(s) o valor de N,; poder ser
alternativamente determinado pelo mapeamento de
N(s)/D(s), contadas as voltas entorno ao ponto critico
—1/k+ 0.

o O valor de Nj; tem sinal! E positivo se o sentido de percurso
de C e o do seu mapeamento forem concordantes e negativo
se forem discordantes.

o Como as raizes de D(s) = 0 sdo conhecidas, o valor de N, é
determinado por mera verificacdo daquelas que se encontram
no interior da curva fechada C escolhida.

@ Pelo Principio da variagcdo do argumento determinamos

Nz = Nerit + Np

que é o ndmero de raizes de A(s) = 0 que se encontram no
interior de C.
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Critérios de estabilidade

Critério de Nyquist

@ Desde que seja fechada, ndo ha nenhuma restricdo adicional
para a escolha de C. Para a curva C ilustrada na figura
abaixo é importante observar que o seu interior é a regiao
Re(s) > 0. Portanto, a condicdo N, = 0 assegura que todas
as raizes de A(s) = 0 estejam localizadas fora desta regido.
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Critérios de estabilidade

Critério de Nyquist

@ Para a curva C escolhida podemos enunciar :

Fato (Critério de estabilidade de Nyquist)

Todas as raizes da equagdo algébrica A(s) = 0 estio localizadas
na regido Re(s) < 0 se e somente se Nrr + Np = 0.

@ Se uma ou mais raizes de A(s) = 0 estiverem localizadas no
eixo imagindrio (nem dentro e nem fora de C), o valor de N
torna-se indefinido, ou seja, o mapeamento de N(s)/D(s)
passa sobre o ponto critico —1/k + jO.

@ A curva C é composta por um segmento de reta e por um
semi-circulo. O mapeamento do segmento de reta é feito
através do célculo de N(s)/D(s) para s = jw , Yw € R, que
nada mais é que a sua resposta em freqiiéncia. O mapeamento
do semi-circulo com raio |s| — oo é um ponto no eixo real
(geralmente a origem).
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Exemplos

@ Exemplo 1 : Aplique o critério de Nyquist em

2 J—
(s+2)(s+1)2
As raizes de D(s) = (s + 2)(s + 1)? estdo fora de C e assim
N, = 0. O mapeamento de C e o ponto critico —1/2 + 0O

indicam que N = 0. Todas as raizes estdo situadas no
semi-plano esquerdo complexo (N, = 0).

34452 +554+4=0<1+ 0
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Exemplos

@ Exemplo 2 : Aplique o critério de Nyquist em

(s+5) _ 0
(s24+s+1)(s+2)(s + 1)2
As raizes de D(s) estdo fora de C e assim N, =0. O
mapeamento de C e o ponto critico —1 + j0 indicam que

Nt = 2. Duas raizes estao situadas no semi-plano direito
complexo (N, = 2).

1+
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Critérios de estabilidade

Exemplos

@ Exemplo 3 : Aplique o critério de Nyquist em

- (20s% + 10) 0
(s +2)2(s—1)2
Duas raizes de D(s) estdo no interior de C e assim N, =2. O
mapeamento de C e o ponto critico 1 4 jO indicam que
Ngir = —1. Uma raiz estd situada no semi-plano direito

complexo (N, = 1).

1

42 /73



Capitulo Il - Fundamentos Matemdticos
0000000000000000000000000eO00000000

Critérios de estabilidade

Critério de Nyquist

@ Para sistemas a tempo discreto com equacao caracteristica
N(z)
D(2)
adotamos a curva C ilustrada na figura abaixo cujo interior é
a regido |z| < 1. Portanto, a condigdo N, = n assegura que
todas as raizes de A(s) =0, de grau n, estejam localizadas
dentro desta regido.

=0

1+k

43 /73



Capitulo Il - Fundamentos Matemdticos
00000000000000000000000000eO0000000

Critérios de estabilidade

Critério de Nyquist

@ Para a curva C escolhida podemos enunciar :

Fato (Critério de estabilidade de Nyquist)

Todas as raizes da equagdo algébrica A(z) = 0, de grau n, estdo
localizadas na regido |z| < 1 se e somente se Ngyjr + Np = n.

@ Se uma ou mais raizes de A(z) = 0 estiverem localizadas sobre
o circulo unitério, (nem dentro e nem fora de C), o valor de
Nir torna-se indefinido, ou seja, o0 mapeamento de
N(z)/D(z) passa sobre o ponto critico —1/k + jO.

@ Como a curva C é o circulo unitario, o seu mapeamento é feito
através do célculo de N(z)/D(z) para z = &/“, w € [0, 27]
que nada mais é que a sua resposta em freqiiéncia.

@ Uma outra possibilidade é a aplicacdo da versdo continua do
critério de Nyquist na equacdo A od(S).
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Critérios de estabilidade

Exemplo

@ Aplique o critério de Nyquist na seguinte equacao
caracteristica de um sistema a tempo discreto
(z+4) B
(z—1/2)(z+1/2)(z+3/2)
Duas raizes de D(z) estdo no interior de C e assim N, =2. O
mapeamento de C e o ponto critico —1 + j0 indicam que

Nt = —2. Nenhuma raiz esta situada no interior do circulo
unitdrio (N, = 0).

1+ 0
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Critérios de estabilidade

Critério de Lyapunov

@ O critério de Lyapunov é bastante geral e se aplica a sistemas
dindmicos lineares ou n3o lineares, a tempo continuo ou
discreto, descritos através de suas equacoes de estado. A idéia
central, simples e intuitiva, é a seguinte:

o O ponto xe € R" no espago de estado de um sistema dindmico
é denominado ponto de equilibrio se

x(0) =xc = x(t) =xe Vt>0

o Sendo v(x) uma fungdo que mede a distdncia de um ponto
genérico x € R” no espacgo de estado até um ponto de
equilibrio x., se para toda condi¢do inicial x(0) = xp a fun¢do
v(x(t)) diminui e tende para zero no decorrer do tempo, entdo
Xe € globalmente assintoticamente estavel.

O critério de Lyapunov baseia-se na escolha da funcdo
distancia v(x) e na imposi¢do de que v(x(t)) seja uma fungao
decrescente em relacdo a t > 0.
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Critérios de estabilidade

Critério de Lyapunov

@ Para um sistema linear a tempo continuo com representacdo

de estado
x = Ax
onde x € R", a origem é um ponto de equilibrio. Escolhendo
v(x) = x'Px com P > 0 e derivando em relagdo ao tempo
obtemos
v=xPx+x'Px=x'(AP+ PA)x

Dada @ > 0, se for possivel determinar P > 0 soluc3do da
chamada equacdo de Lyapunov

AP+ PA=—-Q

entdo v = —x'Qx < 0 para todo x # 0 € R", fazendo com
que v(x(t)) seja uma fungdo decrescente em relacdo ao
tempo.
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Critérios de estabilidade

Critério de Lyapunov

@ Ademais, como Q e P sdo matrizes definidas positivas, existe
« > 0 suficientemente pequeno tal que aP < @. Portanto

v< —av — v(t) < e *v(0)

ou seja v(t) tende a zero e, da mesma forma, x(t) tende ao
ponto de equilibrio x,. = 0 assintoticamente. Observe que
quanto maior «, maior é a velocidade com que x(t) se
aproxima da origem.

Lema (Critério de Lyapunov)

O sistema a tempo continuo x = Ax € assintoticamente estdvel se
e somente se para @ > 0 dada, existir P > 0 solucdo da equacdo
matricial AP + PA = —Q.
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Critérios de estabilidade

Critério de Lyapunov

@ Considere um sistema dindmico assintoticamente estavel
x = Ax, x(0) =xp
y =

o qual, a partir da condicdo inicial xg € R", produz uma saida
y(t) — 0 quando t — oo. Desejamos avaliar a qualidade do
transitdrio através do cdlculo do indice

J= [ e vierer
0
Com a solucdo P > 0de AP+ PA= —C'C, temos

J=- /OO vdt = v(xg) — v(x(o0)) = x{Pxo
° =0
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Critérios de estabilidade

Critério de Lyapunov

@ De maneira andloga podemos obter os resultados vélidos para
sistemas a tempo discreto, com representacao de estado

x(k 4+ 1) = Ax(k)

onde x(k) € R". Como a origem é um ponto de equilibrio,
escolhendo novamente v(x) = x’Px com P > 0, obtemos

v(x(k +1)) — v(x(k)) = x(k)' (A'PA — P)x(k)

Dada @ > 0, se for possivel determinar P > 0 solucdo da
chamada equacdo de Lyapunov discreta

APA—P=-Q

entdo v(x(k + 1)) — v(x(k)) = —x(k) Qx(k) < 0 para todo
x(k) # 0 € R", fazendo com que v(x(k)) seja uma fungdo
decrescente em relacdo ao tempo.
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Critérios de estabilidade

Critério de Lyapunov

@ Ademais, como @ e P s3o matrizes definidas positivas, existe
B > 0 suficientemente pequeno tal que SP < Q. Portanto

v(k+1) < (1= B)v(k) — v(k) < (1 - B)“v(0)

ou seja v(k) tende a zero e, da mesma forma, x(k) tende ao
ponto de equilibrio x. = 0 assintoticamente. Observe que
quanto mais 8 — 1, maior é a velocidade com que x(k) se
aproxima da origem.

Lema (Critério de Lyapunov)

O sistema a tempo discreto x(k + 1) = Ax(k) € assintoticamente
estdvel se e somente se para Q@ > 0 dada, existir P > 0 solugcdo da
equacdo matricial APA — P = —Q.
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Critérios de estabilidade

Critério de Lyapunov

@ Considere um sistema dindmico assintoticamente estdvel
x(k+1) = Ax(k), x(0) =xo
y(k) = Cx(k)
o qual, a partir da condicdo inicial xg € R”, produz uma saida

y(k) — 0 quando k — co. Desejamos avaliar a qualidade do
transitério através do calculo do indice

J=> y(k)y(k)
k=0

Com a solucdo P > 0de APA— P = —C'C, temos
J=> (v(x(k)) = v(x(k +1))) = v(x0) — v(x(c0)) = x3Pxo
k=0 ~
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Lugar das raizes

@ Considere a equacdo caracteristica de um sistema a tempo
continuo escrita na forma

N(s)

D(s)

14k =0
onde N(s) é um polindmio de grau m com coeficientes reais,
D(s) é um polinémio de grau n > m com coeficientes reais e
K é um namero positivo arbitrario. Lugar das raizes é a
denominac¢do do lugar geométrico das n raizes desta equagao
parametrizadas em relacdo a kK > 0. Devemos notar que :
@ O lugar das raizes pode ser obtido resolvendo-se
D(s) + kN(s) = 0 para todo x > 0.
o O lugar das raizes tem n ramos, cada um deles correspondente
a uma das raizes da equac3o.
@ Um tragado aproximado do lugar das raizes pode ser feito a
partir de algumas regras simples dadas a seguir.
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Lugar das raizes

@ Assumindo que N(s) e D(s) possam ser fatorados como

N(s) = H(S ~2z), D(s)=]](s—p)

i=1
onde z; sdo 0s zeros e p; sao os pdlos, para um ponto genérico
s € C podemos determinar as formas polares
S — z
S —pi

e, portanto, para que um ponto s € C pertenca ao lugar das

raizes, duas condicGes devem ser satisfeitas simultaneamente
para algum x > 0.

54 /73



Capitulo Il - Fundamentos Matemdticos
0O®000000000000

Lugar das raizes

Lugar das raizes

@ condicdo de médulo :

H,r'n:1|5*2i| 1

H7:1 s — pil Tk

@ condicdo de angulo :

S i =) ¢i=(2k+ )
i=1 i=1

para algum k € Z. E muito importante observar que para
testar se um determinado ponto s € C pertence ao lugar das
raizes, basta verificar a condi¢do de dngulo. Se ela for
satisfeita, o ponto em questdo pertence ao lugar das raizes e o
ganho correspondente x > 0 é determinado pela condi¢cdo de
médulo.
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Lugar das raizes

Exemplo

@ A figura abaixo mostra o lugar das raizes para

s+1
1+ & =0
s(s+2)(s+0.5)
onde observamos que o ponto s indicado n3o satisfaz a
condicdo de angulo. Note que o lugar das raizes tem trés

ramos, cada um correspondente a cada raiz da equacao.

Im(s)

56 /73



Capitulo Il - Fundamentos Matemdticos

0000@0000000000

Lugar das raizes

Regras basicas

@ A regra nimero 1 permite determinar os pontos onde
comecam e onde terminam os ramos do lugar das raizes.

Os n ramos do lugar das raizes comegcam nos pdlos p;,i =1,--- ,n
com k — 0 e terminam nos zeros zj,i =1,--- ,m com kK — 00.

Considere a equacdo em estudo escrita na forma

D(s) + xN(s) = 0. Fazendo k — 0 as suas raizes tendem
para as raizes D(s) = 0. Por outro lado, com a forma
alternativa k= 1D(s) + N(s) = 0, fazendo x — 0o as suas
raizes tendem para as raizes de N(s) = 0.

Se n > m, existem n — m ramos cujas terminacdes n3o estdo
definidas pela regra 1. Este aspecto é tratado pela regra 2.
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Lugar das raizes

Regras basicas

@ A regra nimero 2 permite determinar as terminagoes de
n— m ramos quando n > me Kk — Q.

Regra (2)
Se n > m, n— m ramos do lugar das raizes tendem para infinito
assintoticamente a n — m retas com coeficiente linear

D Pi— iz

n—m

g =

e coeficientes angulares

2k — 1)m

n—m

0, = , k=1,--- ,(n—m)

Note que todas estas (n-m) retas, desenhadas no plano
complexo, passam pelo mesmo ponto do eixo real a + jO.
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Lugar das raizes

Regras basicas

@ Observe que para n > m e |s| arbitrariamente grande
podemos adotar a aproximagao
N(s) _ 1
D(s) ~ (s —o)r—m)

e assim a equagao aproximada tem como raizes
s=o0+ "V "{/(-1)
Por outro lado, lembrando que "*’\"/ﬁ = e/, obtemos
s=o0+ "*Wejek, k=1,---.n—m

No plano complexo, fazendo x > 0 variar, determinamos
n — m retas que passam pelo ponto ¢ + 0, cada uma delas
com coeficiente angular 6.
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Lugar das raizes

Regras basicas

@ A regra nimero 3 permite determinar os pontos do eixo real
que pertencem ao lugar das raizes.

Todos os pontos do eixo real que estejam localizados a esquerda de
um numero impar de pdlos e zeros pertence ao lugar das raizes.

De fato, considere s um ponto qualquer do eixo real. Para
polos e zeros complexos e seus conjugados temos

@i+ ¢j =i +1)j = 2. Por outro lado, para pdlos e zeros
reais situados a esquerda de s temos ¢, = 1), = 0.
Finalmente, para pdlos e zeros reais situados a direita de s
temos ¢, = 9q = 7 e, quando forem em nimero impar, a
condi¢do de angulo serd satisfeita.
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Lugar das raizes

Regras basicas

@ A regra niimero 4 é bastante geral e consolida propriedades ja
conhecidas de equacgdes algébricas.

Regra (4)

Como todos os coeficientes dos polinémios N(s) e D(s) sdo reais,
as seguintes propriedades sao validas :

o O lugar das raizes é simétrico em relacdo ao eixo real.

@ O cruzamento do lugar das raizes com o eixo imaginario jw pode
ser calculado com o critério de Routh-Hurwitz ou de Nyquist.

A primeira propriedade decorre do fato de que se s € C é raiz
de uma equacgdo algébrica com coeficientes reais entdo o
mesmo ocorre com o seu conjugado. A segunda propriedade
simplesmente indica que os critérios de estabilidade

mencionados permitem identificar raizes imagindrias puras.
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Lugar das raizes

Regras basicas

@ A regra nimero 5 fornece uma condicdo necessdria que
permite identificar pontos onde ocorrem cruzamento de ramos.

Se no ponto s € C um ou mais ramos se cruzam entio

N(s)D'(s) — D(s)N'(s) =0

Para um determinado valor de k > 0, se em um ponto s € C
um ou mais ramos se cruzam entdo D(s) + kN(s) = 0 admite
solugdes miiltiplas. Da mesma forma D'(s) + kN'(s) =0 da
qual eliminado-se o valor de k obtemos o resultado desejado.
Observe que se trata apenas de uma condi¢cdo necessaria.
Assim sendo, podem existir raizes da equacdo acima onde ndo
ocorre cruzamento de ramos.
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Lugar das raizes

Regras basicas

@ A regra nimero 6 fornece um procedimento de cdlculo para
alguns angulos do lugar das raizes.

Os dngulos de saida dos pdlos, os dngulos de chegada nos zeros e
os angulos de saida nos pontos de cruzamento de ramos podem ser
determinados pela condicdo de angulo.

Esta regra parece 6bvia mas sua aplicagdo precisa ser bem
entendida. Por exemplo, considere um pdlo qualquer p; e um
ponto s € C arbitrariamente préximo. A reta entre s e p; se
confunde com a reta tangente ao ramo que passa por pj.
Como s e p; estdo localizados arbitrariamente préximos um
do outro, o angulos ¢;, i # 1 e v; sdo conhecidos. A
condicdo de angulo permite determinar ¢; e, portanto, o

angulo de saida do pdlo p;.
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Lugar das raizes

Exemplos

@ Exemplo 1 : Na figura abaixo mostramos o lugar das raizes de

2

+2)(s 17

1+ &k

Observe as trés assintotas para k — oo.

i
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Lugar das raizes

Exemplos

@ Exemplo 2 : Na figura abaixo mostramos o lugar das raizes de

(s+5)

(s24+s+1)(s+2)(s+1)? =0

1+&

Observe as quatro (n — m = 4) assintotas para Kk — 0.

T
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Lugar das raizes

Exemplos

@ Exemplo 3 : Na figura abaixo mostramos o lugar das raizes de
um sistema a tempo discreto
(z+4)
(z—-1/2)(z+1/2)(z+3/2)
Observe as duas assintotas e dois ramos cruzando o circulo
unitario.

=0

1+ &k
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Regras basicas

@ Conforme o leitor pode constatar, o tracado do lugar das
raizes € invariante para sistemas a tempo continuo ou a
tempo discreto. Sob as hipdteses j& comentadas, as regras se
aplicam para a equacgio

N
1+n£:0, k>0

D(¢)
onde ¢ é uma varidvel complexa (s ou z).

@ Entretanto, as regras mudam em algumas situa¢des. Por
exemplo, as regras para o tracado do lugar das raizes para a
equacgao

N(s)

D(s)

sdo diferentes daquelas apresentadas. Discuta as diferencas!

11—k

=0,kxk>0
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Reducdo de modelos

@ Sendo G(s) uma fungdo de transferéncia assintoticamente
estdvel de ordem elevada deseja-se aproxima-la por outra
Gap(s) de ordem menor. A idéia é manter na fungdo
aproximada os modos de G(s) mais lentos (pdlos dominantes)
pois os demais desaparecerdao mais rapidamente. Decompondo
G(s) em fragdes parciais (pdlos distintos)

G(s) =3
i=1 !

com 0 > Re(p1) > --- > Re(pn), se desejarmos manter os
r << n pdblos dominantes ent3o

r

Gap(s) = Z &

S — p;
1 Pi

onde B;, i =1,---,r s3o constantes a determinar.
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Reducao de modelos

@ As seguintes consideracOes s3o importantes :

& Se um pélo dominante complexo for retido em G,,(s), o
mesmo deve ocorrer com o seu complexo conjugado.

@ Os coeficientes 3; associados a pdlos complexos conjugados
devem ser complexos conjugados para que os coeficientes de
Gap(s) sejam reais.

o E preciso determinar um critério para escolher os coeficientes
Bi, i=1,---,r. A escolha ébvia 8; = «; para todo
i=1,---,r geralmente n3o leva a uma boa aproximacéo.

@ Como o transitério foi levado em conta pela escolha dos r
modos mais lentos, a escolha dos coeficientes 5;, i =1,--- ,r
deve ser feita de tal forma a reduzir o erro entre a resposta de
G(s) e Gap(s) em regime permanente.
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Reducao de modelos

@ Neste sentido, é importante notar que a decomposi¢do em
frages parciais permite determinar:

@ resposta ao degrau unitdrio

@ resposta a rampa unitéria

6s) _ (0, 6O, g
52 s 52

onde as inversas de U(s) e R(s) desaparecem no decorrer do
tempo. Portanto, em regime permanente, o comportamento
da resposta de G(s) depende exclusivamente de G(s) e de
suas derivadas sucessivas calculadas em s = 0.
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Reducao de modelos

@ Assim sendo, com o critério

G0)=G6®(0), k=0, ,r—1

podemos determinar os coeficientes 5; € C, i=1,---,r
através da solucdo do sistema linear de equagdes :
-1 -1
T e B G(0)
(-1l —(r—1)! ' 1
P Py Br ¢"(0)

Note que sendo G(0) e as derivadas sucessivas calculadas em
s = 0 ndmeros reais a solucdo do sistema acima fornecera
valores complexos conjugados de (; associados aos pares de
pélos complexos conjugados.
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Exemplo

@ Considere a funcdo de transferéncia

150(s + 1)
(s +2)(s% + 25 + 2)(s? + 6s + 18)

G(s) =

que tem cinco pélos {—1 £/, —2, -3+ 3j} e um zero {—1}.
Com as derivadas sucessivas de G(s) obtemos

G(0) =2.0833, GM(0) = —1.7361, G (0) = —0.1157

que permitem calcular aproximagcdes com até trés pdlos
dominantes. Por exemplo, para r = 3 determinamos a
aproximacdo de fase ndo minima

(s — 3.445)(s + 1.045)

Gap = —2.3148
i (s +2)(s?+2s5+2)
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Reduc¢do de modelos via pélos dominantes

Exemplo

@ Na figura abaixo mostramos as respostas ao degrau unitdrio
para G(s) e para as aproximagdes de ordem 2 e 3. Nota-se,
como requerido, que as trés respostas tendem para o mesmo
valor em regime permanente. Ademais, a aproximag¢ao de
ordem 3 é melhor que a de ordem 2 em boa parte do tempo
de simulacdo mas n3o para todo t > 0.
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