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Discretizagdo

Discretizacao

A figura abaixo apresenta um sistema em malha fechada cujo
controle é realizado por um controlador digital.

777777 Computador ~ Sistema Fisico

r ‘)>./:/. f €« Controlador s Conv. E:}:/A ﬂ G(S) Yo 3
T + Digital SOZ !

3 . Gan AR .\}S‘\. Y| Sensor i

: T }: !

Note que o sistema apresenta sinais discretos e continuos e, por
esta raz3o, é chamado de sistema com dados amostrados.
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Discretizagdo

Discretizacao

Podemos identificar os seguintes elementos na figura:

@ Conversor A/D: E utilizado para obter as amostras da saida
y(kT), k €Z, acada T € R segundos, em que T é o periodo de
amostragem. Estas quantidades sao convertidas para nimeros
bindrios que sdo processados pelo computador. Esta conversio gera,
naturalmente, erros de quantizacdo que dependem da precisdo do
conversor A/D utilizado.

@ Controlador discreto: Possui funcdo de transferéncia C(z) e pode
ser obtido de forma a reproduzir aproximadamente o mesmo
comportamento de um controlador C(s) a tempo continuo, ou pode
ser projetado diretamente no dominio do tempo discreto.

@ Conversor D/A e SOZ: O conversor D/A transforma o niimero
bindrio em um nivel de tensao que é mantido constante entre dois

instantes sucessivos de amostragem pelo segurador de ordem zero
SOZ (Do inglés Zero Order Hold).
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Discretizagdo

Discretizacao

Existem duas técnicas basicas para encontrar a funcdo de
transferéncia do controlador digital C(z):

@ Obter um equivalente discreto para um controlador
continuo C(s) ja projetado. Esta técnica é conhecida como
emulacdo. Neste caso existem métodos de aproximacao,
sendo os mais comuns o método de Euler, o método de Tustin
e o método do mapeamento de polos e zeros. Também é
possivel encontrar C(z) de forma exata através da funcio de
transferéncia pulsada.

@ Realizar o projeto do controlador discreto diretamente
utilizando, por exemplo, o método do lugar das raizes sem a
necessidade do projeto preliminar de C(s).

Antes de apresenta-las, uma atengdo especial deve ser dada ao
processo de discretizacdo como veremos a seguir.
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Discretizagdo

Discretizacao

O diagrama de blocos da figura apresenta um esquema do processo
de discretizagdo do sinal u(t). Mais especificamente sdo
apresentadas a saida de um amostrador ideal (eliminando possiveis
erros de quantizag3o) e do segurador de ordem zero.

= R 7

u(t) T u.(t) uo(t)

@ Amostrador Ideal: Podemos observar o aparecimento em
t = kT de um impulso com intensidade u(kT). Note que
u,(t) contém informagdes a respeito de u(t) somente nos
instantes de amostragem t = kT, k € Z.
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Discretizagdo

Discretizacao

@ Segurador de ordem zero: Apenas mantém constante
uo(t) = u(kT) entre os instantes kT <t < (k+1)T. O erro
entre u(t) e up(t) pode ser controlado a partir de uma escolha
adequada do periodo de amostragem T > 0.

A transformada de Laplace de ug(t) é dada por

o0 (k+1)T

Bo(s) = > u(kT) / estdt

pard KT
oo 1— —Ts
= S u(kT)e ¥ (7(3 )
P

0

o (s) So(s)

em que i.(s) é a transformada de Laplace da fungdo amostrada

u(t) = 3 u(kT)8(t — KT)
k=0
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Discretizagdo

Discretizacao

e So(s) é a transformada de Laplace do segurador de ordem zero
so(t) = v(t) — v(t — T), sendo v(t) o degrau unitério.

Considere agora um controlador a tempo continuo

c(t) = L7(C(s)), t >0 com entrada e,(t) = > oy e(iT)é(t — iT)
como apresentado na figura.

) _qel N ECR=aqiC

A sua resposta u(t) é dada por

u(t) = c(t)*(Ze(iT)d(t—iT))

i=0

= Z e(iT)c(t —iT)

i=0
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Discretizagdo

Discretizacao

Logo, temos

o0

u(kT) = Z e(iT)c(kT—iT) = e(kT)ec(kT) <= i(z) = C(z)é(z)
i=0

em que C(z) = Z(c(kT)) é a fungdo de transferéncia pulsada e o
representa o operador convolucdo discreta.

Acrescentando o segurador de ordem zero, temos

e(t) e (t) ) u(t)| 1T | wo(t) uo (1)
S
O que nos fornece
up(t) = sp(t) * c(t) * ex(t)

= co(t) * ex(t)
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Discretizagdo

Discretizacao

Note que
1_eTs
fa() = €6 ()
e, portanto
p(z) = Go(z)é(z)
em que

10/ 47
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Discretizagdo

Discretizacao

Exemplo: Determine Cy(z) para a seguinte fungdo de
transferéncia Lo
s
C(s) =
()=

Solugdo: Note que
_1( C(s) 4 (2 1
1 B = 1 —_— — =
L ( . ) L <52 + s) (2t + Dv(t)

Z (2kTu(kT) + v(kT)) = 2Tﬁ * ﬁ

e, portanto,

o que fornece

z+2T -1 1+(T-1)z1
C = =
o(2) z—1 1—-2z1
e a equacdo a diferencas correspondente

u(k) = u(k — 1) + e(k) + (2T — 1)e(k — 1)

11 /47
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Discretizagdo

Discretizacao

A figura abaixo mostra a resposta dos controladores u(t) (
) e up(s) para T =1 s (em azul) e up(t) para T =0.05 s
(em vermelho) a uma entrada e(t) = 0.5 + 0.5sen(t) (em ciano).

14

121

101

0 2 2 6 8 10
t
A resposta é satisfatdria para valores suficientemente pequenos de T.

12 /47
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Equivalente Discreto

Exemplo: Considere trés casos diferentes envolvendo discretizacdo
discreta apresentados na figura a seguir.

o e Cs) | e oG5 soz e o

* e |Gl a(s) soz [+ **

Gi(s) G(s) e o s0z Lo o

Neste esquema Ci(s) = 1/(s*> + 1), G(s) = (s +2)/s e o amostrador
tem periodo T =1 s. Determine a funcdo de transferéncia equivalente
C(z) entre e(kT) e uj(kT), i=1,---,3.
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Equivalente Discreto

No primeiro caso a fun¢do Ci(s) deve ser discretizada da seguinte
forma: (7
sen(7T)z
C =2 kT)) =
1(2) (sen(kT)) z2 —2cos(T)z+1

e, como no exemplo anterior,

z+2T -1

C20(z) = z — 1

o que para T =1 s nos permite calcular

0.84152° + 0.8415z
C(2) = G2)%(2) = 35 e 720817 — 1

14 /47
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Discretizagdo

Equivalente Discreto

No segundo caso devemos proceder da seguinte maneira

Cz)=(1-z1Z (5—1 <7C1(5)C2(5)) HT)

s
em que
Cl(S)Cz(S) . 2 1 s+2
s s2 s s241
e, portanto,

C(z) = Z<(2tu(t) + u(t) — cos(t)u(t) — 2sen(t)u(t))t:k-r> =

0776822 + 1.205z — 0.1426
23 -2.08122+2.081z — 1

) consiste apenas em amostrar a saida de Cy(s) e
passid-la pelo SOZ.

15 /47
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Discretizagdo

Equivalente Discreto

A figura apresenta a resposta de cada um dos casos estudados a
um impulso unitdrio aplicado na entrada.

45 T T T T |

7

uj

Em preto temos o sinal continuo sem qualquer discretizacdo, em vermelho o

Caso 1, em azul o Caso 2 e
16 /47
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Mapeamento

Mapeamento

Considere f(t) = e™2f, t > 0, cuja Transformada de Laplace é dada por

. 1
f(s) =
(s) s+a
e considere a Transformada Z de f(kT) = e 2T dada por
~ z
o) = —=
Note que seu polo é z = €T com s = —a que é polo do sinal continuo.

Esta relagdo também é vélida no caso geral como enunciado a seguir:

Mapeamento z-s

A relacdo entre os planos s e z é dada pela seguinte expressao

em que T € R é o periodo de amostragem.

17 /47
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Mapeamento

Mapeamento

Esta relacdo é muito importante e pode ser usada para converter
os requisitos de desempenho do plano s para o plano z. De fato,
retomando a funcdo de transferéncia em malha fechada

w;

TS24 26wns + w2

F(s)

temos que seus polos s = —&w,, &= jwp/1 — €2 sdo responsaveis
por definir uma regido Q2 onde devem ser alocados os polos
dominantes do sistema.

o Estabilidade: O sistema a tempo continuo é estdvel sempre
que Re(s) < 0. No dominio do tempo discreto, é facil verificar
da relagdo z = e°T que |z| = e®°(9)T < 1 indica que o sistema
é assintoticamente estavel.

18 /47
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Mapeamento

Mapeamento

@ Tempo de estabilizacdo: Este critério é definido pela expressdo

In(e) _ In(e)

§wn Op

e —

para um ¢ > 0 dado. Para obtermos t. < t, em que t, € um
tempo de estabilizacdo minimo, devemos fazer o > o,. No
dominio do tempo discreto, temos

7= e—apTejwdT

e, portanto, este requisito é satisfeito sempre que os polos

estiverem dentro do circulo de raio r < e % 7.

19 /47
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Mapeamento

Mapeamento

@ Sobrelevagio: Este critério é calculado da seguinte forma
b(g) = e STV

Para obtermos /(&) < 1,(£) devemos ter £ > £,. No dominio
do tempo discreto temos que

1zl = e ez =w, Ty/1 - €2

Para £ constante e variando w, > 0, o médulo de z decresce
exponencialmente, com fase linear. Logo, as curvas
relacionadas a £ > &, devem estar no interior de curvas
espirais logaritmicas simétricas em relacdo ao eixo real.

20/ 47
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Mapeamento

Mapeamento

@ Pico em frequéncia: Este critério é calculado na frequéncia de

ressonancia w, = wpy/1 — 262 e é dado por
1

26,/1 — €2

Para obtermos ¢(£) < ¢,(&) devemos ter & > &, e, para o
caso discreto, a mesma relacdo anterior € vilida.

o(&) =

@ Largura de faixa: No dominio do tempo continuo adotamos a
aproximac¢ao
W =~ w,

Para w, > 0 constante e fazendo variar 0 < £ < 1 temos que o
médulo de z decresce de 1 a e "7 e a fase varia de w, T a 0.

21 /47
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Mapeamento

Mapeamento

A figura a seguir apresenta o plano z, a direita, com destaque para
os valores £ = 0.7, , para T =1, bem
como a representacdo correspondente no plano s apresentado no
grafico da esquerda.

Im(s)
Im(z)

T 02 E B T TR q G2y oi o5 o8

Re(z)

22 /47
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Mapeamento
Mapeamento
Logo, para que o sistema apresente £ > 0.7, e
tempo de estabilizacao , os polos devem estar

localizados nas regides em destaque apresentadas na figura, para o
caso continuo e discreto, respectivamente.

i 4\
= -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

0.8

23 /47
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Equivalente Discreto

Equivalente discreto

Neste momento nosso objetivo é apresentar algumas técnicas para
o projeto de controladores discretos por emulacdo. Os seguintes
passos devem ser respeitados:

@ Projetar um controlador C(s) de maneira a respeitar os
critérios de desempenho desejados no dominio do tempo
continuo.

@ Discretizar C(s) de forma a obter C(z)

@ Verificar a partir de simulag3o se o controlador discreto C(z)
atende os requisitos de projeto.

Considere a funcio

u(t) = /OOO e(r)dr —> il(s) = <1> a(s)

S

24 /47
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Equivalente Discreto

Equivalente Discreto

‘ t
kT (k+1)T

@ Euler: Com T > 0 a aproximacgado de Euler fornece
u((k+1)T) = u(kT) + Te(kT)

cuja transformada Z permite calcular i(z) = (ZTTl) é(z) o

que leva a
C(2) = C(s)] -t

25 /47
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Equivalente Discreto

Equivalente Discreto

|t
KT (k41T

@ Tustin: Com T > 0 a aproximac¢do de Tustin fornece
e((k+1)T)+e(kT)
2

u((k+1)T)=u(kT)+ T

cuja transformada Z permite calcular

o) = (3257 ) e

o que leva a

26 /47
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Equivalente Discreto

Equivalente Discreto

@ Mapeamento de polos e zeros (MPZ): O procedimento é
descrito a seguir:

sT

@ Mapear os polos e zeros, segundo a relacdo z = e

@ Ajuste o ganho de baixa frequéncia do controlador C(z) de
forma a iguald-lo com o de C(s).

27 /47
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Equivalente Discreto

Equivalente Discreto

Exemplo: A aproximacao de

s+«
=t
é dada por
_ a—aT
C(z) = kq (z—e™)

(z—1)(z—e A7)

Apbds eliminar os polos em s =0 e z =1, temos
Q 1—e ol
Rer— — K _—
‘g I\ 1—e BT

o« 1—ePT
hd = Reg (T eaT

e, portanto

28 /47
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Equivalente Discreto

Equivalente Discreto

Os comentarios seguintes referem-se a escolha do periodo de
amostragem.

@ A frequéncia de amostragem ws depende naturalmente da
largura de faixa W do sistema em malha fechada a tempo
continuo.

@ De forma a atender o teorema da amostragem de
Nyquist-Shannon a frequéncia de amostragem deve obedecer
o limitante inferior ws > 2W.

@ Entretanto, pode-se notar que o sistema € instdvel ou
apresenta desempenho deteriorado para ws < 10W.

@ Resultados satisfatérios podem ser obtidos respeitando o
limite ws > 30W.

@ A dificuldade de utilizar frequéncias de amostragem elevadas
gera a necessidade de realizar o projeto diretamente no

dominio do tempo discreto.
29 /47
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Equivalente Discreto

Equivalente Discreto

Exemplo: Considere um sistema a tempo continuo com fung¢do de
transferéncia

para o qual foi projetado o seguinte controlador avango

8(s+0.5)

cls) = (s+5)

responsdvel por fazer com que o sistema em malha fechada
respeite os seguintes critérios de desempenho £ > 0.7 e t. < 8s.
Projete um controlador digital equivalente, de forma que o sistema
em malha fechada atenda aos mesmos requisitos de desempenho.

30/47
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Equivalente Discreto

A fungdo de transferéncia em malha fechada deste sistema é
8s+4

s34 552+ 8s+4
Sua largura de faixa é de W = 2.6 rad/s. A seguir apresentamos o
projeto para duas frequéncias de amostragem diferentes, a saber,
ws = 10W e ws = 30W.

o Para ws = 10W
A tabela apresenta os controladores discretos obtidos de acordo
com os métodos apresentados.

F(s) =

T = 0.24 segundos

Método | Continuo SOz Euler Tustin MPZ

Contr 8s+4 8z—7.441 | 8z—7.04 | 5.3z—4.7 | 4.944z—4.385
) s+5 z—0.3012 z+0.2 z—0.25 z—0.3012
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Equivalente Discreto

Diagrama de Bode dos controladores:

Bode Diagram

Magnitude (dB)

Phase (deg)

S~—

10’2 10’l Frequen?/o(-}ad/s) 101 102

Nesta figura o controlador continuo estd apresentado em verde,
SOZ em vermelho, Euler em azul, Tustin em preto e MIPZ em
ciano. 32/47
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Equivalente Discreto

Equivalente Discreto
Esforco de controle do sistema amostrado seguindo o mesmo

cédigo de cores anterior:

10 10
5 5
0 0
= -5 -5
< ™ 2 4 6 0 2 4 6
S
10‘ 10‘
5 5
0 0
-5 -5
2 4 6 0 2 4 6
t
33/47
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Equivalente Discreto

Equivalente Discreto

Saida do sistema amostrado em malha fechada y(t) seguindo o
mesmo cddigo de cores anterior:

15 15
1 1
0.5 0.5
0 0
= 0 2 4 6 0 2 4 6
N—
>
15 15
1 1
05 0.5
0 0
0 2 4 6 0 2 4 6
t
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Equivalente Discreto

Equivalente Discreto

o Para ws =30W

A tabela apresenta os controladores discretos obtidos de acordo
com os métodos apresentados.

T = 0.08 segundos

Método | Continuo SOz Euler Tustin MPZ
Contr 8s+4 8z—7.736 | 8z—7.68 | 6.8z—6.533 | 6.726z—6.463
' s+5 z—0.6703 | z—0.6 z—0.6667 z—0.6703
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Equivalente Discreto

Diagrama de Bode dos controladores:

Bode Diagram

Magnitude (dB)
o

Phase (deg)

107 107 10° 10 10
Frequency (rad/s)

Nesta figura o controlador continuo estd apresentado em verde,
SOZ em vermelho, Euler em azul, Tustin em preto e MPZ em
ciano. 36/47
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Equivalente Discreto

Equivalente Discreto
Esforco de controle do sistema amostrado seguindo o mesmo

cédigo de cores anterior:

10 10
5 5
0 0
-5 -5
—~ 0 2 4 6 0 2 4 6
L)
Nas
o
S 10 10
5 5
0 0
-5 -5
2 4 6 0 2 4 6
t
37/47
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Equivalente Discreto

Equivalente Discreto

Saida do sistema amostrado em malha fechada y(t) seguindo o
mesmo cddigo de cores anterior:

15 15
1 1
05 05
= 0 0
Nast
=
15 15
1 1
05 05
0 0
0 0
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Equivalente Discreto

Equivalente discreto

Sobre o exemplo, podemos realizar as seguintes consideracoes:

@ O controlador a tempo discreto recupera o comportamento do
controlador a tempo continuo para T suficientemente pequeno.

@ As respostas obtidas para ws = 30W mostraram-se adequadas para
todos os métodos utilizados, tanto no dominio do tempo como no
da frequéncia.

@ As respostas obtidas para ws = 10W, embora estaveis,
apresentaram desempenho inferior aquele fornecido pelo controlador
continuo.

@ Para ws = 5W o sistema em malha fechada com os controladores
SOZ e Euler apresentou resposta instavel enquanto que as respostas
para os demais controladores foram insatisfatdrias.

A seguir apresentamos o projeto direto do controlador discreto
para qualquer periodo de amostragem.

39 /47
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Projeto Direto do Controlador Discreto

@ O primeiro passo para fazer o projeto direto do controlador é
encontrar a funcdo de transferéncia discreta da parte
continua, ou seja, aquela que relaciona a entrada u(kT) e a
saida y(kT).

@ Para a planta G(s) precedida pelo SOZ, temos

Go(z)=(1—-2z12Z2 <£—1 <@>>

S

@ A funcio de transferéncia em malha fechada fica

(Z) _ C(Z)GO(Z)
1+ C(2)Go(2)

40 /47
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Projeto Direto do Controlador Discreto

@ Podemos utilizar o método do lugar das raizes de forma a
alocar os polos da equacgdo caracteristica
1+ C(2)Go(z) =0

dentro da regido de projeto no plano z onde os requisitos de
desempenho sdo atingidos. As técnicas sdo idénticas as
apresentadas nos capitulos anteriores e serdo ilustradas
através de um exemplo.
Classe de Controladores: Os principais controladores estdo
apresentados a seguir:
@ Proporcional: A equacgdo a diferencas é

u(k) = re(k)
para a qual a funcdo de transferéncia é
C(z) =«

41 /47
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Projeto Direto do Controlador Discreto

Projeto Direto do Controlador Discreto

@ Derivativo: A equag¢ado a diferencas é
u(k) = kTp(e(k) —e(k — 1))
para a qual a funcdo de transferéncia é

C(z) = rp 2=t

, kp=kKTp
@ Integral: A equacgao a diferencas é
u(k) = u(k — 1) + —e(k)
Ty

para a qual a fungao de transferéncia é

V4 K

R| = —
z—1’

C(Z) = KR/ T[

42 /47
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Projeto Direto do Controlador Discreto

Projeto Direto do Controlador Discreto

Exemplo: Considere a mesma planta utilizada no exemplo anterior

1
T

G(s)

Projete um controlador digital C(z) com periodo de amostragem
T=1sdeformaque>07et.<8s.

A funcdo de transferéncia da planta junto com o SOZ é dada por
1
Go(z) = (1-z7hHz <£_1 <—3> >
%) t=kT

= (1-zYHz <k22T2>

T2 (z+1)
2 (z—1)2
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Projeto Direto do Controlador Discreto

Devemos projetar C(z) de forma a alocar as raizes de 1 + C(z)Go(z) =0
na regiao em destaque.

!
o
o
05 T e

Im(z)
=
D

35 -3 25 2 15 E] -05 0 05 Kl
Re(2)

A figura também apresenta o lugar das raizes da planta Go(z) para um
controlador C(z) = k > 0.
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Projeto Direto do Controlador Discreto

Da figura anterior, podemos concluir que o controlador mais
simples, do tipo proporcional, ndo é capaz de levar as raizes da
equacdo caracteristica para a regido de interesse.

Projetamos entdao com o auxilio do "sisotool”do Matlab o seguinte

controlador
(z—0.7)

(z+0.5)

cuja equacgao a diferencas associada é dada por

C(z)=15

u(k) = 1.5 (e(k) — 0.7e(k — 1)) — 0.5u(k)
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Projeto Direto do Controlador Discreto

Como podemos verificar, o controlador projetado aloca os polos do
sistema na regido desejada.

0.5

-0.5

Re(2)
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Projeto Direto do Controlador Discreto

Saida do sistema em malha fechada e esforco de controle para
C(z) com T =1s.

2 1

15 14
1 12
~—~ 05 = 1
5 o e
-05 06
-1 0.4
-15 02
2 0

(] 2 4 6 8 10 o > 2 P Py 10

t t

Vale lembrar que para os métodos anteriores, verificamos que para
T =0.48 s (ws = 5W) o sistema em malha fechada é instavel, para
alguns métodos ou apresentou desempenhos insatisfatérios para outros.
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