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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Introdução

O objetivo deste curso é realizar a análise e o projeto de controle de
Sistemas Lineares Invariantes no tempo (SLIT) considerando a sua
representação em espaço de estado, ao invés da representação
em função de transferência, cuja a análise e o projeto de controle já
foram abordados anteriormente.

O controle via representação em espaço de estado é conhecido como
controle moderno e contrasta com o controle clássico, baseado em
função de transferência, nos seguintes pontos :

A representação em espaço de estado é mais abrangente, pois
permite modelar sistemas lineares ou não-lineares, variantes ou
invariantes no tempo, com uma entrada e uma sáıda - SISO
(Single Input, Single Output) ou com várias entradas e várias
sáıdas - MIMO (Multiple Inputs and Multiple Outputs) de forma
simples e adotando-se o mesmo procedimento.
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Introdução

Funções de transferência, por outro lado, são definidas apenas
para sistemas lineares invariantes no tempo.

No projeto de controle via função de transferência, o procedi-
mento se baseia em fixar a estrutura do controlador, calculando
uma posição adequada para seus polos e zeros e, através do lu-
gar das ráızes, ajustar o seu ganho de forma a fazer com que os
polos dominantes sejam alocados dentro de uma certa região
Ω, que foi obtida a partir dos critérios de desempenho especi-
ficados no projeto.

Note, entretanto, que com esta técnica não temos atuação efi-
caz sobre a posição dos polos não-dominantes em malha fe-
chada, o que pode levar a comportamentos da sáıda controlada
que não são exatamente os especificados.
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Introdução

Como ficou claro no curso anterior :

⇓

Controle clássico é baseado na aproximação de polos

dominantes

Alternativamente, ainda no contexto de controle clássico, a par-
tir da solução de equações Diofantinas, é posśıvel alocar todos
os polos em malha fechada do sistema.

Porém esta técnica é pouco adotada pois exige a utilização
de controladores com dinâmicas mais complexas que se traduz
em um aumento considerável da ordem do sistema em malha
fechada em relação ao sistema em malha aberta original.
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Introdução

Neste sentido, a grande vantagem do projeto de controle via
representação em espaço de estado em relação à abordagem
anterior é o fato de que, sempre que o sistema for controlável
(propriedade a ser abordada neste curso), o projeto via repre-
sentação de estado permite alocar todos os polos em malha
fechada do sistema sem que a utilização de controladores mais
complexos implique no aumento da ordem do sistema em malha
fechada em relação ao sistema em malha aberta original.

Neste contexto, surge uma pergunta bastante simples porém
essencial :

⇓

Onde alocar os polos em malha fechada ?
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Introdução

Note que no controle clássico o objetivo era alocar os polos
dominantes dentro da região Ω, obtida a partir dos critérios
de desempenho (tempo de estabilização e sobrelevação), que
foram definidos, exclusivamente, para a função de transferência
em malha fechada de segunda ordem.

No caso do controle moderno a decisão de onde alocar os polos
do sistema em malha fechada vem normalmente da solução
de um problema de controle ótimo que visa minimizar algum
critério de desempenho de interesse definido para o sistema
global. Neste curso, vamos abordar os dois principais critérios
de desempenho utilizados no estudo de sistemas dinâmicos, a
saber

Norma H2

Norma H∞
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Introdução

Geralmente ao modelarmos um sistema dinâmico real, obtemos um
modelo não linear. Considere, por exemplo, um pêndulo simples de
massa m, com sua extremidade fixa no ponto P por uma haste ŕıgida
de massa despreźıvel e comprimento ℓ e imerso em um meio com
atrito viscoso b, como ilustrado a seguir :

P

θθθ

m
b

ℓℓℓ
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Introdução

Utilizando a segunda lei de Newton obtemos o seguinte modelo
matemático do sistema :

mℓ2θ̈ +mgsen(θ)ℓ+ bℓ2θ̇ = 0

Trata-se de um modelo não-linear de segunda ordem, cuja solução
pode ser obtida somente por simulação numérica. Definindo ξ1 = θ
e ξ2 = θ̇ como sendo as suas variáveis de estado, obtemos a seguinte
representação em espaço de estado do sistema

ξ̇1 = ξ2

ξ̇2 = −g

ℓ
sen(ξ1)−

b

m
ξ2

Os pontos de equiĺıbrio podem ser obtidos fazendo ξ̇1 = ξ̇2 = 0 :

ξ1e = κπ , ξ2e = 0

com κ ∈ Z.
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Introdução

Os gráficos com as trajetórias de (ξ1, ξ2) são chamados de plano de
fase e apresentados a seguir para várias condições iniciais :
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Os seguintes valores foram adotados ℓ = 1 [m], m = 1 [kg], g = 9.8
[m/s2] e b = 1 [N s/m]. Note que as trajetórias podem se comportar
de maneira diferente no entorno de cada ponto de equiĺıbrio.
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Introdução

De maneira geral, uma equação diferencial pode ser descrita por

ξ̇(t) = f (ξ(t)), ξ(0) = ξ0

em que ξ(t) ∈ R
nx é o vetor de estado e f (ξ) : Rnx → R

nx define
a função de interesse que descreve sistema. Os pontos de equiĺıbrio
de um sistema dinâmico são definidos como segue :

Ponto de equiĺıbrio

O ponto ξe ∈ R
nx é dito ponto de equiĺıbrio do sistema ξ̇ = f (ξ) se

escolhida a condição inicial ξ(0) = ξe então ξ(t) = ξe , ∀t ≥ 0.

Da definição, temos que o ponto de equiĺıbrio pode ser obtido de

f (ξe) = 0

que, obviamente, pode ter múltiplas soluções.
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Linearização

Considerando novamente o sistema ξ̇ = f (ξ) na vizinhança do ponto
de equiĺıbrio ξe ∈ R

nx , cada componente fi(ξ), i = 1, · · · , nx , pode
ser aproximada por série Taylor considerada até a primeira ordem :

fi(ξ) ≈ fi (ξe) +

nx∑

j=1

∂fi(ξe)

∂ξj
(ξj − ξej), i = 1, · · · , nx

que pode ser escrita de forma mais compacta como

f (ξ) ≈ f (ξe) + A(ξ − ξe)

em que A ∈ R
nx×nx é uma matriz quadrada com elementos

aij =
∂fi
∂ξj

(ξe), i , j = 1, · · · , nx .

também chamada de matriz Jacobiana de f (ξ).
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Linearização

Definindo a variável auxiliar x = ξ − ξe e lembrando que f (ξe) = 0,
obtemos a aproximação linear

ẋ = ξ̇

= f (ξ)

≈
✟
✟
✟✯

0
f (ξe) + A(ξ − ξe)

≈ Ax

cujo único ponto de equiĺıbrio é a origem xe = 0, ou seja, ξ = ξe .
Neste caso, o sistema apresenta solução fechada dada por

ξ(t) = ξe + eAt(ξ0 − ξe), ∀t ≥ 0

Comentários :

Esta aproximação é válida em uma região próxima do ponto
de equiĺıbrio ξe .
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Linearização

Para fins de ilustração, vamos linearizar o pêndulo para dois pontos
de equiĺıbrio distintos. Note que neste caso

f1(ξ1, ξ2) = ξ2, f2(ξ1, ξ2) = −(g/ℓ)sen(ξ1)− b/mξ2

Assim, temos

ẋ =

[

0 1
∂f2(ξ)
∂ξ1

∂f2(ξ)
∂ξ2

]

(ξ1e ,ξ2e)

x

No caso do pêndulo, temos :

Para (ξ1e , ξ2e) = (0, 0) :

ẋ =

[
0 1

−g/ℓ −(b/m)

]

x

Para (ξ1e , ξ2e) = (π, 0) :

ẋ =

[
0 1

g/ℓ −b/m

]

x
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Linearização

Considerando ℓ = 1 [m], m = 1 [kg], g = 9.8 [m/s2] e b = 1 [N s/m]
já adotados anteriormente, as figuras a seguir apresentam o plano
de fase de ambos os sistemas aproximados para (ξ1e , ξ2e) = (0, 0) e
(ξ1e , ξ2e) = (π, 0), respectivamente
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Comparando com o plano de fase do sistema não-linear podemos
observar que o sistema aproximado é adequado somente nas proxi-
midades do ponto de equiĺıbrio.
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Linearização

Para sistemas de segunda ordem é posśıvel saber a priori como o
sistema se comporta em torno do ponto de equiĺıbrio ξe através da
análise dos autovalores da matriz A do sistema aproximado

ẋ = Ax

Autovalores reais distintos : Considerando que λ 6= µ ∈ R são
os autovalores da matriz A ∈ R

2×2 e V = [vλ vµ] ∈ R
2×2 é a

matriz dos autovetores associada, tais que :

V−1AV = Λ = diag{λ, µ}

Logo,
ẋ = VΛV−1

︸ ︷︷ ︸

A

x ⇒ η̇ = Λη

com η = V−1x .
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Linearização

A solução do sistema
η̇ = Λη

é η(t) = eΛtη0 e, portanto

x(t) = V

[
eλt 0
0 eµt

]

V−1x0

Definindo [cλ cµ]
′ = V−1x0 obtemos

x(t) = (eλtcλ)vλ + (eµtcµ)vµ

válido para t ≥ 0.

Se os autovalores forem iguais uma perturbação infinitesimal em A

faz com que eles se tornem diferentes e a análise anterior pode ser
aplicada.
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Linearização
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Nó estável : Autovalores negativos (λ < 0, µ < 0)

Nó instável : Autovalores positivos (λ > 0, µ > 0)
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Linearização
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Sela : Autovalores negativo e positivo (λ < 0, µ > 0)
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Linearização

Autovalores complexos : Considerando que os autovalores e
os autovetores são da forma σ ± jω e vσ ± jvω em que σ ∈ R,
ω ∈ R e vσ ∈ R

2, vω ∈ R
2 e, portanto :

V−1AV = Λ =

[
σ ω
−ω σ

]

e V = [vσ vµ]. Procedendo de forma similar à realizada
anteriormente, temos

ẋ = VΛV−1
︸ ︷︷ ︸

A

x ⇒ η̇ = Λη

com η = V−1x .
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Linearização

Considerando η(t) na forma polar, ou seja

η(t) =

[
r(t) cos(φ(t))
r(t)sen(φ(t))

]

e aplicando no sistema η̇ = Λη, obtemos

ṙ cos(φ)− rsen(φ)φ̇ = rσ cos(φ) + rωsen(φ)

ṙsen(φ) + r cos(φ)φ̇ = rσsen(φ)− rω cos(φ)

De ambas as equações acima, obtemos ṙ = rσ e φ̇ = −ω o que
nos permite concluir que

r(t) = eσtcσ φ(t) = −ωt + cω

onde as constantes cσ e cω dependem das condições iniciais.
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Linearização

Da mudança de variável adotada x = V η, temos

x(t) =
[
vσ vω

]

︸ ︷︷ ︸

V

[
cσe

σt cos(cω − ωt)
cσe

σtsen(cω − ωt)

]

o que resulta em

x(t) = (cσe
σt cos(cω − ωt))vσ + (cσe

σtsen(cω − ωt))vω

para todo t ≥ 0.
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Linearização

-6 -4 -2 0 2 4 6
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

ξ1

ξ
2

Foco estável : Autovalores complexos (σ < 0)

Foco instável : Autovalores complexos (σ > 0)

Centro : Autovalores complexos (σ = 0)
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Linearização

Considere agora, um sistema mais geral com entrada de controle
uN ∈ R

nu , ou seja, ξ̇ = f (ξ, uN) onde o objetivo é estabililizá-lo em
torno de um ponto genérico ξe . Neste caso, precisamos calcular o
valor de uNe da forma

f (ξe , uNe) = 0

que será responsável por manter o sistema em equiĺıbrio na posição
desejada. A linearização segue o mesmo procedimento anterior, mas
considerando também a entrada de controle

fi (ξ, u) ≈ fi(ξe , uNe)+

+

nx∑

j=1

∂fi (ξe , uNe)

∂ξj
(ξj − ξej) +

nu∑

k=1

∂fi(ξe , uNe)

∂uk
(uNk − uNek)

para todo i = 1, · · · , nx .
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Linearização

Definindo u = uN − uNe a expressão anterior pode ser escrita de
forma mais compacta como

ẋ = Ax + Bu

em que

aij =
∂fi
∂ξj

(ξe , uNe) , bik =
∂fi
∂uNk

(ξe , uNe)

para i , j = 1, · · · , nx e k = 1, · · · , nu .

Para o pêndulo estudado, acrescentando um torque de controle uN
no sistema, temos

ξ̇1 = ξ2

ξ̇2 = −g

ℓ
sen(ξ1)−

b

m
ξ2 + uN
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Linearização

Se desejarmos equilibrar o pêndulo na posição (ξ1e , ξ2e) = (π/4, 0)
o valor de uNe necessário é

uNe =

√
2g

2ℓ

e o sistema linearizado fica

ẋ =

[
0 1

−
√
2g/(2ℓ) −b/m

]

︸ ︷︷ ︸

A

x +

[
0
1

]

︸︷︷︸

B

u

Utilizando os valores numéricos apresentados na pag 16, podemos
notar através dos autovalores {−1.0 ± 2.43j} da matriz A que o
ponto de equiĺıbrio do sistema é um foco estável.
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Motor CC

Vamos agora retomar o modelo do motor CC estudado no curso
anterior e cujo esquema está apresentado na figura a seguir :

+
+

− −

V

R L

Jm

Jc

F F

φ

θ

i

rm

rc

Este motor com momento de inércia Jm movimenta uma carga com
momento de inércia Jc e coeficiente de atrito viscoso torcional b.
A transmissão de força entre o motor e a carga é feita através de
engrenagens com raios rm e rc .
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Motor CC

Utilizando a relação rmφ = rcθ, com c = rc/rm obtemos a equação
da parte elétrica

L
d

dt
i + Ri = V − Kc

d

dt
θ

e mecânica do motor

(Jc + Jmc
2)θ̈ + bθ̇ = cKi

Como pode ser notado o sistema é linear. Assim definindo x1 = i e
x2 = ν = θ̇, obtemos a seguinte representação em espaço de estado

ẋ =

[
−R/L −cK/L
cK/JT −b/JT

]

x +

[
1/L
0

]

V

y =
[
0 1

]
x

em que JT = Jc + Jmc
2.
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Motor CC

Considerando os dados numéricos c = 2, K = 1/2 [volts.s], Jc =
10 [kg.m2], Jm = 1 [kg.m2], b = 1.0 [N.m.s], L = 1 [H] e R = 1 [Ω]
obtemos que os autovalores {−0.91, −0.15} da matriz A indicam
que a origem é um ponto de equiĺıbrio do tipo nó estável. Aplicando
um degrau de 100 [volts] obtemos :
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Motor CC

Verificamos que o sistema atinge o regime permanente com
uma velocidade angular de 50 [rad/s].

A mudança em qualquer parâmetro, por exemplo b que é um
fator que depende do meio, exige que a tensão de entrada seja
recalculada.

Nosso objetivo ao longo deste curso é realizar o controle em
malha fechada de forma a assegurar um bom desempenho
tanto no regime transitório como no regime permanente.
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Pêndulo Invertido

O outro modelo de nosso interesse é o pêndulo invertido cujo es-
quema está apresentado a seguir.

F

ℓ

M

mg

T

φ

xp

O modelo matemático não-linear que descreve o seu comportamento
é o seguinte :

(M +m)ẍp −mℓsen(φ)φ̈−mℓ cos(φ)φ̇2 = F

ℓφ̈− sen(φ)ẍp + g cos(φ) = 0
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Pêndulo Invertido

Definindo as variáveis de estado do sistema como sendo ξ1 = xp,
ξ2 = ẋp, ξ3 = φ, ξ4 = φ̇ podemos escrever

[
M +m −mℓsen(ξ3)
−sen(ξ3) ℓ

]

︸ ︷︷ ︸

Ψ(ξ)

[
ξ̇2
ξ̇4

]

=

[
mℓ cos(ξ3)ξ

2
4 + F

−g cos(ξ3)

]

︸ ︷︷ ︸

Ω(ξ)

Fazendo ξ̇ = Ψ(ξ)−1Ω(ξ) obtemos a seguinte representação em
espaço de estado do sistema não-linear







ξ̇1
ξ̇2
ξ̇3
ξ̇4






=









ξ2
mℓ cos(ξ3)ξ24−mgsen(ξ3) cos(ξ3)

(M+m)−msen2(ξ3)

ξ4
mℓsen(ξ3) cos(ξ3)ξ24−(M+m)g cos(ξ3)

(M+m)ℓ−mℓsen2(ξ3)









+








0
1

(M+m)−msen2(ξ3)

0
sen(ξ3)

(M+m)ℓ−mℓsen2(ξ3)







F
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Pêndulo Invertido

Linearizando o pêndulo em torno de xpe = 0 e φe = π/2 e definindo
x1 = xp − xpe , x2 = ẋ1, x3 = φ− φe e x4 = ẋ3, obtemos o modelo
linearizado

(M +m)ẋ2 −mℓẋ4 = F

ℓẋ4 − ẋ2 − gx3 = 0

o que nos fornece o seguinte modelo em representação em espaço
de estado

ẋ =







0 1 0
0 0 mg

M
0

0 0 0 1

0 0 (M+m)g
Mℓ

0






x +







0
1
M

0
1
Mℓ






F
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Utilizando os dados numéricos M = 10 [kg], m = 2[kg], ℓ =
1[m] e g = 9.8[m/s2] podemos verificar através dos autovalores
{0, 0, 3.42,−3.42} da matriz A que o sistema é instável.
Entretanto, aplicando a seguinte lei controle em malha fechada

F (t) = 10x1(t) + 50x2(t)− 300x3(t)− 100x4(t)

o sistema torna-se estável como pode ser verificado a seguir.

0 5 10 15
40

50

60

70

80

90

100

110

120

130

0 5 10 15
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

tt

φ
(t
)

x
p
(t
)

Um dos nossos objetivos neste curso é projetar de forma adequada
a força de controle F (t).
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Introdução : Sistemas Não-Lineares

Linearização

Com esta pequena introdução sobre sistemas não-lineares deixa-
mos expĺıcito que a teoria que será desenvolvida no decorrer
deste curso, exclusivamente para sistemas lineares e invariantes
no tempo, é totalmente aplicável e implementável nos sistemas
dinâmicos reais que são geralmente não-lineares desde que as
trajetórias sejam consideradas em uma distância adequada do
ponto de equiĺıbrio.

A medida desta distância varia de sistema para sistema e, por-
tanto, a validade do projeto de controle realizado para o sistema
linearizado deve sempre ser aplicada no modelo não-linear e
avaliada posteriormente via simulação numérica.
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Representação de Estado : Tempo Cont́ınuo

Representação de Estado

Qualquer equação diferencial de ordem nx pode ser convertida em nx
equações diferenciais de primeira ordem. Este sistema de equações
diferenciais, geralmente acoplado, é chamado de representação em
espaço de estado. Para um sistema LIT a tempo cont́ınuo a repre-
sentação na forma matricial é dada a seguir

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x0

y(t) = Cx(t) + Du(t)

em que x ∈ R
nx é o estado, u ∈ R

nu é a entrada e y ∈ R
ny é a sáıda

do sistema. As matrizes (A,B ,C ,D), de dimensões compat́ıveis, e a
condição inicial x0 ∈ R

ny devem ser determinadas de tal forma que
y(t) coincida com a solução da equação diferencial em estudo para
todo t ≥ 0. A primeira equação é chamada de equação dinâmica e
a segunda de equação de sáıda.
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Representação de Estado : Tempo Cont́ınuo

Representação de Estado

A solução geral da equação dinâmica é a seguinte

x(t) = Φ(t, 0)x0 +

∫ t

0
Φ(t, τ)Bu(τ)dτ

em que Φ(t, τ) é chamada de matriz de transição de estado.

Matriz de transição de estado

A matriz de transição de estado Φ(t, τ), correspondente ao sistema
ẋ(t) = A(t)x(t), é definida como sendo uma função matricial de
dimensão nx × nx satisfazendo

∂

∂t
Φ(t, τ) = A(t)Φ(t, τ)

Φ(τ, τ) = I

Note que a matriz Φ(t, τ) é responsável pelo regime transitório do
sistema.
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Representação de Estado

Exponencial de Matrix

Para qualquer matriz quadrada A ∈ R
nx×nx define-se a função ex-

ponencial de matriz como sendo

eAt =

nx∑

i=1

(At)i

i !
= I + At +

1

2!
(At)2 +

1

3!
(At)3 + · · ·

Para o sistema LIT que estamos estudando

Φ(t, τ) = eA(t−τ)

Note que ela satisfaz as duas condições apresentadas anteriormente
(Verifique !).
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Representação de Estado

Além disso, a solução geral da equação dinâmica, fica

x(t) = eAtx0 +

∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ

Alternativamente, para sistemas LIT, esta solução pode ser obtida
via transformada de Laplace inversa, levando em conta a seguinte
definição :

Transformada de Laplace da Função Exponencial de Matriz

A transformada de Laplace da função eAt definida para todo t ≥ 0
é dada por

L{eAt} = (sI − A)−1

definida no doḿınio D = {s ∈ C : Re(s) > maxRe(λi )} sendo λi
para i = 1, · · · , nx os autovalores de A.
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Representação de Estado

Aplicando a transformada de Laplace nas equações de estado,
obtemos

x̂(s) = (sI − A)−1x0 + (sI − A)−1Bû(s)

o que nos fornece

ŷ(s) = C (sI − A)−1x0
︸ ︷︷ ︸

G0(s)

+
(
C (sI − A)−1B + D

)

︸ ︷︷ ︸

G(s)

û(s)

com :

g0(t) = L−1{G0(s)} = CeAtx0 que depende somente das
condições iniciais.

g(t) = L−1{G (s)} = CeAtB +Dδ(t) é a resposta ao impulso,
obtida para condições iniciais nulas.
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Representação de Estado

Note que a função de transferência G (s) é dada por

G (s) =
CAdj(sI − A)B + det(sI − A)D

det(sI − A)

Assim a solução da equação caracteŕıstica

det(sI − A) = 0

fornecem os polos de G (s), que são também os autovalores de A.

Solução da Equação de Estado

A solução da equação de estado é dada por

x(t) = eAtx0 +

∫ t

0
eA(t−τ)Bu(τ)dτ

y(t) = Cx(t) + Du(t)
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Representação de Estado

Finalmente, é importante notar que a representação de estado não
é única. Únicas são a função de transferência G (s) e, dada as
condições iniciais, a função G0(s). De fato, o sistema definido pelas
matrizes (A,B ,C ,D) possui a mesma função de transferência G (s)
do sistema definido pelas matrizes (Γ−1AΓ, Γ−1B ,CΓ,D) em que
Γ ∈ R

nx×nx é qualquer matriz não-singular e recebe o nome especial
de Transformação de Similaridade.

Isto pode ser facilmente verificado fazendo

G (s) = C (sI − A)−1B + D

= CΓ(sI − Γ−1AΓ)−1Γ−1B + D

Além disso, observe que

det(sI − Γ−1AΓ) = det(Γ−1(sI − A)Γ)

= det(Γ−1)det(sI − A)det(Γ) = det(sI − A)
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Formas Canônicas

Considere um sistema SISO LIT de ordem nx com a seguinte
função de transferência

G (s) =
ŷ(s)

û(s)
=

1
∑nx

i=0 ai s
i

com ai ∈ R para i = 1, · · · , nx e anx = 1. A equação diferencial
correspondente é dada por

nx∑

i=0

ai
d iy

dt i
(t) = u(t), ∀t ≥ 0

que na forma compacta pode ser escrita como

D[y(t)] = u(t)

em que D[y ] é o operador diferencial.
Profa. Grace S. Deaecto ES728 DMC / FEM - Unicamp 44 / 82
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Formas Canônicas

Para D[y(t)] = u(t) com anx = 1, podemos definir as seguintes
variáveis de estado :

x(t) =






x1(t)
...

xnx (t)




 , xi(t) = y (i−1)(t), i = 1, · · · , nx

que implicam nas matrizes

A =








0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

−a0 −a1 −a2 · · · −anx−1







, B =










0
0
...
0
1










C =
[
1 0 0 · · · 0

]
, D = [0]
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Caṕıtulo I : Análise de Sistemas LIT

Representação de Estado : Tempo Cont́ınuo

Formas Canônicas

Para o caso mais geral em que

G (s) =
ŷ(s)

û(s)
=

∑nu
i=0 bis

i

∑nx
i=0 ai s

i

temos que o sistema correspondente D[z ] = N[u], com N[u] =
∑nu

i=0 biy
(i)(t) sendo um operador diferencial de ordem nu ≤ nx−1,

pode ser reescrito como

D[ζ] = u , y = N[ζ]

Assim, definindo as variáveis de estado como sendo

x(t) =






x1(t)
...

xn(t)




 , xi(t) = ζ(i−1)(t), i = 1, · · · , nx
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Formas Canônicas

As matrizes A e B são as mesmas, entretanto, temos

y(t) = N[ζ] =

nu∑

i=0

biζ
(i)(t) =

nu∑

i=0

bixi+1(t)

o que nos permite determinar as matrizes de sáıda como sendo

C =
[
b0 b1 b2 · · · 0

]
, D = [0]

Para funções de transferência próprias (nu = nx), podemos escrever

G (s) =
ŷ(s)

û(s)
=

∑nu
i=0(bi − bnai)s

i

∑nx
i=0 ai s

i
+ bn

anx = 1 e, neste caso, a representação de estado é obtida de maneira
análoga, mas com D = bn.

Esta representação está na forma canônica controlável, que como fi-
cará claro posteriormente, é muito conveniente para testes de contro-
labilidade e projetos de controle.
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Formas Canônicas

Alternativamente, podeŕıamos descrever qualquer sistema SISO

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x0

y(t) = Cx(t) + Du(t)

com uma representação mais adequada

˙̃x(t) = Ãx̃(t) + B̃u(t), x̃(0) = x̃0

y(t) = C̃ x̃(t) + D̃u(t)

dependendo da aplicação de interesse, utilizando uma transformação
de similaridade Γ conveniente. As duas representações mais utiliza-
das são aquelas que facilitam o projeto de controladores e observa-
dores de estado, chamadas de forma canônica controlável e forma
canônica observável.
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Forma Canônica Controlável

A forma canônica controlável é definida pelas matrizes (Ã, B̃ , C̃ , D̃)
com estrutura dada na pag 38 e podem ser obtidas a partir de
qualquer representação (A,B ,C ,D) e uma matriz Γ adequada.
De fato, redefinindo x = Γx̃ obtemos o sistema anterior com

(Ã, B̃ , C̃ , D̃) = (Γ−1AΓ, Γ−1B ,CΓ,D)

e Γ = CM em que

C =
[
B AB A2B · · · Anx−1B

]

é chamada de matriz de controlabilidade e

M =










a1 a2 · · · anx−1 1
a2 a3 · · · 1 0
...

...
. . .

...
...

anx−1 1 · · · 0 0
1 0 · · · 0 0










, anx = 1
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Caṕıtulo I : Análise de Sistemas LIT

Representação de Estado : Tempo Cont́ınuo

Forma Canônica Observável

Note que esta forma canônica exige que Γ seja invert́ıvel. Uma vez
que det(M) = (−1)nx−1 sempre existe, então a matriz de contro-
labilidade C deve ser não singular. Na forma canônica observável as
matrizes (Ã, B̃, C̃ , D̃) são as seguintes

Ã = Γ−1AΓ =










0 0 · · · 0 −a0
1 0 · · · 0 −a1
0 1 · · · 0 −a2
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 −anx−1










, C̃ = CΓ =










0
0
...
0
1










′

e B̃ = Γ−1B e D̃ = D obtidas com a transformação

Γ = (MO)−1
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Forma Canônica Observável

Nesta transformação

O =










C

CA

CA2

...
CAnx−1










é chamada de matriz de observabilidade. Além disso, assim como no
caso anterior a inversa O−1 deve existir para que a transformação
seja posśıvel.

Para qualquer que seja a transformação de similaridade Γ adotada,
as matrizes

Ã = Γ−1AΓ ou A = ΓÃΓ−1

são ditas similares.
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Discretização

Contr. Digital

Sistema Real

A/D D/ASensores Atuadores

Na verdade, o que normalmente ocorre na prática é que o sistema a
ser controlado é cont́ınuo, mas o esforço de controle u(t) é sinteti-
zado por um controlador digital e, portanto, é constante por partes,
ou seja

u(t) = u(tk), ∀t ∈ [tk , tk+1)

em que tk e tk+1 são instantes de amostragem sucessivos satisfa-
zendo tk+1 − tk = T > 0 e T é o peŕıodo de amostragem.
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Discretização

Considerando um instante de tempo t ∈ [tk , tk+1) temos da equação
dinâmica obtida que

x(t) = eA(t−tk )x(tk) +

∫ t

tk

eA(t−τ)Bdτ u(tk)

= eA(t−tk )x(tk) +

∫ t−tk

0
eAψBdψ u(tk)

onde foi utilizada a mudança de variável ψ = t − τ . Logo nos
instantes de amostragem, temos

x(tk+1) = eAT x(tk) +

∫ T

0
eAψBdψ u(tk)
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Discretização

Isto nos permite obter o modelo discretizado

x(k + 1) = Adx(k) + Bdu(k), x(0) = x0

y(k) = Cx(k) + Du(k)

em que as matrizes (Ad ,Bd ) podem ser obtidas da exponencial

eAT =

[
Ad Bd

0 I

]

com

A =

[
A B

0 0

]
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Representação de Estado

De fato, note que

eAT = L−1

{[
sI − A −B

0 s

]−1
}

= L−1

{[
(sI − A)−1 1

s
(sI − A)−1B

0 1
s
I

]}

=

[

eAT
∫ T

0 eAτBdτ
0 I

]

=

[
Ad Bd

0 I

]

Por enquanto as matrizes de sáıda do sistema a tempo discreto serão
consideradas idênticas às do sistema a tempo cont́ınuo. Posterior-
mente, para fins de projeto da lei de controle u(tk), as matrizes
(Cd ,Dd ) serão determinadas de forma conveniente para que o de-
sempenho dos sistemas a tempo discreto e a tempo cont́ınuo sejam
idênticos.
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Representação de Estado

A representação de estado de um sistema LIT a tempo discreto pode
ser descrita na forma matricial como sendo

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), x(0) = x0

y(k) = Cx(k) + Du(k)

em que x ∈ R
nx é o estado, u ∈ R

nu é a entrada e y ∈ R
ny é a sáıda

do sistema. As matrizes (A,B ,C ,D), de dimensões compat́ıveis, e a
condição inicial x0 ∈ R

ny devem ser determinadas de tal forma que
y(k) coincida com a solução da equação a diferenças em estudo para
todo k ∈ N. A primeira equação é chamada de equação dinâmica e
a segunda de equação de sáıda.
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Representação de Estado

A solução geral da equação dinâmica é a seguinte

x(k) = Φ(k , 0)x0 +

k−1∑

ℓ=0

Φ(k , ℓ+ 1)Bu(ℓ)

em que Φ(k , ℓ) é chamada de matriz de transição de estado.

Matriz de transição de estado

A matriz de transição de estado Φ(k , ℓ) ∈ R
nx×nx , correspondente

ao sistema x(k+1) = A(k)x(k), é definida como sendo uma função
matricial satisfazendo

Φ(k , ℓ) = A(k − 1)A(k − 2) · · ·A(ℓ)
Φ(k + 1, ℓ) = A(k)Φ(k , ℓ)

Φ(ℓ, ℓ) = I

para k > ℓ.
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Representação de Estado

De fato note que de x(k + 1) = A(k)x(k) temos

x(1) = A(0)x(0)

x(2) = A(1)A(0)x(0)

x(3) = A(2)A(1)A(0)x(0)

... =
...

x(k) = A(k − 1)A(k − 2) · · ·A(0)
︸ ︷︷ ︸

Φ(k,0)

x(0)

Também podemos escrever

x(k) = Φ(k , ℓ)x(ℓ), k > ℓ

Para o sistema LIT que estamos estudando

Φ(k , ℓ) = Ak−ℓ
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Representação de Estado

Logo, a solução geral da equação dinâmica, fica

x(k) = Akx0 +

k−1∑

ℓ=0

Ak−ℓ−1Bu(ℓ)

Para sistemas LIT, esta solução pode ser obtida via transformada
de Z inversa, levando em conta a seguinte definição :

Transformada Z da Função Potência de Matriz

A transformada Z da função Ak , k ∈ N é dada por

Z{Ak} = z(zI − A)−1

definida no doḿınio D = {z ∈ C : |z | > max |λi |} sendo λi para
i = 1, · · · , nx os autovalores de A.
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Representação de Estado

Aplicando a transformada Z nas equações de estado, obtemos

x̂(z) = z(zI − A)−1x0 + (zI − A)−1Bû(z)

o que nos fornece

ŷ(z) = C (zI − A)−1zx0
︸ ︷︷ ︸

G0(z)

+
(
C (zI − A)−1B + D

)

︸ ︷︷ ︸

G(z)

û(z)

com :

g0(k) = Z−1{G0(z)} = CAkx0 que depende somente das
condições iniciais.

g(k) = Z−1{G (z)} =

{
D , k = 0

CAk−1B , k ≥ 1
é a resposta ao

impulso, obtida para condições iniciais nulas.
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Solução da Equação de Estado

A solução da equação de estado é dada por

x(k) = Akx0 +

k−1∑

ℓ=0

Ak−ℓ−1Bu(ℓ)

y(k) = Cx(k) + Du(k)

Como observado no caso cont́ınuo, é importante notar que a repre-
sentação de estado no caso discreto também não é única. Únicas
são a função de transferência G (z) e, dada as condições iniciais, a
função G0(z).
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Representação de Estado

De fato, o sistema definido pelas matrizes (A,B ,C ,D) possui a
mesma função de transferência F (s) do sistema definido pelas ma-
trizes (Γ−1AΓ, Γ−1B ,CΓ,D) em que Γ ∈ R

nx×nx é qualquer matriz
não-singular e recebe o nome especial de Transformação de Simila-
ridade.

Isto pode ser facilmente verificado fazendo

G (s) = C (zI − A)−1B + D

= CΓ(zI − Γ−1AΓ)−1Γ−1B + D

Além disso, observe que

det(zI − Γ−1AΓ) = det(Γ−1(zI − A)Γ)

= det(Γ−1)det(zI − A)det(Γ)

= det(zI − A)
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Formas Canônicas

Considere um sistema SISO LIT de ordem nx com a seguinte função
de transferência

G (z) =
ŷ(z)

û(z)
=

1
∑nx

i=0 aiz
i

com ai ∈ R para i = 1, · · · , nx e anx = 1. A equação a diferenças
correspondente é dada por

nx∑

i=0

aiy(k + i) = u(k), ∀k ∈ N

que na forma compacta pode ser escrita como

D[y(k)] = u(k)

em que D[y ] é o operador a diferenças.
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Formas Canônicas

Para D[y(k)] = u(k) com anx = 1, podemos definir as seguintes
variáveis de estado :

x(k) =






x1(k)
...

xnx (k)




 , xi (k) = y(k + i − 1), i = 1, · · · , nx

que implicam nas matrizes

A =








0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

−a0 −a1 −a2 · · · −anx−1







, B =










0
0
...
0
1










C =
[
1 0 0 · · · 0

]
, D = [0]
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Formas Canônicas

Para o caso mais geral em que

G (z) =
ŷ(z)

û(z)
=

∑nu
i=0 biz

i

∑nx
i=0 aiz

i

temos que o sistema correspondente D[ζ] = N[u], com N[u] =
∑nu

i=0 biu(k+i) sendo o operador a diferenças de ordem nu ≤ nx−1,
pode ser reescrito como

D[ζ] = u , y = N[ζ]

Assim, definindo as variáveis de estado como sendo

x(k) =






x1(k)
...

xnx (k)




 , xi(k) = ζ(k + i − 1), i = 1, · · · , nx
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Formas Canônicas

As matrizes A e B são as mesmas, entretanto, temos

y(k) = N[ζ] =

nu∑

i=0

biζ(k + i) =

nu∑

i=0

bixi+1(k)

o que nos permite determinar as matrizes de sáıda como sendo

C =
[
b0 b1 b2 · · · 0

]
, D = [0]

Para funções de transferência próprias (nu = nx), podemos escrever

G (z) =
ŷ(z)

û(z)
=

∑nu
i=0(bi − bnai)z

i

∑nx
i=0 aiz

i
+ bn

e, neste caso, a representação de estado é obtida de maneira análoga,
mas com D = bn.

Esta representação está na forma canônica controlável.
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Formas Canônicas

As matrizes nas formas canônicas controlável e observável, podem
ser obtidas a partir de qualquer representação em espaço de estado
(A,B ,C ,D) utilizando as transformações de similaridade :

Γ = CM para a obtenção de

(Ã, B̃ , C̃ , D̃) = (Γ−1AΓ, Γ−1B ,CΓ,D)

na forma canônica controlável.

Γ = (MO)−1 para a obtenção de

(Ã, B̃ , C̃ , D̃) = (Γ−1AΓ, Γ−1B ,CΓ,D)

na forma canônica observável.
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Matrizes Simétricas

Antes de prosseguir, vamos apresentar a classe de matrizes simétricas
e suas propriedades, cujos conceitos serão fundamentais nos desen-
volvimentos que seguem. Uma matriz quadrada e real Q ∈ R

n×n é
dita simétrica se os seus elementos são tais que

qij = qji

para todo 1 ≤ i , j ≤ n. Neste caso, temos que a igualdade Q = Q ′

é verificada.

Matrizes Simétricas

Seja Q ∈ R
n×n uma matriz simétrica, então as seguintes afirmações

são verdadeiras :

1 Todos os seus autovalores {λ1, · · · , λn} são reais.

2 Todos os seus autovetores {v1, · · · , vn} são reais. Além disso,
autovetores associados a autovalores distintos são ortogonais.
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Matrizes Simétricas

Primeira afirmação : Para mostrar que todos os autovalores
são reais, basta multiplicar Qv = λv à esquerda por
v∼ = (v∗)′. Assim, temos

v∼Qv = λv∼v
(∼)−−→ v∼Qv = λ∗v∼v

igualando o lado direito de ambas as igualdades temos
(λ− λ∗)v∼v = 0. Como v 6= 0, isto implica que

λ = λ∗

e, portanto, λ deve ser real.
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Matrizes Simétricas

Segunda afirmação : Para mostrar que os autovetores são
reais, temos

(λI − Q)v = 0
(∗)−−→ (λI − Q)v∗ = 0

onde foi considerado na segunda igualdade que λ é real e Q é
simétrica. Logo v é real pois v = v∗. Agora, considerando
Qvi = λivi e Qvj = λjvj e fazendo

v ′jQvi = λiv
′
j vi e v ′iQvj = λjv

′
i vj

Calculando o transposto da primeira igualdade e comparando
o resultado com a segunda, obtemos

(λi − λj)v
′
i vj = 0

Como λi 6= λj então v ′i vj = 0 indicando que

vi e vj são ortogonais

Profa. Grace S. Deaecto ES728 DMC / FEM - Unicamp 70 / 82
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Matrizes Simétricas

Mesmo se houver coincidência de alguns autovalores, podemos de-
terminar os autovetores associados mantendo a ortogonalidade entre
eles. Portanto, podemos determinar os autovetores vi ∈ R

n de tal
forma que

v ′i vj =

{
1, i = j

0, i 6= j

e formar a matriz V = [v1, · · · , vn] ∈ R
n×n, denominada matriz

unitária pois
V ′V = I ⇒ V−1 = V ′

Para determinar a inversa de uma matriz unitária, basta calcular a
sua transposta !
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Matrizes Simétricas

Uma matriz simétrica é definida positiva (Q > 0) se

x ′Qx > 0, ∀x 6= 0 ∈ R
n

de maneira similar podemos definir Q ≥ 0 (semidefinida positiva),
Q < 0 (definida negativa) e Q ≤ 0 (semidefinida negativa).

Matrizes simétricas

Seja Q ∈ R
n×n uma matriz simétrica com autovalores λi , i =

1, · · · , n :

Q > 0 se e somente se λ1 > 0,...,λn > 0.

Q ≥ 0 se e somente se λ1 ≥ 0,...,λn ≥ 0.

Q < 0 se e somente se λ1 < 0,...,λn < 0.

Q ≤ 0 se e somente se λ1 ≤ 0,...,λn ≤ 0.
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Matrizes Simétricas

De fato, com a matriz V =
[
v1 · · · vn

]
∈ R

n×n temos

V ′QV = V ′VΛ

= Λ

sendo Λ = diag{λ1, · · · , λn}. Como V é unitária, podemos escrever
Q = VΛV ′ e, portanto :

x ′Qx = (V ′x
︸︷︷︸

χ

)′Λ(V ′x
︸︷︷︸

χ

) =

n∑

i=1

λiχ
2
i

Como V é não singular, x 6= 0 sse χ 6= 0, então x ′Qx > 0 para todo
x 6= 0 sse todos os seus autovalores forem positivos. Os demais casos
decorrem de forma similar.
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Critério de Lyapunov

Além dos critérios de Nyquist e de Routh-Hurwitz, necessários e su-
ficientes para o estudo de estabilidade de sistemas LIT, outro critério
igualmente importante é o critério de Lyapunov.
Este critério é bastante geral e se aplica a sistemas dinâmicos lineares
ou não-lineares, a tempo cont́ınuo ou discreto, descrito através de
suas equações de estado. A ideia central é a seguinte :

Considerando v(x) uma função que mede a distância de um
ponto genérico x ∈ R

nx até o ponto de equiĺıbrio xe tendo,
portanto, as caracteŕısticas :

a) v(x) > 0 para todo x 6= xe e v(x) = 0 para x = xe

Se para toda condição inicial x(0) = x0 a função v(x(t))
diminuir e tender a zero no decorrer do tempo, ou seja :

b) v̇(x) < 0 para todo x 6= xe

então o ponto xe é dito globalmente assintoticamente estável.
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Critério de Lyapunov

O critério de Lyapunov se baseia na escolha da função de Lyapunov
v(x) e na imposição de que v̇(x) < 0, ∀t ≥ 0.

Considere um sistema LIT descrito por

ẋ = Ax , x(0) = x0

que como já mencionado, possui a origem como único (det(A) 6= 0).
Escolhendo v(x) = x ′Px com P > 0 e derivando em relação ao
tempo, obtemos

v̇ = ẋ ′Px + x ′Pẋ = x ′(A′P + PA)x

Assim, dada Q > 0, se existir P > 0 solução da chamada equação
de Lyapunov :

A′P + PA = −Q

então v̇(x) = −x ′Qx < 0, ∀x 6= 0 e o sistema é globalmente
assintoticamente estável.
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Critério de Lyapunov

A matriz A é Hurwitz estável se e somente se para uma matriz
Q > 0 arbitrária dada existir uma matriz simétrica definida positiva
P satisfazendo a equação de Lyapunov

A′P + PA+ Q = 0

Ademais, P =
∫
∞

0 eA
′tQeAtdt > 0 é solução única desta equação.

Como as matrizes P e Q são definidas positivas, existe α suficien-
temente pequeno tal que 2αP < Q. Portanto

v̇(x) ≤ −2αv(x) ⇒ v(t) ≤ e−2αtv(0)
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Critério de Lyapunov

Ou seja v(t) tende a zero e, da mesma forma, x(t) tende ao ponto
de equiĺıbrio xe = 0 assintoticamente. Note que quanto maior o valor
de α, maior é a velocidade com que x(t) se aproxima da origem.

De fato, note que de −Q < −2αP , temos

(A+ αI )′P + P(A+ αI ) < 0

o que indica que todos os autovalores de A são tais que Re(λi (A)) <
−α, ∀i = {1, · · · , nx} :

α é chamada de taxa de decaimento do sistema
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Critério de Lyapunov

Para o sistema dinâmico assintoticamente estável

ẋ = Ax , x(0) = x0

y = Cx

que a partir de x0 ∈ R
nx produz uma sáıda y(t) → 0 quando t → ∞,

desejamos avaliar a qualidade do transitório através do cálculo do
ı́ndice

J =

∫
∞

0
y(t)′y(t)dt

Com a solução P ≥ 0 de A′P + PA = −C ′C o que indica v̇(x) =
−y ′y , temos

J = −
∫

∞

0
v̇dt = v(x0)− v(x(∞))

︸ ︷︷ ︸

=0

= x ′0Px0
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Critério de Lyapunov

Um racioćınio análogo pode ser desenvolvido para obter as condições
de estabilidade de um sistema a tempo discreto descrito por

x(k + 1) = Ax(k), x(0) = x0

que possui a origem como único ponto de equiĺıbrio (det(I−A) 6= 0).
Escolhendo novamente v(x) = x ′Px com P > 0, obtemos

v(x(k + 1))− v(x(k)) = x ′(A′PA − P)x

Assim, dada Q > 0, se existir P > 0 solução da chamada equação
de Lyapunov :

A′PA− P = −Q

então v(x(k + 1)) − v(x(k)) = −x(k)′Qx(k) < 0, ∀x 6= 0 e o
sistema é globalmente assintoticamente estável.
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Critério de Lyapunov

A matriz A é Schur estável, ou seja, possui todos os seus autovalores
no interior do ćırculo unitário (|λi (A)| < 1, ∀i = 1, · · · , nx) se e

somente se para uma matriz Q > 0 arbitrária dada existir uma
matriz P > 0 satisfazendo a equação de Lyapunov

A′PA− P + Q = 0

Ademais, P =
∑

∞

k=0 A
′kQAk > 0 é solução única desta equação.

Como as matrizes P e Q são definidas positivas, existe β suficien-
temente pequeno tal que βP < Q. Portanto

v(k + 1) ≤ (1− β)v(k) ⇒ v(k) ≤ (1− β)kv(0)
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Caṕıtulo I : Análise de Sistemas LIT

Estabilidade : Critério de Lyapunov

Critério de Lyapunov

Ou seja v(k) tende a zero e, da mesma forma, x(k) tende ao ponto
de equiĺıbrio xe = 0 assintoticamente. Note que quanto mais o valor
de β → 1, maior é a velocidade com que x(k) se aproxima da origem.

Para o sistema dinâmico assintoticamente estável

x(k + 1) = Ax(k), x(0) = x0

y(k) = Cx(k)

que a partir de x0 ∈ R
nx produz uma sáıda y(t) → 0 quando t → ∞,

desejamos avaliar a qualidade do transitório através do cálculo do
ı́ndice

J =

∞∑

k=0

y(k)′y(k)
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Critério de Lyapunov

Note que a solução P ≥ 0 de A′PA − P = −C ′C fornece

v(x(k + 1))− v(x(k)) = −x(k)′C ′Cx(k)

= −y(k)′y(k)

Somando ambos os lados de k = 0 a k → ∞ temos

v(x(∞))− v(x(0)) = −
∞∑

k=0

y(k)′y(k)

Como v(x(∞)) = 0 pois o sistema é assintoticamente estável,
conclúımos que

J =
∞∑

k=0

y(k)′y(k) = x ′0Px0
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