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✐♥ r✐✈❡rs ❛♥❞ ♦❝❡❛♥s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛✉s✐✈❡✱ ❛❞✈❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞

r❡❣✐♦♥s✱ t❤❛t ♠♦st ♦❢ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✈❡r② ✜rst st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇✱ ❛♥❞
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❝❛♥ ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r ❜❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛✐r✱ ❜❡❞❧♦❛❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❛❧t❛t✐♥❣ ❣r❛✐♥s

t❤❛t ❡✛❡❝t✉❛t❡ ❜❛❧❧✐st✐❝ ✢✐❣❤ts ❛♥❞ ✇❤✐❝❤✱ ❜② ✐♠♣❛❝t✐♥❣ ♦♥t♦ t❤❡ ❜❡❞✱ ♠♦✈❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡

♥♦♥✲s❛❧t❛t✐♥❣ ❣r❛✐♥s ❜② ❝r❡❡♣ ♠♦t✐♦♥✶✱✷✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞s✱ ❜❡❞❧♦❛❞ ✐s ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❧❛②❡r ✐♥

✇❤✐❝❤ ❣r❛✐♥s r♦❧❧✱ s❧✐❞❡ ♦r ❡✛❡❝t✉❛t❡ s♠❛❧❧ ❥✉♠♣s ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r ♣❛rt

♦❢ t❤❡ ❜❡❞✳ ❚❤✐s ❧♦✇❡r ♣❛rt ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❜❡✐♥❣ st❛t✐❝✷✱✸✱ ❜✉t r❡❝❡♥t❧② ✐t ❤❛s ❜❡❡♥

s❤♦✇♥ t❤❛t ✐t ♠❛② ❝r❡❡♣✱ ✇✐t❤ ♠♦✈❡♠❡♥ts ❝❛✉s❡❞ ❜② ✈❡r② s❧♦✇ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❣r❛✐♥s✹✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❍♦✉ss❛✐s ❡t ❛❧✳✹ ❛♥❞ ❆❧❧❡♥ ❛♥❞ ❑✉❞r♦❧❧✐✺ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝r❡❡♣✐♥❣ ❧❛②❡r ❝❛♥

❡①✐st ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ s❤❡❛r str❡ss❡s ❛r❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❢♦r ❜❡❞❧♦❛❞ ✭s♦ t❤❛t ❛ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r

✐s ❛❜s❡♥t✮✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❍♦✉ss❛✐s ❡t ❛❧✳✹ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r ❜❡❞ t❤❡r❡ ✐s ❛

❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜❡❞❧♦❛❞ ❛♥❞ ❝r❡❡♣✱ ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t t❤✐s tr❛♥s✐t✐♦♥ ♦❝❝✉rs

❛t ❛ ❤❡✐❣❤t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ✈✐s❝♦✉s ♥✉♠❜❡r✻ Iv ❡q✉❛❧ t♦ ✶✵
−7✱ ✇❤❡r❡ Iv ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ✭r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❣r❛✐♥s✮ ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✭r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡

♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ r❛t❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✮ t✐♠❡s❝❛❧❡s✳

❙❤❡❛r❡❞ ❣r❛♥✉❧❛r ❜❡❞s ✉s✉❛❧❧② ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ ✇✐t❤ ❣r❛✐♥s ❤❛✈✐♥❣ t❤❡✐r ♠♦❜✐❧✐t②

r❡❞✉❝❡❞ ❛❧♦♥❣ t✐♠❡✳ ❇❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡

❛❧♦♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ t❤r❡s❤♦❧❞✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ s❤❡❛r str❡ss ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ❜❡❞❧♦❛❞ t♦ t❛❦❡

♣❧❛❝❡✳ ❲✐t❤ ✢✉♠❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❈❤❛rr✉ ❡t ❛❧✳✼ ❛♥❞ ▼❛st❡❧❧❡r ❛♥❞ ❋✐♥♥❡❣❛♥✽ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡

❞❡❝❛② ✐♥ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r ❛♥❞ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝r❡❛s❡ ✇❛s ❞✉❡ t♦ ❜❡❞

❤❛r❞❡♥✐♥❣✱ ✐♥ ✐ts t✉r♥ ❝❛✉s❡❞ ❜② ♣✉r❡❧② ❣❡♦♠❡tr✐❝ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦❢ ❣r❛✐♥s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡

♣❡r❝♦❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥s ♠✐❣r❛t✐♥❣ t♦ ✈❛❝❛♥❝✐❡s ✭❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜❡❞ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss✮✳

❚❤✐s ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♦❢ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♥❛t✉r❡✳ ▲❛t❡r✱ ▼❛st❡❧❧❡r

❡t ❛❧✳✾ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ♦❢ ❛ r✐✈❡r ❜❡❞ ❜② ❛♥❛❧②③✐♥❣ ❛ ✶✾✲②❡❛r✲s❡r✐❡s ❞❛t❛s❡t ♦❢ ✢✉✐❞ str❡ss

❛♥❞ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❊r❧❡♥❜❛❝❤ r✐✈❡r✳

❖✈❡r t❤❡ ♣❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❥❛♠♠✐♥❣ ♦❢ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s

✉♥❞❡r ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ s❤❡❛r str❡ss❡s✶✵✕✶✷✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❛rs s♦♠❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣

♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❣r❛♥✉❧❛r ❜❡❞s s❤❡❛r❡❞ ❜② ✢✉✐❞s✳ ❈❛t❡s ❡t ❛❧✳✶✵ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❢r❛❣✐❧❡ st❛t❡s ♠❛② ❛♣✲

♣❡❛r ✐♥ ❝♦❧❧♦✐❞❛❧ s✉s♣❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧s ❜② t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❢♦r❝❡ ❝❤❛✐♥s ❛❧✐❣♥❡❞
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❇✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s s❤❡❛r❡❞ ❜② ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s✿ ●r❛✐♥ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣

✐♥ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧s ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ s✉♣♣♦rt ❧♦❛❞✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❥❛♠♠✐♥❣✱

✐♥ s✉❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ❜✉t ❜❡✐♥❣ ✉♥❛❜❧❡ t♦ s✉♣♣♦rt ❧♦❛❞✐♥❣ ✐♥ ♦t❤❡r ♦♥❡s✱ ✇✐t❤ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ✉♥✲

❥❛♠♠✐♥❣✳ ❇✐ ❡t ❛❧✳✶✷ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❣r❛♥✉❧❛r ♠❛tt❡r ✐s s✉❜❥❡❝t t♦ ❢r❛❣✐❧❡ st❛t❡s ❛♥❞ s❤❡❛r

❥❛♠♠✐♥❣ ✇❤❡♥ ❡①t❡r♥❛❧ s❤❡❛r str❡ss❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❥❛♠♠✐♥❣ t❤❛t

❛♣♣❡❛rs ❡✈❡♥ ✐♥ s❤❡❛r✲❢r❡❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ❜♦t❤ ❢r❛❣✐❧❡ ❛♥❞ s❤❡❛r✲❥❛♠♠❡❞

st❛t❡s ❛♣♣❡❛r ❛t ❧♦✇❡r ♣❛rt✐❝❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥s t❤❛♥ t❤♦s❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❢♦r ✐s♦tr♦♣✐❝ ❥❛♠♠✐♥❣✱ t❤❡ ❢r❛❣✲

✐❧❡ st❛t❡ ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✉♥❞❡r s♠❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss❡s ❛♥❞ ❜❡✐♥❣ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ♦♥❡✲❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧

❢♦r❝❡ ♥❡t✇♦r❦✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❤❡❛r✲❥❛♠♠❡❞ st❛t❡ ❛♣♣❡❛rs ✉♥❞❡r str♦♥❣❡r s❤❡❛r str❡ss❡s ❛♥❞ ✐s

❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❢♦r❝❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ♣❡r❝♦❧❛t❡s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡❛r❛♥❝❡

♦❢ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t st❛t❡s ♠❛② ❜❡ r❡❣❛r❞❡❞ ❛s ♠❡♠♦r② ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ♦✉t✲♦❢✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠

s②st❡♠s ♠❛② ❦❡❡♣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❛st✶✸✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❈úñ❡③ ❡t ❛❧✳✶✹ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡

r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❛ ❣r❛♥✉❧❛r ❜❡❞ t♦ ✢✉✐❞✲s❤❡❛r str❡ss ❝②❝❧❡s ♦❢ ✈❛r②✐♥❣ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱

❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✭❞✉❡ t♦ ❜❡❞ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ✭❞✉❡ t♦ s❤❡❛r✲✐♥❞✉❝❡❞

♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✮ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡② s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ s❤❡❛r✐♥❣ ✐♥ ❛

❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣r♦❞✉❝❡s✱ ❛❧♦♥❣ t✐♠❡✱ ❛♥ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ str✉❝t✉r❡ t❤❛t ❦❡❡♣s ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡

❛♣♣❧✐❡❞ s❤❡❛r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❢r❛❣✐❧❡ ❛♥❞✴♦r ❥❛♠♠✐♥❣ st❛t❡s✳ ❲❤❡♥✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡

s❤❡❛r ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s r❡✈❡rs❡❞✱ t❤❡ ❢♦r♠❡r ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ str✉❝t✉r❡ ✐s ✇✐♣❡❞ ♦✉t✱ ❝❛✉s✐♥❣ ♠❡♠♦r②

❡r❛s✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡✇ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ str✉❝t✉r❡ ❛❢t❡r ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡✳ ❚❤❡②

❢♦✉♥❞ t❤❛t s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ♣r♦♠♦t❡s ❞✐r❡❝t✐♦♥✲❞❡♣❡♥❞❡♥t str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❢♦r ♠♦❞❡r❛t❡

s❤❡❛r str❡ss❡s✱ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡❞ ♠❡♠♦r② ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛st✱ ✇❤✐❧❡ ❤✐❣❤❡r str❡ss❡s ✢✉✐❞✐③❡

♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❡❞✱ ❡♥❣❡♥❞❡r✐♥❣ ❞✐❧❛t✐♦♥✲✐♥❞✉❝❡❞ ✇❡❛❦❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❧♦ss✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡②

q✉❛♥t✐✜❡❞ t❤❡ ❤②st❡r❡s✐s ✐♥ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r②✐♥❣

✢♦✇s✳

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❜❡❞ ❝♦♠♣❛❝t♥❡ss ❛♥❞ s❤❡❛r✲✐♥❞✉❝❡❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣♦❧②✲

❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s ♠❛② ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♠♦❜✐❧✐t② r❡❞✉❝❡❞ ❜② ♥❛t✉r❛❧ ❛r♠♦r✐♥❣✿ t❤❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❧❡❛❞✐♥❣

t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s ♦♥ t❤❡ ❜❡❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤♦s❡ ❣r❛✐♥s s❤✐❡❧❞ s♠❛❧❧❡r

♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ ✐s str♦♥❣❡r✱ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡❞✶✺✳ ❋❡r❞♦✇s✐ ❡t ❛❧✳✶✻

❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡r❡ ❛ ❜✐❞✐s♣❡rs❡ ❣r❛♥✉❧❛r ❜❡❞ ✇❛s s❤❡❛r❡❞ ❜② ❛ st❡❛❞② ✈✐s❝♦✉s

✢♦✇✱ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❜❡❞ s❤❡❛r❡❞ ❜② ❛ ❧❛②❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭✇✐t❤♦✉t ✢✉✐❞✮✳ ■♥

t❤❡✐r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ✭ρs✮ ❛♥❞ ✢✉✐❞ ✭ρ✮ ❞❡♥s✐t✐❡s ✇❛s S ❂

✶✳✶✸ ✭❝❧♦s❡ t♦ ✉♥✐t②✮✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❣r❛✈✐t② ❡✛❡❝ts ✇❡r❡ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ✢♦✇s ♦❢
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❇✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s s❤❡❛r❡❞ ❜② ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s✿ ●r❛✐♥ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣

✇❛t❡r ❛♥❞ s❛♥❞ ✭S ≈ ✷✳✻✺✮✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❜❡❞ ❛r♠♦r✐♥❣ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞✉❡ t♦ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥✱

✇✐t❤ t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❢r♦♠ ❧♦✇❡r r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜❡❞✳ ❚❤❡② ❛❧s♦

s❤♦✇❡❞ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t ❧❛②❡rs✿ ♦♥❡✱ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❤❡r❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ♣r♦♣❡❧

❛ ❢❛st s❤❡❛r✲❞❡♣❡♥❞❡♥t s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱

❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❜❡❧♦✇✱ ✇❤❡r❡ ❝r❡❡♣ ❞r✐✈❡s ❛ s❧♦✇ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛ss♦❝✐❛t❡ ✇✐t❤

❛ ❞✐✛✉s✐♦♥✲❧✐❦❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

❙❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❜✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❛♥❞ ❞❡❜r✐s ✢♦✇ ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❛t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇

t✐♠❡s❝❛❧❡s ✭t❤♦s❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❝r❡❡♣✐♥❣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✮✳ ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳✶✼ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❡❢✲

❢❡❝t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ✢✉✐❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝❧❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❞❡❜r✐s ✢♦✇s✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐♥❣

t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ✢✉✐❞

✭❢♦r ❜♦t❤ ✐♥❡rt✐❛❧ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s✮✱ t❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s ✇❡❛❦❡r ❛♥❞ s❧♦✇❡r ✐♥

t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ✢✉✐❞✱ ❛♥❞ t❤❛t ✐t ✇❡❛❦❡♥s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t②✳

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ❜♦t❤ ❜✉♦②❛♥❝② ❛♥❞ s❤❡❛r✲r❛t❡ ❛❧t❡r❛t✐♦♥s ❜② t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✢✉✲

✐❞s ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s t❤❛t ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✳

❚❤♦s❡ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ❧❛t❡r ❝♦rr♦❜♦r❛t❡❞ ❜② ❈✉✐ ❡t ❛❧✳✶✽✱ ✇❤♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② t❤❡ ❡✛❡❝t

♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥t❡rst✐t✐❛❧ ✢✉✐❞s ✐♥ ❛ ❝♦♥✜♥❡❞ ❣r❛♥✉❧❛r ♠❡❞✐✉♠ ✉♥❞❡r ✐♠♣♦s❡❞ s❤❡❛r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❛✉✲

t❤♦rs ❢♦✉♥❞ t❤❛t✱ ✐♥❞❡❡❞✱ t❤❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t② ❛❜♦✈❡

❛ ❧♦✇❡r ❧✐♠✐t✳ ❇❡❧♦✇ t❤❛t ❧✐♠✐t✱ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ✇✐t❤ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ❜✉t ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡♥s✐t②

r❛t✐♦ ❛♥❞ ✢✉✐❞ ✐♥❡rt✐❛✳ ❈✉✐ ❡t ❛❧✳✶✽ ♣r♦♣♦s❡ t❤❛t ✈✐s❝♦✉s ❡✛❡❝ts ✇❡❛❦❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ ❝♦♥✲

t❛❝ts ❛♥❞ ❞❛♠♣❡♥ ♣❛rt✐❝❧❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥✳ ❘♦✉ss❡❛✉ ❡t ❛❧✳✶✾

✐♥q✉✐r❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭✐♥tr✉❞❡r✮ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r

♦❢ s♠❛❧❧❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✉❞❡r ❤❛s t✇♦ ♣❤❛s❡s✱ ❛

✜rst ♦♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥t❡r♠✐tt❡♥t ❛♥❞ s❧♦✇✱ ❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❢❛st ♠♦t✐♦♥ t♦ t❤❡

❜❡❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ♣❤❛s❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝r❡❡♣

❛♥❞ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡rs ✭♥♦t ✐♥ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r ✐ts❡❧❢✮✳ ■♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❋r❡② ❡t ❛❧✳✷✵

❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② tr❛❝❦❡❞ ❛ s✐♥❦✐♥❣ ❧❛②❡r ♦❢ s♠❛❧❧❡r ♣❛rt✐❝❧❡s ✇✐t❤✐♥ ❛

❜✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r ✉♥❞❡r t✉r❜✉❧❡♥t ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ s✐♥❦ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢

s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❞❡❝r❡❛s❡s ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✲♣❛rt✐❝❧❡ s❤❡❛r r❛t❡✱

✇❤✐❝❤ ❞❡❝❛②s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✇✐t❤ ❞❡♣t❤✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ t❤❛t s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s r❡❛❝❤ ❛ ✜♥❛❧

❞❡♣t❤✱ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❧❛②❡r t❤❡r❡✳ ❲❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡ t❤❛t✱ ♣❡r❤❛♣s✱ t❤❛t ❧❛②❡r t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❛♥❞ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡rs✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦♥ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ s❤❡❛r ❛♥❞ s❡❣✲
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❇✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s s❤❡❛r❡❞ ❜② ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s✿ ●r❛✐♥ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣

r❡❣❛t✐♦♥ ❢♦r ❜❡❞ ❛r♠♦r✐♥❣✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt✱ q✉❡st✐♦♥s

s✉❝❤ ❛s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ s❤❡❛r✲✐♥❞✉❝❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐♥ ❜✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s✱ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ ❛♥❞

❧♦♥❣✲t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ♠♦❞❡r❛t❡✲✇❡✐❣❤t ❜❡❞s ✭S ❃ 1.5✮ r❡♠❛✐♥ ♦♣❡♥✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✐♥✲

✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞ s❤❡❛r❡❞ ❜② ❛ ✈✐s❝♦✉s ❧✐q✉✐❞✳ ❋♦r t❤❛t✱ ✇❡ ❝❛rr✐❡❞

♦✉t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠❛❞❡ ✉s❡ ♦❢ ❘■▼ ✭r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♠❛t❝❤✐♥❣✮ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥s

❛♥❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥s ❛♥❞ ✢✉✐❞ ✇❛s ✷✳✼✱ ❝❧♦s❡

t♦ ✈❛❧✉❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ r✐✈❡rs ❛♥❞ ♦❝❡❛♥s✳ ❲❡ s❤♦✇ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛✉s✐✈❡✱ ❛❞✈❡❝t✐✈❡ ❛♥❞

❝♦♥str❛✐♥❡❞ r❡❣✐♦♥s✱ t❤❛t ♠♦st ♦❢ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✈❡r② ✜rst st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇

✭✜rst ✷✵✕✽✵ ♠✐♥✉t❡s✮✱ ❛♥❞ t❤❛t ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣❡r ✇❤✐❧❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❛♥❞ ❝r❡❡♣

✇❡❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ t✐♠❡✳ ❲❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ t❤❡✐r ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛❧♦♥❣ t✐♠❡✱ t❤❡✐r ✈❛r✐❛✲

t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❤❡❛r✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝r❡❡♣✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡❞❧♦❛❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡

♣r♦♣♦s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳

❖✉r r❡s✉❧ts ♣r♦✈✐❞❡ ♥❡✇ ✐♥s✐❣❤ts ✐♥t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ♦❢ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❞ ❤❛r❞✲

❡♥✐♥❣ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ♥❛t✉r❡✱ s✉❝❤ ❛s ✐♥ r✐✈❡r ❜❡❞s ❛♥❞ ❝r❡❡♣✐♥❣ ❧❛♥❞s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ s❤♦✇

❤♦✇ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♥❛t✉r❡ ✭❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❜❡❞ ❛r♠♦r✐♥❣✮✱

❤♦✇ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❛②❡r ✭❝r❡❡♣✐♥❣ ❧❛②❡r✮ ♦❢ ❛ ❣r❛♥✉❧❛r ❜❡❞ ❝♦♠♣❛❝ts ✭♣r♦♠♦t✐♥❣ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✲

✐♥❣✮✱ ❛♥❞ ❤♦✇ ❣r❛✐♥s ❛r❡ r❡❛rr❛♥❣❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❡❞ ✭✇❤✐❝❤ ❤❛r❞❡♥s t❤❡ ❜❡❞ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣

♠❡♠♦r② ❡✛❡❝t✶✹✮✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ s❡❞✐♠❡♥t tr❛♥s♣♦rt ❢♦✉♥❞

✐♥ ❣❡♦♣❤②s✐❝❛❧ ✢♦✇s✱ ❤②❞r❛✉❧✐❝s✱ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❙❡❝✳ ■■ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ ❙❡❝✳ ■■■ s❤♦✇s t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞

❙❡❝✳ ■❱ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ♣❛♣❡r✳

■■✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❆▲ ❙❊❚❯P

❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❡✈✐❝❡ ❝♦♥s✐st❡❞ ❜❛s✐❝❛❧❧② ♦❢ ❛♥ ❛♥♥✉❧❛r ✭❝✐r❝✉❧❛r✮ ✢✉♠❡ ✇✐t❤ ❛ r♦t❛t✐♥❣

❧✐❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❝♦♠♣✉t❡r✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ st❡♣♣❡r ♠♦t♦r✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❧✐❞ r♦t❛t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡❞ ❛

s❤❡❛r ❞r✐✈❡♥ ✢♦✇ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✢✉♠❡✳ ❚❤❡ ✢✉♠❡ ❤❛❞ ♠❡❛♥ r❛❞✐✉s R ❂ ✶✽ ❝♠✱ ✐♥t❡r♥❛❧ ✇✐❞t❤

W ❂ ✹✵ ♠♠✱ ❛♥❞ ✐♥t❡r♥❛❧ ❤❡✐❣❤t H ❂ ✸✵ ♠♠✱ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❣r❛✐♥s

❛♥❞ ❧✐q✉✐❞ ✭❞❡s❝r✐❜❡❞ ♥❡①t✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✇❛s ♠♦✉♥t❡❞ ♦✈❡r ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✭❤❡❛✈②✮ t❛❜❧❡

❛❧✐❣♥❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✭❛✮ s❤♦✇s ❛ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠♦✉♥t❡❞ ♦✈❡r t❤❡

♦♣t✐❝❛❧ t❛❜❧❡ ✭❛ ❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✮✳

❆ ❜✐❞✐s♣❡rs❡ ❣r❛♥✉❧❛r ❜❡❞ ♦❢ ❤❡✐❣❤t ✷✹ ♠♠ ≤ h ≤ ✷✺ ♠♠ ✇❛s s❡t ✉♣ ✐♥ t❤❡ ✢✉♠❡✱ ❛♥❞
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❇✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s s❤❡❛r❡❞ ❜② ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s✿ ●r❛✐♥ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣

❋■●✳ ✶✳ ✭❛✮ P❤♦t♦❣r❛♣❤ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣❀ ✭❜✮ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ r❛✇ ✐♠❛❣❡❀ ✭❝✮ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥s

s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❛✇ ✐♠❛❣❡✳

t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s♣❛❝❡ ✇❛s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈✐s❝♦✉s ❧✐q✉✐❞ ✇❤♦s❡ r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ✇❛s ♠❛t❝❤❡❞

✇✐t❤ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❜❡❞✳ ❚❤❡ ❜❡❞ ❝♦♥s✐st❡❞ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r ❣❧❛ss s♣❤❡r❡s ✭s♦❞❛✕❧✐♠❡✕s✐❧✐❝❛

❣❧❛ss✮ ✇✐t❤ ❞❡♥s✐t② ρs ❂ ✷✺✵✵ ❦❣✴♠3 ❛♥❞ ❞✐❛♠❡t❡rs d1 ❂ ✸ ♠♠ ± ✵✳✷ ♠♠ ❛♥❞ d2 ❂ ✷ ♠♠

± ✵✳✷ ♠♠✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ s♣❡❝✐❡s ✶ ❛♥❞ ✷✳ ❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡

♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ s♣❤❡r❡s V2 t♦ t❤❛t ♦❢ ❧❛r❣❡ ♦♥❡s V1 ✇❛s V2/V1 ❂ ✶✳✺✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞

t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r ❛s d = (0.4d1+0.6d2)/2 = ✷✳✹ ♠♠ ✭✐✳❡✳✱ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛ss ♣r♦♣♦rt✐♦♥

♦❢ ❡❛❝❤ s♣❡❝✐❡s✮✳ ❋♦r t❤❡ ✢✉✐❞✱ ✇❡ ✉s❡❞ ❛♥ ♦✐❧ ❢♦r ✢✉♦r❡s❝❡♥❝❡ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ❢r♦♠ ❈❛r❣✐❧❧❡

▲❛❜♦r❛t♦r✐❡s✱ ✇✐t❤ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② µ ❂ ✻✺✶ ❝P✱ ❞❡♥s✐t② ρ ❂ ✾✸✶ ❦❣✴♠3✱ ❛♥❞ r❡❢r❛❝t✐✈❡

✐♥❞❡① ✭❢♦r ✺✸✷ ♥♠✮ ♦❢ ✶✳✺✶✷✼ ❛t ✷✸ ◦❈✱ ✇❤✐❝❤ ❛ss✉r❡❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ s❤❡❛r ✇❤✐❧❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ t❤❡

r❡❢r❛❝t✐✈❡ ✐♥❞❡① ♦❢ ❣r❛✐♥s✳ ❚❤❡ ✢✉✐❞ ✈✐s❝♦s✐t② ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ r❤❡♦♠❡t❡r ❆♥t♦♥ P❛❛r

▼❈❘ ✶✵✷✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t ✐t ✇❛s ✇✐t❤✐♥ ✼✼✵ ❛♥❞ ✽✵✵ ❝❙t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ r♦♦♠

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❛s ✷✷o❈ ± ✶o❈ ❞✉r✐♥❣ ❛❧❧ t❡sts✳ ❚❛❜❧❡s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤

t❡st ❛♥❞ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✉s❡❞ ❣r❛✐♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✳

❲✐t❤ t❤❛t✱ ❛ ❧✐q✉✐❞ ✜❧♠ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r ❜❡❞✱ ✇✐t❤ ❤❡✐❣❤t ✺✳✼ ♠♠ ≤ hf ≤ ✻✳✽ ♠♠✱

✇❛s s❤❡❛r❡❞ ❜② t❤❡ r♦t❛t✐♥❣ ❧✐❞ ❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② Ω✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❧❛♠✐♥❛r ❈♦✉❡tt❡
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❇✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s s❤❡❛r❡❞ ❜② ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s✿ ●r❛✐♥ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣

✢♦✇✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t✐❡s Ω ✈❛r✐❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✸ ❛♥❞ ✻ r♣♠✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❧✐❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t

✐ts ❝❡♥t❡r❧✐♥❡ ♦❢ ✺✸ ♠♠✴s ≤ Ulid ≤ ✶✵✻ ♠♠✴s✱ s❤❡❛r r❛t❡s ♦❢ ✽✳✶ s−1 ≤ γ̇ ❂ Ulid/hf ≤ ✶✾✳✺

s−1✱ ❛♥❞ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✵✳✶✹ ≤ θ ≤ ✵✳✸✺✱ ✇❤❡r❡ θ ❂ µγ̇((ρs − ρ)gd)−1✱ g ❂ |g⃗| ❜❡✐♥❣

t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✈✐t②✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡r✱ θc✱

✇❛s ✜①❡❞ ❛t ✵✳✶ ✭❡st✐♠❛t❡❞ ❢r♦♠ ✈❛❧✉❡s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✹✱✶✻✱✷✶✮✳ ❚❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r

❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ❤❡✐❣❤t✱ ❘❡ ❂ ρUlidhfµ
−1✱ ✇❛s ✇✐t❤✐♥ ✵✳✹✻ ❛♥❞ ✵✳✾✷✱ ❛♥❞ t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s

♥✉♠❜❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ❣r❛✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❘❡p ❂ ργ̇d2µ−1✱ ✇✐t❤✐♥ ✵✳✵✺ ❛♥❞ ✵✳✷✸✳ ❚❤❡ r❛t✐♦

❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r❛✐♥ ❛♥❞ ✢✉✐❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ✇❛s S ❂ ρs/ρ ❂ ✷✳✼✳ Pr✐♦r t♦ ❡❛❝❤ t❡st✱ t❤❡ ✉♣♣❡r ❧✐❞

✇❛s r♦t❛t❡❞ ❛t Ω ❂ ✷✺ r♣♠ ✭θ ❂ ✶✳✺✮ ❞✉r✐♥❣ ✻✵ s❡❝♦♥❞s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉s♣❡♥❞ ❛❧❧ t❤❡ ❣r❛✐♥s

✇✐t❤ t❤❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦tt♦♠✲♠♦st ❧❛②❡rs✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ r❡st ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ✺ ♠✐♥✉t❡s ❢♦r t❤❡

❣r❛✐♥s t♦ s❡tt❧❡✳

❖♥❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✵✳✷ ❲ ❧❛s❡r ❤❡❛❞ ❡♠✐tt✐♥❣ ❛t ✺✸✷ ♥♠ ✇❛s ♠♦✉♥t❡❞ ♦✈❡r ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡

❜❡❧♦✇ t❤❡ ✢✉♠❡✱ ❜♦t❤ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡ tr❛✈❡rs✐♥❣ t❤❡ ❜❡❞ ❛♥❞ ❢♦r♠✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡

❧❛s❡r s❤❡❡t ✭❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✶ ♠♠ t❤✐❝❦✮✳ ❲❡ ✉s❡❞ t✇♦ ❧❛s❡rs ❢♦r ❤❛✈✐♥❣ ❛ r❡❣✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥

♦❢ ❧✐❣❤t t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜❡❞ ✭t❤❡ ❜❡❞ ❜❡✐♥❣ ❧✐❣❤t❡❞ ❢r♦♠ ❜♦t❤ ✐ts t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠✮✳ ❆ ❞✐❣✐t❛❧

❝❛♠❡r❛ ✇✐t❤ ❛ ❧❡♥s ♦❢ ✶✽✕✶✹✵ ♠♠ ❢♦❝❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❛♥❞ ❋✷✳✽ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♣❡rt✉r❡ ✇❛s ♠♦✉♥t❡❞

✇✐t❤ ❛ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r ✈✐❡✇ t♦ t❤❡ ❧❛s❡r s❤❡❡t✳ ❚❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✇❛s ♦❢ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❡t❛❧✲

♦①✐❞❡✲s❡♠✐❝♦♥❞✉❝t♦r ✭❈▼❖❙✮ t②♣❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❛①✐♠✉♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✷✵✳✾ ▼♣① ❢♦r ♣❤♦t♦❣r❛♣❤s

❛♥❞ ✶✾✷✵ ♣① × ✶✵✽✵ ♣① ❛t ✻✵ ❍③ ❢♦r ♠♦✈✐❡s✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✭❘❖■s✮ ✇❡r❡ s❡t ❛t ✶✾✷✵

♣① × ✾✹✵ ♣① ❢♦r t❤❡ ♠♦✈✐❡s ❛♥❞ ✷✼✽✵ ♣① × ✶✹✶✵ ♣① ❢♦r ♣❤♦t♦❣r❛♣❤s✱ ❢♦r ❛ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢

✻✵ ♠♠ × ✸✵ ♠♠✳ ▼♦✈✐❡s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t ✸✵ ❍③ ❢♦r t❤❡ ✜rst ✹✵ ♦r ✽✵ ♠✐♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✈❡r② ✜rst st❛❣❡s ♦❢ t❤❡

✢♦✇✱ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t ✵✳✵✺ ❍③ ❞✉r✐♥❣ ✶✹✵ ❤♦✉rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ s❧♦✇

s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞✲❧✐❦❡ r❡❣✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♠♦✈✐❡s ✇❡r❡ r❡❝♦r❞❡❞ ❛t ✸✵

❍③ ❢♦r ✶✵ ♠✐♥ ❡✈❡r② ✹ ❤♦✉rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s t❤❛t ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞✲❧✐❦❡ ❧❛②❡rs✳ ❆❢t❡r✇❛r❞✱ t❤❡ ♠♦✈✐❡s ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ✇❡r❡ ♣r♦❝❡ss❡❞ ❜② ❛

❝♦❞❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉rs❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ▼♦✈✐❡s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❞ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣❡✲♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❝♦❞❡s ❛♥❞ ✐♠❛❣❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥

❛♥ ♦♣❡♥ r❡♣♦s✐t♦r②✷✷✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱

♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ❛♥❞ str❛✐♥ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✳
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❇✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s s❤❡❛r❡❞ ❜② ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s✿ ●r❛✐♥ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣

■■■✳ ❘❊❙❯▲❚❙

❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❧✐❞ ❜❡❣✐♥s ♠♦✈✐♥❣✱ t❤❡ ✢✉✐❞ ❡♥tr❛✐♥s ❣r❛✐♥s ✐♥t♦ ♠♦t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❣r❛✐♥s

♥❡❛r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♠♦✈✐♥❣ ❛s ❜❡❞❧♦❛❞ ✇❤✐❧❡ t❤♦s❡ ❜❡❧♦✇ ♠♦✈❡ ❛s ❝r❡❡♣ ✭✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♠✉❝❤

s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤♦s❡ ♦❢ ❜❡❞❧♦❛❞ ❣r❛✐♥s✮✳ ❲✐t❤ t❤❡ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✉s❡❞✱ t♦♣♠♦st ❣r❛✐♥s ♦❢

t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r ♠♦✈❡❞ ❜② r♦❧❧✐♥❣ ❛♥❞ s❧✐❞✐♥❣ ♦✈❡r ♦t❤❡r ❣r❛✐♥s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✇❛s ♥♦ ❣r❛✐♥ ✐♥

s✉s♣❡♥s✐♦♥✳ ❇② ♣r♦❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♠❛❣❡s ❛♥❞ ♠♦✈✐❡s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧

❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ⟨ϕ⟩✱ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ⟨V ⟩ ❛♥❞ str❛✐♥ ⟨ε⟩ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❡❞✳

❚❤❡ t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭❛s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✮

❛♥❞ s♣❛❝❡ ❛✈❡r❛❣❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✭♥♦t ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧✱

✉♥❧❡ss ♦t❤❡r✇✐s❡ s♣❡❝✐✜❡❞✮✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ⟨ϕ⟩✱ ⟨V ⟩ ❛♥❞ ⟨ε⟩ ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❡❞ str❡ss❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋✐❣✳ ✷ s❤♦✇s ⟨ϕ⟩✱ ⟨V ⟩ ❛♥❞ ⟨ε⟩ ✭✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❞ ❛s

❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✮ ❢♦r θ/θc ❂ ✸✳✺✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡

♦r❞❡r ♦❢ d ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ⟨ϕ⟩✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡tt❧✐♥❣ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❧❛②❡rs✷✶✳

❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ ⟨ϕ⟩✱ ⟨V ⟩ ❛♥❞ ⟨ε⟩ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✳
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❋■●✳ ✷✳ ❙♣❛t✐♦✲t❡♠♣♦r❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ⟨ϕ⟩✱ ✈❡❧♦❝✐t② ⟨V ⟩ ❛♥❞ str❛✐♥ ⟨ε⟩ ✇✐t❤✐♥ t❤❡

❜❡❞ ❢♦r θ/θc ❂ ✸✳✺✳ ■♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✱ ✢♦✇ ✐s ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ⟨ϕ⟩ ❛♥❞ ⟨V ⟩✱ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❝r❡❡♣✐♥❣ ❛♥❞

❜❡❞❧♦❛❞ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s zc ❛♥❞ zs✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ zs ✐s ❞❡✜♥❡❞

❛s t❤❛t ✇❤❡r❡ ⟨ϕ⟩ ❂ 1/2 ⟨ϕsat⟩✱ s♦ t❤❛t ❢♦r z > zs t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐s ❧♦✇ ❛♥❞

❜❡❞❧♦❛❞ ✈❛♥✐s❤❡s✱ ✇❤✐❧❡ zc ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ ❛ ❦✐♥❦ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ⟨V ⟩ ♣r♦✜❧❡s✱

✽
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❇✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s s❤❡❛r❡❞ ❜② ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s✿ ●r❛✐♥ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣

s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❝r❡❡♣ ✭z < zc✮ ❛♥❞ ❜❡❞❧♦❛❞ ✭zc < z < zs✮ ♦❝❝✉r✹✱✶✹✳ ■♥ ♦✉r

❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤✐s ❦✐♥❦ ✭❛♥❞ t❤✉s zc✮ ❛❧✇❛②s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s

♥✉♠❜❡r Iv ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✷ × ✶✵−8✳ ❚❤❡ ✈✐s❝♦✉s ♥✉♠❜❡r Iv ✐s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ t✐♠❡s❝❛❧❡s✷✸ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✈✐s❝♦✉s ✢♦✇s✱

Iv =
µγ̇

Pp

, ✭✶✮

✇❤❡r❡ Pp ✐s t❤❡ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤✐s ♣r❡ss✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❤❡✐❣❤t✱ ❜❡✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t

♦❢ t❤❡ ❧♦❛❞ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡✐❣❤t z✳ ❲❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ Pp ❛s ✐♥ ❍♦✉ss❛✐s ❡t

❛❧✳✷✶✱

Pp = (ρs − ρ) g

[

∀s

Acont

+

∫

∞

z

⟨ϕ⟩ dz

]

, ✭✷✮

✇❤❡r❡ ∀s ✐s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ♦♥❡ ❣r❛✐♥ ✭❝♦♠♣✉t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛♥ ❞✐❛♠❡t❡r d✮ ❛♥❞ Acont ✐s

t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❝♦♥t❛❝t ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ t♦♣♠♦st ❣r❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❞ s✉r❢❛❝❡✳

❲❡ ♣r♦❝❡❡❞❡❞ ❛s ✐♥ ❍♦✉ss❛✐s ❡t ❛❧✳✷✶ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❛t ∀s/Acont ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

❝♦♥st❛♥t α ❂ ✵✳✶d✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈✐s❝♦s✐t② µeff ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ❊q✳ ✸✱

µeff =
τ

γ̇
, ✭✸✮

✇❤❡r❡ τ ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ str❡ss✳

❋✐❣✉r❡s ✸❛✕✸❡ s❤♦✇ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ⟨ϕ⟩✱ ❣r❛✐♥

✈❡❧♦❝✐t② ⟨V ⟩✱ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♣r❡ss✉r❡ Pp✱ ✈✐s❝♦✉s ♥✉♠❜❡r Iv✱ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈✐s❝♦s✐t② µeff ✱ ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡rs θ✳ ❚❤❡ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ⟨V ⟩ s❤♦✇ t❤❛t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ♦♥ t❤❡ ❜❡❞

s✉r❢❛❝❡ ✭z/d ❂ ✶✵✲✶✷✮✱ ❞❡❝r❡❛s❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❢❛st ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ✐♥ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r ✭✼✲✽ ≤ z/d <

✶✵✲✶✷✮✱ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ✭✺ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧♦✇❡r t❤❛♥ ♦♥ t❤❡ ❜❡❞ s✉r❢❛❝❡✮

❛♥❞ ❛ s♠♦♦t❤❡r ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ✐♥ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r ✭z/d < ✼✲✽✮✱ ❛ ❦✐♥❦ ❡①✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡

tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝r❡❡♣ t♦ ❜❡❞❧♦❛❞✳ ❚❤✐s ❦✐♥❦ ♦❝❝✉rs ❛t ❛ ❤❡✐❣❤t z ✇❤❡r❡ Iv ≈ ✷ × ✶✵−8✱ ❛s

❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸❞✳ ❚❤✐s ✜❣✉r❡ s❤♦✇s t❤❛t Iv ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❛t t❤❡ ❜❡❞ s✉r❢❛❝❡✱ ❞❡❝r❡❛s❡s

str♦♥❣❧② ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ✐♥ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r ❛♥❞ s♠♦♦t❤❧② ✐♥ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❦✐♥❦

♦❝❝✉rr✐♥❣ ❛t z ❂ zc✳ ❋♦r t❤❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ⟨ϕ⟩✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❢❛st ✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ✐♥

t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡ ✐♥ t❤❡ ❝r❡❡♣✐♥❣ ❧❛②❡r✳ ❆s ♥♦t❡❞ ❢♦r ❋✐❣✳

✷✱ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ d ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❡tt❧✐♥❣

♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❧❛②❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ ⟨ϕ⟩ t❡♥❞s t♦ ③❡r♦ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡

✾
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❋■●✳ ✸✳ ❱❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞ ✭❛✮ ♣❛❝❦✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥ ⟨ϕ⟩✱ ✭❜✮ ❣r❛✐♥ ✈❡❧♦❝✐t② ⟨V ⟩ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜②

t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❧✐❞✱ ✭❝✮ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ♣r❡ss✉r❡ Pp✱ ✭❞✮ ✈✐s❝♦✉s ♥✉♠❜❡r Iv✱ ❛♥❞ ✭❡✮ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈✐s❝♦s✐t② µeff

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❛t ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❙❤✐❡❧❞s ♥✉♠❜❡rs θ✳ ■♥ ♣❛♥❡❧ ✭❞✮✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡

❤❛s ✐ts ♦r✐❣✐♥ ✐♥ t❤❡ ❝r❡❡♣✲❜❡❞❧♦❛❞ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❛❧❧ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✈✐s❝♦s✐t② µeff ✐♥❝r❡❛s❡s

✇✐t❤ ❞❡♣t❤✱ ❢r♦♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵µ ❛t t❤❡ ❜❡❞ s✉r❢❛❝❡ t♦ ✶✵7µ ❛t z ❂ ✻✲✼✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤

❞❡♣t❤ ✐t r❡♠❛✐♥s ❝♦♥st❛♥t ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❜♦tt♦♠✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛ s♦❧✐❞✲❧✐❦❡ ❜❡❤❛✈✐♦r

✐♥ t❤❡ ❝r❡❡♣✐♥❣ ❧❛②❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ Pp ✐s r♦✉❣❤❧② ❝♦♥st❛♥t ❢♦r ✶✵ ≤ z/d < ✶✷ ✭t♦♣

r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r✮✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❞❡♣t❤ ❢♦r z/d < ✶✵✳ ❚❤♦s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ✐♥

❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦❢ ❍♦✉ss❛✐s ❡t ❛❧✳✹✱✷✶✱ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✇✐t❤ ♠✉❝❤ ❧✐❣❤t❡r ❣r❛✐♥s

✭S ❂ ✶✳✶✮ t❤❛♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭S ❂ ✷✳✼✮✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡s ❛t

t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❜❡❞ ❛r❡ t✇♦ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❤✐❣❤❡r ✐♥ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞

✇✐t❤ t❤♦s❡ ✐♥ ❍♦✉ss❛✐s ❡t ❛❧✳✹✱✷✶✳

✶✵
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❋r♦♠ t❤❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✱

✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞✐s❝✉ss ♥❡①t✳

❆✳ ❙❡❣r❡❣❛t✐♦♥

❋■●✳ ✹✳ ▼♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ③♦♥❡✳ ✭❛✮ ▼✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠

t ❂ ✵ t♦ ✷✵ ♠✐♥❀ ✭❜✮ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢r♦♠ t ❂ ✷✵ ♠✐♥ t♦ ✶✹✵ ❤✳ ❚❤❡ ❣r❛♣❤✐❝s ❝♦rr❡s♣♦♥❞

t♦ θ/θc ❂ ✸✳✺✳ ▼✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡✳

❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♠❛❣❡s ✭✇✐t❤ ❛♥ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✵✳✵✵✺ ♠♠✱ ❜② ✉s✐♥❣

s✉❜♣✐①❡❧ ♠❡t❤♦❞s✮✳ ❲❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ❛ ❧❛❜❡❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤♦s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ tr❛❝❦❡❞ t❤❡♠ ❛❧♦♥❣

t❤❡ ♠♦✈✐❡ ❢r❛♠❡s ❛♥❞ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❋✐❣✳ ✹❛ s❤♦✇s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ♦❢ ❧❛r❣❡

♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ✇❡r❡ s❡❣r❡❣❛t✐♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✷✵ ♠✐♥ ♦❢ t❡sts ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✹❜ ❢♦r t ❂ ✷✵ ♠✐♥

t♦ ✶✹✵ ❤✱ ❜♦t❤ ❢♦r θ/θc ❂ ✸✳✺ ✭♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡✮✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts

❞✉r✐♥❣ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r

✭❝♦rr♦❜♦r❛t✐♥❣ ♦✉r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦❢ zc✮✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ♠♦st ♦❢ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ❜②

t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②

♦❢ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✷✵ ♠✐♥✉t❡s t❤❛♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ✶✸✾❤ ✹✵ ♠✐♥✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ q✉❛♥t✐❢② t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ r❡❣✐♦♥s

✇❤❡r❡ ❧❛r❣❡ ❣r❛✐♥s ♠♦✈❡✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t✷✹✱✷✺ ✭▼❙❉✮ ♦❢ ❧❛r❣❡

♣❛rt✐❝❧❡s✱

MSD(∆t) =
1

N

N
∑

[z(t+∆t)− z(t)]2 , ✭✹✮

✇❤❡r❡ N ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣♦✐♥ts✱ ∆t ✐s t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ▼❙❉ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱
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❋■●✳ ✺✳ ▼❡❛♥ ❙q✉❛r❡❞ ❉✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ✭▼❙❉✮ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦r ✭❛✮ θ/θc ❂ ✶✳✹ ❛♥❞ ❢r♦♠ t ❂ ✵ t♦

✷✵ ♠✐♥❀ ✭❜✮ θ/θc ❂ ✶✳✹ ❛♥❞ ❢r♦♠ t ❂ ✷✵ ♠✐♥ t♦ ✶✹✵ ❤❀ ✭❝✮ θ/θc ❂ ✸✳✺ ❛♥❞ ❢r♦♠ t ❂ ✵ t♦ ✷✵ ♠✐♥❀

✭❞✮ θ/θc ❂ ✸✳✺ ❛♥❞ ❢r♦♠ t ❂ ✷✵ ♠✐♥ t♦ ✶✹✵ ❤✳ ❚❤❡ t✐♠❡s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❛♥❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦

t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ▼❙❉s✱ ❛♥❞ ❇❧ ✐♥ ♣❛♥❡❧s ✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮ st❛♥❞s ❢♦r ❜❡❞❧♦❛❞✳ ❉♦ts ❛r❡

❝♦❧♦r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧♦r❜❛r✮✳

❛♥❞ MSD(∆t) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ✈✐s✐t❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧

∆t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ♠❡❛♥ ❞✐st❛♥❝❡s tr❛✈❡❧❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡✱ t❤❡ ❝✉r✈❡s ♦❢ MSD

❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ∆t ✐♥❢♦r♠ ❛❜♦✉t r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❛❞✈❡❝t❡❞✱ ♠♦✈❡s ❜② ♣✉r❡

❞✐✛✉s✐♦♥✱ ♦r ✐s ❝♦♥✜♥❡❞✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ t❤✐s ❦✐♥❞ ♦❢ ♣❧♦t ✐s ❝✉r✈❡❞ ✉♣✇❛r❞s ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛❞✈❡❝t✐♦♥

✭s✉♣❡r❞✐✛✉s✐♦♥✮✱ ✐s ❛ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐s ❝✉r✈❡❞ ❞♦✇♥✇❛r❞s ✐♥ ❝❛s❡

♦❢ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥t ✭s✉❜❞✐✛✉s✐♦♥✮✶✻✱✷✻✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ▼❙❉ ✐s ✉s❡❞ ❤❡r❡ ❛s ❛♥ ❛♥❛❧♦❣② ❢♦r ❤✐♥ts
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❛❜♦✉t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦✉r s②st❡♠✱ ▼❙❉ ❜❡✐♥❣ t②♣✐❝❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ♠♦r❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s s②st❡♠s

✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ▼❙❉ ✇❛s ✉s❡❞ ✇✐t❤ ❣r❛♥✉❧❛r ❜❡❞s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❢♦r t❤❡ s❛♠❡

♣✉r♣♦s❡✶✻✱ ❜✉t ❝❛r❡ ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥✳

❋✐❣✉r❡ ✺ s❤♦✇s t❤❡MSD ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ∆t ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❋✐❣✳ ✺❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

t♦ θ/θc ❂ ✶✳✹ ❢r♦♠ t ❂ ✵ t♦ ✷✵ ♠✐♥✱ ❋✐❣✳ ✺❜ t♦ θ/θc ❂ ✶✳✹ ❢r♦♠ t ❂ ✷✵ ♠✐♥ t♦ ✶✹✵ ❤✱ ❋✐❣✳

✺❝ t♦ θ/θc ❂ ✸✳✺ ❢r♦♠ t ❂ ✵ t♦ ✷✵ ♠✐♥✱ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✺❞ t♦ θ/θc ❂ ✸✳✺ ❢r♦♠ t ❂ ✷✵ ♠✐♥ t♦ ✶✹✵ ❤✳

❚❤❡s❡ ❣r❛♣❤✐❝s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❝❝✉rs ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ✐♥ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞

❧❛②❡r ❛♥❞ ❛r❡ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ✷✵ ♠✐♥✉t❡s✱ ✇❤✐❧❡ ♣✉r❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐s s❡❡♥ t♦ ♦❝❝✉r

✐♥ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r✱ ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ✐♥t❡♥s❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡

✜rst ✷✵ ♠✐♥✱ ❜✉t ❛❧s♦ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❛t ❧❛t❡r t✐♠❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧♦✇❡r r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❡♣

❧❛②❡r ✭❢❛rt❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❜♦✉♥❞❛r②✮✱ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ s❡❡♥ t♦ ❜❡ ❝♦♥✜♥❡❞✳

❋✐❣✉r❡ ✻❛ s❤♦✇s t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ z ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✭♦r ✇❡r❡

❞❡❡♣❡r ✐♥ t❤❡ ❜❡❞✮ ❛❧♦♥❣ t✐♠❡✱ ❢♦r θ/θc ❂ ✸✳✺ ✭❣r❛♣❤✐❝s ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛♥❞ ❢♦r t❤❡

♦t❤❡r s❤❡❛r str❡ss❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✮✳ ■♥ ❋✐❣✳ ✻❛✱ t❤❡ t✐♠❡ ✐s

♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② tshear ❂ S/γ̇✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ t✐♠❡s ✭✐♥ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐❝ s❝❛❧❡ ✐♥

t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝✮ ❞✐✛❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❋✐❣✳

✻❛ s❤♦✇s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs ❛♥❞ ❧✐♥❡ t②♣❡s t❤❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❧②

✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s✿ ✵✳✽✺zs ≤ ζ1 ≤ zs❀ ✵✳✼✺zs ≤ ζ2 < ✵✳✽✺zs❀ zc ≤ ζ3 < ✵✳✼✺zs❀ ❛♥❞ ✵✳✾✺zc ≤

ζ4 < zc✳ ■♥ t❡r♠s ♦❢ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ζ1 r❡❣✐♦♥ s❡❣r❡❣❛t❡ ✉♥t✐❧

t/tshear ∼ ✶✵2 ✭✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ♠✐♥✉t❡✮✱ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ζ2 r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ✶✵2 ❛♥❞ ✶✵3 ✭✇✐t❤✐♥ ✶

❛♥❞ ✶✵ ♠✐♥✉t❡s✮✱ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✐♥ t❤❡ ζ3 r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ✶✵3 ❛♥❞ ✶✵4 ✭✇✐t❤✐♥ ✶✵ ❛♥❞ ✶✵✵ ♠✐♥✉t❡s✮✱

t❤❡s❡ t❤r❡❡ r❡❣✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r✳ P❛rt✐❝❧❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ζ4 r❡❣✐♦♥✱

✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r ✭✐♥ t❤❡ ✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r✮✱

s❡❣r❡❣❛t❡ ✇✐t❤✐♥ t/tshear ∼ ✶✵5 ❛♥❞ ✶✵6 ✭✇✐t❤✐♥ ✶✵✵ ❛♥❞ ✶✵✵✵ ♠✐♥✉t❡s✮✳ ❇❡❧♦✇ t❤✐s r❡❣✐♦♥✱

✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✻❜ s❤♦✇s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ z0 ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❋✐❣✳ ✻❛ ✭✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥ ❛t

zc✮ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② d ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t (ze − z0) /d✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t

s❤❡❛r str❡ss❡s✱ ✇❤❡r❡ ze ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡

♥♦t r❡♠❛r❦❡❞ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈✐♥❣ ❞✐st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡✐r r❛❞✐✉s ✐♥ t❤❡ tr❛♥s✈❡rs❡

❞✐r❡❝t✐♦♥✱ s♦ t❤❛t t❤❡② ❞✐❞ ♥♦t ❧❡❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② t❤❡ ❧❛s❡r ♣❧❛♥❡ ✭✐✳❡✳✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ✐❞❡♥t✐❢②✲

✐♥❣ ze ✇❛s ❝♦♠♣❧❡t❡✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✻❜ ❛❧s♦ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❤❛s ❡✛❡❝t✐✈❡❧②

♦❝❝✉rr❡❞ ✭✉♣✇❛r❞s ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✮ ❛♥❞ t❤♦s❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❤❛s t❛❦❡♥ ♣❧❛❝❡
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❇✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s s❤❡❛r❡❞ ❜② ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s✿ ●r❛✐♥ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣

❋■●✳ ✻✳ ✭❛✮ ❱❡rt✐❝❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ z ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✭♦r ✇❡r❡ ❞❡❡♣❡r ✐♥ t❤❡ ❜❡❞✮

❛❧♦♥❣ t✐♠❡✱ ❢♦r θ/θc ❂ ✸✳✺✳ ■♥ t❤❡ ✜❣✉r❡✱ t✐♠❡ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② tshear ❂ S/γ̇✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦❧♦rs

❛♥❞ ❧✐♥❡ t②♣❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝✉r✈❡s s❤♦✇✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s✱ ✇❤❡r❡✿ ✵✳✽✺zs

≤ ζ1 ≤ zs❀ ✵✳✼✺zs ≤ ζ2 < ✵✳✽✺zs❀ zc ≤ ζ3 < ✵✳✼✺zs❀ ❛♥❞ ✵✳✾✺zc ≤ ζ4 < zc✳ ❆ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠

♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✳ ✭❜✮ ■♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ z0 ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s

✭✇✐t❤ ♦r✐❣✐♥ ❛t zc✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ze − z0✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r str❡ss❡s✳

■♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝✱ ze ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ ❜♦t❤ ❛①❡s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② d✳ ✭❝✮ ❱❡rt✐❝❛❧

❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ze − z0 ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥st❛♥ts ✇❤❡♥ t❤❡② ✇❡r❡ ❧❛st ❞❡t❡❝t❡❞

te✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r str❡ss❡s✳ ❚❤❡ ✐♥st❛♥ts te ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts

texp✳ P❛♥❡❧s ✭❜✮ ❛♥❞ ✭❝✮ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✇❤❡r❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❤❛s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ♦❝❝✉rr❡❞ ❛♥❞ t❤♦s❡

✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ❤❛s t❛❦❡♥ ♣❧❛❝❡✳

✭❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭♦r❞✐♥❛t❡✮

✐s zc✱ ✇❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ♠♦st ♦❢ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r✱ ✇❤✐❧❡ ♠♦st ♦❢ s❡❣r❡✲

❣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❡r ❢♦r
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❇✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s s❤❡❛r❡❞ ❜② ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s✿ ●r❛✐♥ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣

❤✐❣❤❡r s❤❡❛r str❡ss❡s ✇❤✐❧❡ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❡r ❢♦r ❧♦✇❡r s❤❡❛r str❡ss❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✻❝ s❤♦✇s

t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ ❋✐❣✳ ✻❛ (ze − z0) /d ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✐♥st❛♥ts ✇❤❡♥ t❤❡② ✇❡r❡ ❧❛st ❞❡t❡❝t❡❞ te/texp✱ ✇❤❡r❡ texp ✐s t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳

❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❛t te/texp ❂ ✶ ✐s ❞✉❡ t♦ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t ✇❡r❡ ❞❡t❡❝t❡❞

✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✳ ✼❛ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✭s②♠✲

❜♦❧s✮✱ (z−zmin) /d✱ ❛♥❞ ✜tt✐♥❣s ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢

t/tshear✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r str❡ss❡s✳ ■♥ t❤✐s

❞✐s♣❧❛❝❡❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ zmin ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❛❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡

✐♥ ❜❡❞ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✮ ❜❡❢♦r❡ st❛rt r✐s✐♥❣✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜tt✐♥❣s ❢♦❧❧♦✇ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❛s

♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳✶✼ ❢♦r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥✮✳ ❋✐❣✉r❡ ✼❜ s❤♦✇s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

s❡❣r❡❣❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s N ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s NT ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡

✐♠❛❣❡s ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t/tshear✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r str❡ss❡s ✭s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ r❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❝✉r✈❡s✱ dN/dt✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r②

♠❛t❡r✐❛❧✮✳ ❋r♦♠ ❋✐❣✳ ✼❛✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦r ❢♦r t❤❡ s❤❡❛r str❡ss❡s t❡st❡❞✱

✇✐t❤ s✐♠✐❧❛r s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡♣t❤ ✭ζ1 t♦ ζ4✮ ❛♥❞ ✇✐t❤ ♥♦ ❝❧❡❛r ❞❡♣❡♥❞❡♥❝② ♦♥ θ✱

❛❧t❤♦✉❣❤ ✈❛r②✐♥❣ ✇✐t❤ ✐t✳ ❚❤❡ t✐♠❡s❝❛❧❡s t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❤❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ❛r❡ t❤❡

s❛♠❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❜♦✈❡ ❢♦r ❋✐❣✳ ✻❛✳ ❋✐❣✉r❡ ✼❜ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡❣r❡❣❛t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s

✈❛r② ✇✐t❤ θ✱ ✇✐t❤ ♣❡r✐♦❞s ♦❢ ❤✐❣❤ s❧♦♣❡ ❛❧t❡r♥❛t✐♥❣ ✇✐t❤ ♦t❤❡rs ♦❢ ❧♦✇ s❧♦♣❡ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ♥♦ ❝❧❡❛r t❡♥❞❡♥❝② ✇✐t❤ θ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❝✉r✈❡s ✐s s✐♠✐❧❛r✳

❚❤❡ ❝✉r✈❡s ❤❛✈❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ ❤✐❣❤ s❧♦♣❡✱ t❤❡♥ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❧♦♣❡ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛

t✐♠❡ t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss✱ t❤❡ s❧♦♣❡ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛❣❛✐♥ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ ♣r❡✲

✈✐♦✉s ✈❛❧✉❡s ❛❢t❡r s♦♠❡ t✐♠❡ ❤❛s ❡❧❛♣s❡❞✱ ❛♥❞✱ ✜♥❛❧❧②✱ ❜② t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ t❤❡

s❧♦♣❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❣❛✐♥✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❜✉t t❤❡② ❝♦✉❧❞

✈❛r② ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ♦❢ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❢♦r θ/θc ❂

✸✳✺ ❛ ❤✐❣❤ s❧♦♣❡ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✼❜ ❢♦r t/tshear ∼ ✶✵2 ✭t ∼ ✶ ♠✐♥✮✱ t❤❡♥ ❛ s♠❛❧❧ s❧♦♣❡

❢♦r t/tshear ∼ ✶✵3 ✭t ∼ ✶✵ ♠✐♥✮✱ ❛ ❤✐❣❤ s❧♦♣❡ ❛❣❛✐♥ ❢♦r t/tshear ∼ ✶✵4 ✭t ∼ ✶✵2 ♠✐♥✮✱ ❛♥❞ ❛

❧♦✇ s❧♦♣❡ ❢♦r t/tshear ∼ ✶✵5✕✶✵6 ✭t ∼ ✶✵3 ♠✐♥✮✳ ❚❤✐s r❡♠❛✐♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t♦ ❜❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞

❢✉rt❤❡r✳ ▲❛st❧②✱ t❤❡ ✐♥s❡t ✐♥ ❋✐❣✳ ✼❜ s❤♦✇s N/Nt ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ tseg/texp✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡

♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❛ ❣r❡❛t ♣❛rt ♦❢ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✐♥ t❤❡ ✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✭✇✐t❤✐♥

t❤❡ ✜rst ✶✪ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ t✐♠❡✮✱ s♦ t❤❛t ❜❡❢♦r❡ ✵✳✺ texp ♠♦r❡ t❤❛♥ ✾✵✪ ♦❢ ❧❛r❣❡r ❣r❛✐♥s ❤❛✈❡

❛❧r❡❛❞② s❡❣r❡❣❛t❡❞✳
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❇✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s s❤❡❛r❡❞ ❜② ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s✿ ●r❛✐♥ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣

❋■●✳ ✼✳ ✭❛✮ ❉✐s♣❧❛❝❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ (z−zmin) /d ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❤❛t s❡❣r❡❣❛t❡❞ ✭s②♠❜♦❧s✮ ❛♥❞

✜tt✐♥❣s ✭❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡s✮ ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛✈❡r❛❣❡s ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t/tshear✱ ❢♦r ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡

s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r str❡ss❡s✳ ❋✐tt✐♥❣s ❢♦❧❧♦✇ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❛s ♣r♦✲

♣♦s❡❞ ❜② ❩❤♦✉ ❡t ❛❧✳✶✼ ❢♦r t❤❡ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ zmin ✐s t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦s✐t✐♦♥ r❡❛❝❤❡❞ ❜②

t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✭❞✉❡ t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜❡❞ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥✮ ❜❡❢♦r❡ st❛rt r✐s✐♥❣✳ ✭❜✮ ◆✉♠❜❡r ♦❢ s❡❣r❡❣❛t❡❞

♣❛rt✐❝❧❡s N ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s NT ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t/tshear✱ ❢♦r

❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r str❡ss❡s✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t s❤♦✇s N/Nt ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t/texp✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ ♣❛♥❡❧s

✭❛✮ ❛♥❞ ✭❜✮✱ ❛♥❞ ❣r❛♣❤✐❝s ♦❢ dN/dt ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ✉♣✇❛r❞ ♠♦t✐♦♥ ✭s❡❣r❡❣❛t✐♦♥✮ ♦❢

❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭❋✐❣s✳ ✻❛ ❛♥❞ ✼❛✮ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡♣t❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❡❞✿

❼ t1/tshear ❂ ✶✵2 ✭t1 ❂ ✶ ♠✐♥✮✱ ❢♦r ✵✳✽✺zs ≤ ζ1 ≤ zs❀

❼ t2/tshear ❂ ✶✵3 ✭t2 ❂ ✶✵ ♠✐♥✮✱ ❢♦r ✵✳✼✺zs ≤ ζ2 < ✵✳✽✺zs❀

❼ t3/tshear ❂ ✶✵4 ✭t3 ❂ ✶✵2 ♠✐♥✮✱ ❢♦r zc ≤ ζ3 < ✵✳✼✺zs❀

❼ t4/tshear ❂ ✶✵5✕✶✵6 ✭t3 ❂ ✶✵3 ♠✐♥✮✱ ❢♦r ✵✳✾✺zc ≤ ζ4 < zc✳

❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ r❡❣✐♦♥s ✭ζ1 t♦ ζ3✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r✱ ✇❤❡r❡ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈❡

♠❛✐♥❧② ❜② ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ✭❋✐❣✳ ✺✮✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ✭ζ4✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✉♣♠♦st ♣❛rt

♦❢ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r ✭✇✐t❤✐♥ ✾✺✪ ♦❢ ✐ts t♦♣✮✱ ✇❤❡r❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♠♦✈❡ ♠❛✐♥❧② ❜② ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❋✐❣✳

✺✮✳ ■♥ t❤✐s t♦♣ ❧❛②❡r✱ ❝r❡❡♣ s❡❡♠s str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ s❤❡❛r ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❛❜♦✈❡

❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r✳ ❇❡❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r ✭z < ✵✳✾✺zc✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ ❛♥② ✉♣✇❛r❞

♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❜✉t✱ ✐♥st❡❛❞✱ ❛ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡ ❞♦✇♥✇❛r❞ ♠♦t✐♦♥ ❞✉❡ t♦ ❜❡❞ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥

✭❋✐❣✳ ✻✮✳ ❚❤✐s ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❜❡❞ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ str❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡
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❇✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s s❤❡❛r❡❞ ❜② ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s✿ ●r❛✐♥ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣

t❤❡ ❣r❛♥✉❧❛r ♠♦❜✐❧✐t②✶✹✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ♥❡①t ✭✐♥ ❙✉❜s❡❝t✐♦♥ ■■■ ❇✮✳ ■♥ t❤✐s ♣✐❝t✉r❡✱

❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ t❤❡ ✉♣♠♦st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r ♠♦✈❡ s❧♦✇❧② ❜② ❞✐✛✉s✐♦♥ ✉♥t✐❧ r❡❛❝❤✐♥❣

t❤❡ ❝r❡❡♣✲❜❡❞❧♦❛❞ tr❛♥s✐t✐♦♥ ③♦♥❡ ✭z ❂ zc✮✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❤❡✐❣❤t t❤❡② ❛r❡ ✈❡rt✐❝❛❧❧② ❛❞✈❡❝t❡❞

❜② t❤❡ r❛♣✐❞ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ ❤❡✐❣❤t✳

❇✳ ❙tr❛✐♥ ❤❛r❞❡♥✐♥❣

❋■●✳ ✽✳ ✭❛✮✲✭❞✮✿ ■♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t ❡❛❝❤ ❤❡✐❣❤t Vx(z)✱ ❢♦r ❛❧❧ ❞❡t❡❝t❡❞ ❣r❛✐♥s

❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r str❡ss❡s θ/θc✳ ❘❡❞ s②♠❜♦❧s ✇❡r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ♠♦✈✐❡s ❛♥❞ ❜❧✉❡ s②♠❜♦❧s ❢r♦♠

♣❤♦t♦❣r❛♣❤s✱ ❜❧❛❝❦ ❞♦ts ❛r❡ s✐♠♣❧❡ ❛✈❡r❛❣❡s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❤❡✐❣❤t✱ ❛♥❞ t❤❡ ②❡❧❧♦✇ r❡❣✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r✳ ✭❡✮ ❍❡✐❣❤ts zc ❛♥❞ zs ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ θ/θc✳ ▼✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡✳

❋✐❣✉r❡s ✽❛✲❞ ✭♠✉❧t✐♠❡❞✐❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡✮ s❤♦✇ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥✲

st❛♥t❛♥❡♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❢♦r ❛❧❧ ❞❡t❡❝t❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛♥❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ t❡st

❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❞ ❤❡✐❣❤t z✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r str❡ss❡s ✭❋✐❣s✳ ✽❛✲✽❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ θ/θc

❢r♦♠ ✶✳✹ t♦ ✸✳✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❡sts✱

t❤❡ ❜❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❝♦♥s✐st❡♥t✱ ✇✐t❤ ❛ r❡❣✐♦♥ ✇❤❡r❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❛♥❞ ✇❤✐❝❤

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✇❤✐❝❤

❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss✱

t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧❛②❡r ✇❤❡r❡ ❜❡❞ ❞✐❧❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤

♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s✶✹✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❧❛②❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛❞✈❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ ♣❛rt✐❝❧❡s t❛❦❡s

♣❧❛❝❡✱ s♦ t❤❛t s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐s str♦♥❣❡r✳ ❚❤❡ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s

✇✐t❤ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss✱ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ r♦✉❣❤❧② ✵✳✷✺ ♠♠✴s ❢♦r t❤❡ t♦♣♠♦st ❣r❛✐♥s ✇❤❡♥ θ/θc ❂

✶✳✹ t♦ ✷✳✺ ♠♠✴s ✇❤❡♥ θ/θc ❂ ✸✳✺✱ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t❤❡♥ t♦ ❤✐❣❤❡r s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ r❛t❡s✳ ❖♥ t❤❡
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❇✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s s❤❡❛r❡❞ ❜② ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s✿ ●r❛✐♥ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣

❝♦♥tr❛r②✱ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r s❤♦rt❡♥s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss✱ ✇✐t❤ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢

t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✶✵−6✕✶✵−5 ♠♠✴s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❧❛②❡r ✇❤❡r❡ ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ♦✈❡r t❤❡ t✐♠❡✱

❛♥❞ ❜♦t❤ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❛♥❞ ❛♥✐s♦tr♦♣✐❝ ❤❛r❞❡♥✐♥❣s ♦❝❝✉r✶✹✳ ❋✐❣✉r❡ ✽❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❤❡✐❣❤ts zc ❛♥❞

zs ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ θ/θc✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❛♥❞ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡rs ✐♥❝r❡❛s❡ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss✳ ❆t t❤❡ ❧❡❛❞✐♥❣ ♦r❞❡r✱ t❤✐s r❡✢❡❝ts ❛ q✉❛❞r❛t✐❝

✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ✢♦✇ r❛t❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ s❤❡❛r str❡ss ✐❢ ❜♦t❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✬ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s

❛♥❞ ❜❡❞❧♦❛❞ ❤❡✐❣❤t ✈❛r② ❧✐♥❡❛r❧② ✇✐t❤ θ✳ ❚❤✐s ✐s✱ ✐♥❞❡❡❞✱ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♣✐❝t✉r❡ ❢♦r ❧❛♠✐♥❛r

✈✐s❝♦✉s ✢♦✇s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ ❘❡ ❛♥❞ ❘❡p < ✶✱ ❈❤❛rr✉ ❡t ❛❧✳✷✼ ❤❛✈✐♥❣ s❤♦✇♥ t❤❛t Vx ∼ θ ❛♥❞

t❤❛t t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ✢♦✇ r❛t❡ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ θ2 ✇❤❡♥ θ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ θc ✭❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡♥ t❤❡ ❧✐♥❡❛r

✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ ❜✐❞✐s♣❡rs✐t② ❛♥❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s

❢r♦♠ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞✳

❋✐❣✉r❡s ✾❛✲❞ s❤♦✇ t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❧② ❛✈❡r❛❣❡❞ str❛✐♥ ε ❢♦r

θ/θc ❢r♦♠ ✶✳✹ t♦ ✸✳✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✱ ❛s t❤❡ s❤❡❛r str❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❤❡✐❣❤t

♦❢ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ str❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❛t✱

✇❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✲t✐♠❡ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡ str❛✐♥✱ ⟨ε⟩✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✳ ✾❡ ❛s

❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❤❡✐❣❤t z/zc ❢♦r θ/θc ❢r♦♠ ✶✳✹ t♦ ✸✳✺✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t✇♦ ❞✐st✐♥❝t r❡❣✐♦♥s✿ ❛ r❡❣✐♦♥

❜❡❧♦✇ z/zc ≈ ✵✳✺✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧s ♦❢ str❛✐♥ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❛♥❞ r♦✉❣❤❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢

θ✱ ❛♥❞ ❛ r❡❣✐♦♥ ❛❜♦✈❡ z/zc ≈ ✵✳✺✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ str❛✐♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss✳ ❲❡ ❛❧s♦

t♦♦❦ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ⟨ε⟩✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ⟨ε⟩max✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣❧♦t ✐♥ ❋✐❣✳ ✾❢✳ ❋r♦♠ t❤✐s

✜❣✉r❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t✐♠❡ t❤❛t ❡❛❝❤ ❛♣♣❧✐❡❞ str❡ss t❛❦❡s t♦ ❝❛✉s❡ ❛ ♠❛①✐♠✉♠

str❛✐♥ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② d✱ ✇❤✐❝❤ ✐s tε/tshear ∼ ✶✵6 ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❢♦r♠✳ ■♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧

t❡r♠s ✭❣r❛♣❤✐❝s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✮✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ❞❡❝r❡❛s❡s

✇✐t❤ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss✱ ❜❡✐♥❣ tε ∼ ✶✵4 ♠✐♥ ❢♦r θ/θc ❂ ✶✳✹✱ tε ∼ ✶✵3 ♠✐♥ ❢♦r θ/θc ❂ ✷✳✵✱ tε

∼ ✶✵2 ♠✐♥ ❢♦r θ/θc ❂ ✷✳✼✱ ❛♥❞ tε ∼ ✶✵ ♠✐♥ ❢♦r θ/θc ❂ ✸✳✺✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✳ ✾❣ s❤♦✇s ❛ ♠❛♣

✐♥ t❤❡ θ/θc ✈s✳ t/tshear s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ t❤❡ ⟨ε⟩ ♣r♦✜❧❡s✱ ϵ✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② d✳ ❲✐t❤ t❤✐s

♠❛♣✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❢❛st ♦r t❤❡ s❧♦✇ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡❞

t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r str❡ss❡s✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ t❤❡ ❣r❛♣❤✐❝s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥

t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✳

❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡❞ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✉❜tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

♣r❡✈✐♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛rt✐❝❧❡ ❢r♦♠ ✐ts ♣r❡✈✐♦✉s ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✳ ✶✵✳

❋✐❣✉r❡ ✶✵❛✲❞ s❤♦✇s t❤❡ s♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❧② ❛✈❡r❛❣❡❞ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ∆ε

❢♦r θ/θc ❢r♦♠ ✶✳✹ t♦ ✸✳✺✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t✿ ✭✐✮ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❡r ❛t t❤❡
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❋■●✳ ✾✳ ✭❛✮✕✭❞✮ ❙♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ str❛✐♥ ε ❢♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ θ/θc ❢r♦♠

✶✳✹ t♦ ✸✳✺ ✭❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✮✳ ✭❡✮ ❱❡rt✐❝❛❧ ♣r♦✜❧❡s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ str❛✐♥

⟨ε⟩ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r str❡ss❡s✳ ✭❢✮ ❚✐♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ♦❢ t✐♠❡✲

❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡s ♦❢ t❤❡ str❛✐♥✱ ⟨ε⟩max✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s❤❡❛r str❡ss❡s θ/θc✳ ❚❤❡ ✐♥s❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s

t♦ t❤❡ ✜rst ✹✵ ♠✐♥✳ ✭❣✮ ▼❛♣ ✐♥ t❤❡ θ/θc ✈s✳ t/tshear s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ♦❢ ⟨ε⟩ ♣r♦✜❧❡s✱ ϵ✱ ❞✐✈✐❞❡❞

❜② d✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠s ♦❢ ❣r❛♣❤✐❝s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✳

❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❡sts ✭t/tshear ∼ ✶✵2✱ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❡r♠s t ≲ ✶ ♠✐♥✮❀ ✭✐✐✮ ❛s t❤❡ s❤❡❛r str❡ss

✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡❞ ❛t t/tshear ≈ ✺ × ✶✵2 ✭t ≈ ✶ ♠✐♥✮❀ ❛♥❞

✭✐✐✐✮✱ ❛s t❤❡ s❤❡❛r str❡ss ✐♥❝r❡❛s❡s✱ t❤❡ ❞❡♣t❤ r❡❛❝❤❡❞ ❜② ❧❛r❣❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥

t❤✐s ✇❛②✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r θ/θc ❂ ✶✳✹ ❤✐❣❤❡r ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤✐♥ ✹ ⪅ z/d ⪅ ✾ ❛♥❞

t/tshear ⪅ ✺ × ✶✵2✱ ❛♥❞ ❢♦r θ/θc ❂ ✸✳✺ t❤❡② ♦❝❝✉r ✇✐t❤✐♥ ✷ ⪅ z/d ⪅ ✼ ❛♥❞ ✷ × ✶✵2 ⪅ t/tshear

⪅ ✸ × ✶✵2✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❤✐❣❤❡r s❤❡❛r str❡ss❡s ❞❡❢♦r♠ ❞❡❡♣❡r r❡❣✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❜❡❞ ❞✉r✐♥❣ s❤♦rt❡r

t✐♠❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛ ✐♥ ❛❧❧ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❝❝✉r ❛t t/tshear ∼ ✶✵2 ✭t ≈ ✶ ♠✐♥✮✳ ❋✐❣✉r❡

✶✵❡ s❤♦✇s t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✲✈❡rt✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ∆ε✱ ❢♦r

θ/θc ❢r♦♠ ✶✳✹ t♦ ✸✳✺✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t ∆ε ❤❛s ❛ ♣❡❛❦ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❛t t/tshear
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❋■●✳ ✶✵✳ ✭❛✮✕✭❞✮ ❙♣❛❝❡✲t✐♠❡ ❞✐❛❣r❛♠s ♦❢ t❤❡ t✐♠❡✲❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ∆ε

❢♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ θ/θc ❢r♦♠ ✶✳✹ t♦ ✸✳✺ ✭❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✮✳ ✭❡✮ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧✲✈❡rt✐❝❛❧ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢

❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r✱ ∆ε✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✱ ❢♦r θ/θc ❢r♦♠ ✶✳✹ t♦ ✸✳✺✳ ●r❛♣❤✐❝s

✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧✳

= t∆ε/tshear ∼ ✶✵2 ✭t∆ε ∼ ✶ ♠✐♥✮ ❢♦r ❛❧❧ s❤❡❛r str❡ss❡s t❡st❡❞✱ ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣❡❛❦ t❡♥❞s t♦

✐♥❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss✱ ❝♦rr♦❜♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❢♦r ❋✐❣s✳ ✶✵❛✲❞✳

❙✉♠♠❛r✐③✐♥❣✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ♦♥❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t∆ε✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ str❡ss ❜♦t❤ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❧❡ss ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❡r♠s✱

❼ t∆ε/tshear ∼ ✶✵2 ✭t∆ε ∼ ✶ ♠✐♥✮✱ ❢♦r ❛♥② θ/θc✱

❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ♦♥❡ ❢♦r t❤❡ str❛✐♥✱ tε✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❤❡❛r str❡ss✳

❋♦r str❛✐♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ❡q✉❛❧ t♦ d✿

❼ tε/tshear ∼ ✶✵6✱ ❢♦r ❛♥② θ/θc

✕ tε ∼ ✶✵4 ♠✐♥ ❢♦r θ/θc ❂ ✶✳✹❀

✕ tε ∼ ✶✵3 ♠✐♥ ❢♦r θ/θc ❂ ✷✳✵❀

✕ tε ∼ ✶✵2 ♠✐♥ ❢♦r θ/θc ❂ ✷✳✼❀

✕ tε ∼ ✶✵ ♠✐♥ ❢♦r θ/θc ❂ ✸✳✺✳
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❇✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s s❤❡❛r❡❞ ❜② ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞s✿ ●r❛✐♥ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣

■❱✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙

■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❜✐❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❤❡❛✈② ❣r❛✐♥s

✭S ❂ ✷✳✼✮ s❤❡❛r❡❞ ❜② ❛ ✈✐s❝♦✉s ❧✐q✉✐❞✳ ❋♦r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ s❤❡❛r str❡ss❡s ✐♠♣♦s❡❞✱ t❤❡ ❜❡❞

❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r ♦♥ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❛ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❢♦✉♥❞ t❤❛t✿ ✭✐✮ t❤❡r❡

❡①✐st ❞✐✛✉s✐✈❡✱ ❛❞✈❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ r❡❣✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡r ♣❛rt✐❝❧❡s❀ ✭✐✐✮ ♠♦st

♦❢ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✈❡r② ✜rst st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✢♦✇ ✭✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ✶✵ ♠✐♥✱ ♦r ✶✵3

✇❤❡♥ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② tshear ❂ S/γ̇✮❀ ✭✐✐✐✮ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r ❛♥❞ ✐♥ t❤❡

✺✪ t♦♣♠♦st r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝r❡❡♣ ❧❛②❡r❀ ✭✐✈✮ t❤❡r❡ ❡①✐st ❢♦✉r r❡❣✐♦♥s ♦❢ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞❡♣t❤ ζ1 t♦ ζ4

✇❤❡r❡ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡s ❢♦r s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛r❡ t1/tshear ❂ ✶✵2✱ t2/tshear ❂ ✶✵3✱ t3/tshear ❂

✶✵4✱ ❛♥❞ t4/tshear ❂ ✶✵5✕✶✵6 ✭t1 ❂ ✶ ♠✐♥✱ t2 ❂ ✶✵ ♠✐♥✱ t3 ❂ ✶✵2 ♠✐♥✱ ❛♥❞ t4 ❂ ✶✵3 ♠✐♥✮✳ ❚❤❡

✜rst t❤r❡❡ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡

❝r❡❡♣ ❧❛②❡r❀ ✭✈✮ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣❡r ✇❤✐❧❡ ❜❡❞❧♦❛❞ ❛♥❞ ❝r❡❡♣ ✇❡❛❦❡♥ ❛❧♦♥❣ t✐♠❡❀

✭✈✐✮ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ♦❢ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s t∆ε/tshear ∼ ✶✵2 ✭t∆ε

∼ ✶ ♠✐♥✮✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ❛ ❤✉❣❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❢♦r ❛❧❧ s❤❡❛r

str❡ss❡s❀ ✭✈✐✐✮ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡ ♦❢ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ str❛✐♥ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦

♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ❡q✉❛❧ t♦ d✮ ✐s tε/tshear ∼ ✶✵6✱ ❛♥❞ ✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡

s❤❡❛r str❡ss✱ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ tε ∼ ✶✵ ♠✐♥ t♦ tε ∼ ✶✵4 ♠✐♥ ❢♦r θ/θc ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢r♦♠ ✸✳✺ t♦ ✶✳✹✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❖✉r r❡s✉❧ts s❤❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦t✐♦♥ ♦❢ s❤❡❛r❡❞ ❜❡❞s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ♥❛t✉r❡✱

s✉❝❤ ❛s r✐✈❡r ❜❡❞s ❛♥❞ ❝r❡❡♣✐♥❣ ❧❛♥❞s✱ r❡✈❡❛❧✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ t✐♠❡s

❢♦r ❜♦t❤ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣

t❤❡ s❡❣r❡❣❛t✐♦♥ ✐♥ ♣♦❧②❞✐s♣❡rs❡ ❜❡❞s ✭❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❜❡❞ ❛r♠♦r✐♥❣✮✱ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r ❝♦♠♣❛❝t✐♦♥ ♦❢

❧♦✇❡r ❧❛②❡rs ✭♣r♦♠♦t✐♥❣ ❜❡❞ ❤❛r❞❡♥✐♥❣✮✱ ❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ r❡❛rr❛♥❣❡♠❡♥t ♦❢ ❣r❛✐♥s ✇✐t❤✐♥

t❤❡ ❜❡❞ ✭✇❤✐❝❤ ❤❛r❞❡♥s t❤❡ ❜❡❞ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ♠❡♠♦r② ❡✛❡❝t✶✹✮✳

❆❯❚❍❖❘ ❉❊❈▲❆❘❆❚■❖◆❙

❈♦♥✢✐❝t ♦❢ ■♥t❡r❡st

❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ ♥♦ ❝♦♥✢✐❝ts t♦ ❞✐s❝❧♦s❡
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❙❯PP▲❊▼❊◆❚❆❘❨ ▼❆❚❊❘■❆▲

❙❡❡ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ❛ ❜r✐❡❢ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡

❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ ♠✐❝r♦s❝♦♣② ✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❣r❛✐♥s✱ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧

t❛❜❧❡s ❛♥❞ ❣r❛♣❤✐❝s✱ ❛♥❞ ♠♦✈✐❡s ♦❢ s❤❡❛r❡❞ ❜❡❞s✳

❉❆❚❆ ❆❱❆■▲❆❇■▲■❚❨

❚❤❡ ❞❛t❛ t❤❛t s✉♣♣♦rt t❤❡ ✜♥❞✐♥❣s ♦❢ t❤✐s st✉❞② ❛r❡ ♦♣❡♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ▼❡♥❞❡❧❡② ❉❛t❛

❛t ❤tt♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✼✻✸✷✴r✾✻❦♣❢✼②t❜✷✷✳

❆❈❑◆❖❲▲❊❉●▼❊◆❚❙

❊r✐❝❦ ▼✳ ❋r❛♥❦❧✐♥ ❛♥❞ ❋❡r♥❛♥❞♦ ❉✳ ❈úñ❡③ ❛r❡ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ t❤❡ ❙ã♦ P❛✉❧♦ ❘❡s❡❛r❝❤ ❋♦✉♥❞❛✲

t✐♦♥ ✕ ❋❆P❊❙P ✭●r❛♥t ◆♦s✳ ✷✵✶✻✴✶✽✶✽✾✲✵✱ ✷✵✶✽✴✶✹✾✽✶✲✼✮ ❢♦r t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧ s✉♣♣♦rt ♣r♦✈✐❞❡❞✳

❏❛✐♠❡ ❖✳ ●♦♥③❛❧❡③ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ t❤❡ P❡tr♦❧❡✉♠ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❊s❝✉❡❧❛ P♦❧✐té❝♥✐❝❛

◆❛❝✐♦♥❛❧✱ ◗✉✐t♦✱ ❊❝✉❛❞♦r✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ❛r❡ ❛❧s♦ ❣r❛t❡❢✉❧ t♦ t❤❡ ❈♦♥s❡❧❤♦ ◆❛❝✐♦♥❛❧ ❞❡ ❉❡✲

s❡♥✈♦❧✈✐♠❡♥t♦ ❈✐❡♥tí✜❝♦ ❡ ❚❡❝♥♦❧ó❣✐❝♦ ✕ ❈◆Pq ✭●r❛♥t ◆♦✳ ✹✵✺✺✶✷✴✷✵✷✷✲✽✮ ❢♦r t❤❡ ✜♥❛♥❝✐❛❧

s✉♣♣♦rt ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ❛♥❞ t♦ ❉❛♥✐❧♦ ❙✳ ❇♦r❣❡s ❢♦r t❤❡ ❤❡❧♣ ✇✐t❤ ❛ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❘❊❋❊❘❊◆❈❊❙

✶❘✳ ❆✳ ❇❛❣♥♦❧❞✱ ❚❤❡ P❤②s✐❝s ♦❢ ❇❧♦✇♥ ❙❛♥❞ ❛♥❞ ❉❡s❡rt ❉✉♥❡s ✭❈❤❛♣♠❛♥ ❛♥❞ ❍❛❧❧✱ ▲♦♥❞♦♥✱
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