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A Figura 1 ilustra duas vigas hiperest�aticas engastadas nas extremidades submetida a uma

carga distribu��da qo. Deseja-se comparar a rota�c~ao na metade da viga para os casos com e sem

r�otula.

Figura 1: Vigas a) sem r�otula; b) com r�otula.

sem r�otula : considera-se neste caso a viga da Figura 1a), tomando-se apenas o trecho 0 <

x < L=2.

1. Equa�c~ao do carregamento: q(x) = �q0 < x� 0 >0

2. Condi�c~oes de contorno
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d4v
dx4

= �q0 < x� 0 >1 +C1

� 1a integra�c~ao: for�ca cortante

EIz
d3v
dx3

= Vy = �q0

� 2a integra�c~ao: momento etor

EIz
d2v
dx2

= Mz = �
q0
2
< x� 0 >2 +C1x+ C2

� 3a integra�c~ao: rota�c~ao
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� 4a integra�c~ao: deslocamento transversal

EIzv = �
q0
2
4 < x� 0 >4 +C1

6
x3 + C2

2
x2 + C3x+ C4

4. Determina�c~ao das constantes de integra�c~ao

EIzv(0) = �
q0
24
(0) + C1

6
(0) + C2

2
(0) + C3 + C4 = 0! C4 = 0

EIz
dv(0)

dx
= � q0

6
(0) + C1

2
0 + C2(0) + C3 = 0! C3 = 0

Vy(
L
2
) = �q0(

L
2
) + C1 = 0! C1 = q0

L
2

Mz(
L
2
) = � q0

2
(L
2
)2 + q0L

2
(L
2
) + C2 = 0! C2 = �q0

L2

8

5. Equa�c~oes �nais:
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6. Rota�c~ao em x = L
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Logo,

�1(x) = �
q0L
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Tomando-se o trecho L=2 < x < L, a rota�c~ao ser�a a mesma, mas com sinal trocado, ou

seja �2(x) =
q0L
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48EIz
, de tal forma que a rota�c~ao total em x = L=2 seja nula.

com r�otula : considera-se neste caso a viga da Figura 1b). A r�otula induz a uma descon-

tinuidade de rota�c~ao �� em x = L=2. Esta descontinuidade deve ser inclu��da na equa�c~ao

do carregamento atrav�es de um termo de singularidade com um expoente igual �3. Deve-

se multiplicar este termo por EIz para �car compat��vel com a equa�c~ao da rota�c~ao a ser

obtida pela terceira integral da equa�c~ao diferencial da viga. Observa-se que �� constitui-se

numa inc�ognita a ser obtida impondo-se a condi�c~ao de restri�c~ao que o momento etor na

r�otula �e nulo, pois n~ao h�a transmiss~ao de momento entre os dois trechos separados pela

r�otula.

1. Equa�c~ao do carregamento: q(x) = �q0 < x� 0 >0 +EIz�� < x� L
2
>�3

2. Condi�c~oes de contorno

v(x = 0) = v(x = L) = 0
dv
dx
(x = 0) = dv

dx
(x = L) = 0

3. Restri�c~ao adicional: Mz(x = L
2
) = 0

4. Integra�c~ao da equa�c~ao diferencial:

� 1a integra�c~ao: for�ca cortante
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� 3a integra�c~ao: rota�c~ao
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� 4a integra�c~ao: deslocamento transversal
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5. Determina�c~ao das constantes de integra�c~ao
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As 3 �ultimas equa�c~oes anteriores podem ser reescritas como um sistema de equa�c~oes

da seguinte maneira,2
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A solu�c~ao deste sistema fornece as constantes C1 e C2, assim como a descontinuidade

de rota�c~ao ��.
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Observa-se que �� �e igual a duas vezes a rota�c~ao obtida para a viga sem r�otula em x = L=2,

mostrando que a rota�c~ao �e descont��nua nesta se�c~ao. A Figura 2 ilustra as rota�c~oes �1 e �2,

assim como a descontinuidade ��.

Figura 2: Rota�c~oes �1 e �2; descontinuidade ��.


