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QUEST~AO 1 (Valor 2,0): Um certo corpo de prova de diâmetro d = 2cm foi submetido a

um ensaio de tor�c~ao, veri�cando-se a falha, segundo o crit�erio da m�axima energia de distor�c~ao, para

um torque m�aximo T = 200N:m, conforme ilustrado na Figura 1. Sabendo-se que uma certa viga

bi-apoiada de mesmo material (ver Figura 1) foi submetida a uma carga distribu��da qo, determinar o

valor m�aximo de qo. Dados: L = 2m; b = 10cm; h = 20cm.

Figura 1: Quest~ao 1.

Solu�c~ao da quest~ao 1:

� A tens~ao m�axima de cisalhamento no corpo de prova �e calculada como,
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Figura 2: C��rculo de Mohr para o corpo de prova da quest~ao 1.

O respectivo estado de tens~ao est�a indicado no c��rculo de Mohr da Figura 2. A energia de

distor�c~ao associada a este estado de cisalhamento puro (�1 = � ; �2 = �� ; �3 = 0) �e dada por,
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� Considerando agora a viga, utiliza-se a integra�c~ao diferencial para determinar o momentom�aximo

e consequentemente a tens~ao m�axima.

{ Equa�c~ao de carregamento: q (x) = �q0
{ Condi�c~oes de contorno

Mz (x = 0) Mz (x = L)

v (x = 0) v (x = L) = 0

{ Integra�c~ao da equa�c~ao diferencial: EIz
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{ Equa�c~oes �nais
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{ Ponto de m�aximo momento etor:
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O valor do momento em x = L=2 �e dado por,

Mz

�
x =

L

2

�
= �q0

2

 
L2

4
� L

L

2

!
= �q0L

2

2

�
1� 2

4

�
=
q0L

2

8

2



{ Tens~ao m�axima na viga �e dada por,
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A energia de distor�c~ao para o estado de tens~ao na viga (�1 = 7; 5q0, �2 = �3 = 0) ser�a
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{ Igualando (1) e (2), tem-se,
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Substituindo os valores, obt�em-se o valor de qo,
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QUEST~AO 2 (Valor 2,0): Considere a viga hiperest�atica mostrada na Figura 3 constitu��da de

duas se�c~oes transversais indicada por E1Iz1 e E2Iz2. Pede-se determinar as equa�c~oes de cada trecho,

bem como as equa�c~oes de equil��brio e compatibilidade cinem�atica possibilitando resolver o problema.

Indique os n�umeros de equa�c~oes e de inc�ognitas explicitamente.

Figura 3: Quest~ao 2.

Solu�c~ao da quest~ao 2:

Para a solu�c~ao deste problema, considera-se a os trechos AB e BC da viga, assim como o equilibrio

da interface entre os dois trechos, como ilustrado respectivamente nas Figuras 4a), c) e b).

Viga 1 (trecho AB) : neste caso tem-se como inc�ognitas as constantes de integra�c~ao C1; C2; C3; C4,

assim como os esfor�cos cortante V1 e momento etor M1 na interface dos dois trechos.

� Condi�c~oes de contorno

v1 (x = 0) = 0 �1z (x = 0) = 0

V1y (x = L1) = V1 Mz (x = L1) = M1

� Integra�c~ao da equa�c~ao diferencial: E1Iz1
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Figura 4: Viga da quest~ao 2: a) trecho AB; b) equil��brio entre os dois trechos; c) trecho BC.
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Substituindo as condi�c~oes de contorno nas express~oes anteriores, determinam-se 4 equa�c~oes.

Viga 2 (trecho BC) : neste caso tem-se como inc�ognitas as constantes de integra�c~aoD1; D2; D3; D4,

assim como os esfor�cos cortante V2 e momento etor M2 na interface dos dois trechos.

� Condi�c~oes de contorno

V2y (x = L1) = V2 Mz (x = L1) = M2

v2 (x = L1 + L2) = 0 Mz (x = L1 + L2) = M1

� Integra�c~ao da equa�c~ao diferencial: E2Iz2
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Substituindo as condi�c~oes de contorno nas express~oes anteriores, determinam-se mais 4

equa�c~oes.

Equil��brio : considera-se o equil��brio dos esfor�cos presentes na interface dos dois trechos, como

mostrado na Figura 4b). As condi�c~oes de equil��brio s~ao as seguintes:

1.
P
Fy = 0 : V1 + V2 � q0�x = 0! lim

�x!0

V1 + V2 = 0! V1 = �V2
2.
P
Mz4 = 0 : �M1 � V1�x+ q0

�x2

2
+M2 = 0! lim

�x!0

�M1 +M2 = 0!M1 = M2

4



O equil��brio fornece duas equa�c~oes adicionais relacionando os esfor�cos na interface dos dois

trechos.

Compatibilidade cinem�atica : tem-se que os deslocamentos v1; v2 e rota�c~oes �1z; �2z na interface

dos dois trechos devem ser iguais. Logo,

v1(L1) = v2 (L1)

�1z (L1) = �2z (L1)

chegando-se a mais duas equa�c~oes.

Solu�c~ao : a partir do desenvolvimento anterior tem-se 12 inc�ognitas, ou seja, as constantes do trecho

AB (C1; C2; C3; C4), do trecho BC (D1; D2; D3; D4) e os esfor�cos na interface (V1; V2;M1;M2).

Da mesma maneira, tem-se 12 equa�c~oes a partir da integra�c~ao das express~oes dos trechos AB e

BC, assim como do equil��brio e das condi�c~oes de compatibilidade da interface dos trechos AB e

BC.

QUEST~AO 3 (Valor 4,0): Para a viga ilustrada na Figura 5, pede-se determinar:

Figura 5: Quest~ao 3.

1. a rota�c~ao no ponto C utilizando o princ��pio da conserva�c~ao da energia;

2. a rota�c~ao no ponto B atrav�es do princ��pio das for�cas virtuais.

Solu�c~ao da quest~ao 3:

Neste quest~ao, emprega-se o M�etodo das Sec�c~oes para a determina�c~ao dos esfor�cos cortante e

momento etor na viga.

rota�c~ao no ponto C : a Figura 6 mostra o diagrama de corpo livre da viga, assim como os cortes

nos trechos AB e BC.

� C�alculo das rea�c~oes de apoio

1)
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� Equil��brio das sec�c~oes
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Figura 6: Viga: a) DCL; b) corte no trecho AB; c) corte no trecho BC.
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� Principio da Conserva�c~ao da Energia:
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rota�c~ao no ponto B : neste caso, emprega-se o sistema auxiliar mostrado na Figura 7a) com o

momento �M aplicado em x = 2L=3. Emprega-se o m�etodo das se�c~oes para a determina�c~ao de

Vy e Mz nos trechos AB e BC, empregando, respectivamente, os cortes ilustrados nas Figuras

7b) e c).

Figura 7: Sistema auxiliar: a) DCL; b) corte no trecho AB; c) corte no trecho BC.

� As rea�c~oes de apoio s~ao iguais ao caso anterior, estando, no entanto, dadas em fun�c~ao de �M , ou

seja, RAy = �3
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� Equil��brio das sec�c~oes
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� Aplicando o Princ��pio das For�cas Virtuais, tem-se a rota�c~ao �B no ponto B,

�W = �M�B = �U ! �B =
8McL

3Ebh3
+

3Mc

2GbhL
�

QUEST~AO 4 (Valor 2,0): Para a coluna de se�c~ao retangular b � h mostrada abaixo calcule

a carga cr��tica de ambagem. Sabendo-se que o material da coluna tem um comportamento fr�agil

e analisando a curva tens~ao/deforma�c~ao da Figura 8, determine o comprimento abaixo do qual n~ao

haver�a falha por ambagem, mas sim por fratura. Dados: b = 5cm; h = 10cm; L = 2m; E =

20� 106N=cm2; �ult = 250MPa.

Figura 8: Quest~ao 4.

Solu�c~ao da quest~ao 4:

� Caso a viga apresente ambagem ser�a em rela�c~ao ao eixo de menor momento de in�ercia Imin

z
.

Para este caso, tem-se,

Imin

z
=
hb3

12
=

(10)(5)3

12
= 104; 17cm4

A carga cr��tica de ambagem �e calculada como,

Fcrit =
�2EImin

z

L2
eq

devendo-se observar que o comprimento equivalente para as condi�c~oes de contorno dadas �e

calculado como Leq = 2L = 2(2) = 4m = 400cm. Logo,

Fcrit =
�2(20� 106)(104; 17)

(400)2
= 1; 28� 105N

� A falha por fratura acoontecer�a caso

Fult > Fcrit

ou seja,

��ultA >
�2EIz

L2
eq

! (2L)2 >
�2EIz

��ultA
! L >

s
�2EIz

4��ultA
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Portanto,

L >

s
�220� 106(104; 17)

4(2500)(5)(10)
! L > 64; 13cm

Logo, o comprimento m��nimo onde ocorrer�a ambagem ser�a 64; 13cm.
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