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QUESTAO 1 (Valor 2,0): Um certo corpo de prova de diametro d = 2¢m foi submetido a
um ensaio de tor¢do, verificando-se a falha, segundo o critério da mdxima energia de distorcdo, para
um torque maximo T = 200N.m, conforme ilustrado na Figura 1. Sabendo-se que uma certa viga
bi-apoiada de mesmo material (ver Figura 1) foi submetida a uma carga distribuida go, determinar o
valor maximo de go. Dados: L = 2m; b = 10e¢m; h = 20cm.
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Figura 1: Questédo 1.
Solugao da questao 1:

e A tensdo maxima de cisalhamento no corpo de prova é calculada como,
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Figura 2: Circulo de Mohr para o corpo de prova da questdo 1.

O respectivo estado de tensao estd indicado no circulo de Mohr da Figura 2. A energia de

distor¢ao associada a este estado de cisalhamento puro (o1 = 7; 03 = —7; 03 = 0) é dada por,
P {(01 —9)" + (02 — 03)" + (03 — 01)2] - {(01 —03)* + o7 + 03]
12G 12G
Ugist = 1 [47’2 + 724 7'2] = —6T2 (1)
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¢ Considerando agora a viga, utiliza-se a integracao diferencial para determinar o momento maximo
e consequentemente a tensdo méaxima.

— Equagao de carregamento: ¢ (z) = —qo
— Condicoes de contorno
M, (z=0) M,(z=1)
v(z=0) v(z=1L)=0
— Integracao da equacao diferencial: Elzf%j =q(z)=—q

* 1% integracao: forca cortante
d*v

“dad
* 2% integracao: momento fletor

d*v z?
] I—QO7+C1$+02

* 3% integracao: rotagao

dv 3 2
EIZ%: ‘|‘Cl + Cox + Cs

* 4% integracao: deslocamento transversal
24 23 22

ElLv=— ‘|‘Cl -I-Cz + Csx + Cy

Vy=FEl.— = —qz+ C

M,=FIl—

— Determinagdo das constantes de mtegragao
(0)°
MZ($IO)I—QOT+01(O)+CQIO—>CQIO

L) L
M =1)= -0 p ey po=0 -0 = B

0* 03 0?
EIZv(x:()):—(]o——l-Cl —I-Cz +C030+C4=0—-C4=0

L4 L3 02 (]OL3
EIZ?J($—L)——(]Oﬁ+qOF—|—0?—|—CgL—|—O—O—>Cg—— 51

— Equages finais

* forca cortante: V, = —qoz + % = —qo (x - %)

« momento fletor: M, (« ) = —q0§ + qls = -2 (2? — Lu)
~ L3

* rotacao: EIZEII—; = —q% . qo L— - &

* deslocamento: FlLv(z)= —QOﬂ n (ZOL% _(ZOLQ%
— Ponto de maximo momento fletor:
Vy:_qow M_—(]o(w—%):()%x:%

O valor do momento em = /2 é dado por,

L 2 2 _ 2
2 2\ 4 2 2 4 8




— Tensdo maxima na viga é dada por,

— M. MPSH gk h 3ol

max __

Y7 % =T T T 9 T 4 b2
12

= 77 5(]0

Ogr =
z

A energia de distor¢ao para o estado de tensdo na viga (o1 = 7, 5qg, 02 = 03 = 0) serd

1 202
viga — 201| = ! 2
viga = 1567 [ Ul] 12G (2)

— Igualando (1) e (2), tem-se,

272 202
—12G = —12é —>O‘% :37’2 —>O'% :\/gT

Substituindo os valores, obtém-se o valor de ¢,,

3 qoL? 4/37bh?
~ e SV T = g

_ 44/31,27 x 10%(10) (20)°
o= 3(200)?

= 2940,4N/cm

QUESTAO 2 (Valor 2,0): Considere a viga hiperestatica mostrada na Figura 3 constituida de
duas secOes transversais indicada por Fqlz; e Folzy. Pede-se determinar as equacoes de cada trecho,
bem como as equacgdes de equilibrio e compatibilidade cineméatica possibilitando resolver o problema.
Indique os nimeros de equacgoes e de incognitas explicitamente.
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Figura 3: Questao 2.
Solugao da questao 2:
Para a solucdo deste problema, considera-se a os trechos AB e BC da viga, assim como o equilibrio

da interface entre os dois trechos, como ilustrado respectivamente nas Figuras 4a), c) e b).

Viga 1 (trecho AB) : neste caso tem-se como incégnitas as constantes de integragao Cy, Cy, C3, Cy,
assim como os esforcos cortante V7 e momento fletor My na interface dos dois trechos.

¢ Condicbes de contorno

v(z=0)=0 b1.(z=0)=0
Vly ($ = Ll) = Vl Mz ($ = Ll) = M1
¢ Integragao da equacao diferencial: Fql,, 3471] =q(z)=—q
d3v
Eylsy = Viy = —qoz + Cy



Viga 2:trecho BC

Viga 1: trecho AB Equilibrio
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Figura 4: Viga da questao 2: a) trecho AB; b) equilibrio entre os dois trechos; ¢) trecho BC.

d2 2
Bl S = My = —qo + Cha + Cy
dx
dvy a3 x?
El]zl % = —QOF + 017 + CQ$ + C3
3 2

EiLooi= a0 g Con iy O
142, U1 —f]o24-|- 1-6-|- 22-|- 3¢ + (4

Substituindo as condicbes de contorno nas expressodes anteriores, determinam-se 4 equacoes.
neste caso tem-se como incégnitas as constantes de integracao Dy, Do, D3, Dy,

Viga 2 (trecho BC) :
assim como os esforcos cortante V5 e momento fletor Ms na interface dos dois trechos.

¢ Condicbes de contorno
sz($IL1)IVQ MZ($IL1)IM2
U2($IL1+L2)IO MZ($IL1+L2):M1

- 4. . 4
o Integracido da equacgdo diferencial: EQIZQ%E =—q<z—1;>°

dS?JQ 1
szIEQIZQ—_—qO<$—L1 >+
dz3

d?v
M, = Ezfzz)wj =—qo<x— Ly > +Dyx+ D,
2

d
Boly =2 = - o 1, 53 4Dy % 4+ Dyu 4 Dy
dx 6 2
% .\ 23 22
Eol v = —— <x— L > +D1E+D2?+D3$+D4

Substituindo as condicGes de contorno nas expressoes anteriores, determinam-se mais 4

equagoes.
considera-se o equilibrio dos esforcos presentes na interface dos dois trechos, como

Equilibrio :
mostrado na Figura 4b). As condic¢oes de equilibrio sao as seguintes:

LYk =0:VitVo—gAzr=0— lim Vi+V,=0—Vi=-V,
2. ZMZ4IO§—M1—V1A$+QOATZQ+M2IOHAlimO—Ml—FMQIO%MlIMQ



O equilibrio fornece duas equacdes adicionais relacionando os esfor¢os na interface dos dois
trechos.

Compatibilidade cinematica : tem-se que os deslocamentos vy, vy e rotagoes by, 6, na interface

dos dois trechos devem ser iguais. Logo,

v1(L1) = vz (L1)
012 (Ll) = 022 (Ll)
chegando-se a mais duas equacdes.
Solucgao : a partir do desenvolvimento anterior tem-se 12 incégnitas, ou seja, as constantes do trecho
AB (C1,C3,C3,C4), do trecho BC (Dy, Dy, D3, Dy) e os esforcos na interface (Vy, Vo, My, Ms).

Da mesma maneira, tem-se 12 equacées a partir da integracao das expressoes dos trechos AB e
BC, assim como do equilibrio e das condi¢des de compatibilidade da interface dos trechos AB e

BC.

QUESTAO 3 (Valor 4,0): Para a viga ilustrada na Figura 5, pede-se determinar:
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Figura 5: Questao 3.

1. a rotacdo no ponto C utilizando o principio da conservacdo da energia;
2. a rotacdo no ponto B através do principio das forcas virtuais.

Solugao da questao 3:

Neste questao, emprega-se o Método das Sec¢des para a determinacdo dos esforgos cortante e
momento fletor na viga.

rotacdo no ponto C : a Figura 6 mostra o diagrama de corpo livre da viga, assim como os cortes

nos trechos AB e BC.

o Célculo das reagoes de apoio

1)2Fy:0: Rpy+ Rpy=0— Ray = —Rpy

2)Y " M.a=0: Rp,2L—M.=0— Rp, =324 p, =32

¢ Equilibrio das seccoes
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Figura 6: Viga: a) DCL; b) corte no trecho AB; ¢) corte no trecho BC.

trecho AB (0 <z < 2L):

)Y F,=0: _%]\J{C_Vyzo_”/y:_%L

Q)ZMZAIO MZA+%]\£C$:0—>MZ:—%]\£C$—>{

trecho BC (2L <z < L):

DY F,=0: -2
) M, =0: M,

¢ Energia de Deformacdo:

_ LM () Lok V) (@)
=3 Lo “Taa ) CWam

para A(z) = bh, I, (z) = %, (z) = £. Como sédo dois trechos na viga, as integrais na expressao

anterior devem ser tomadas para os trechos AB e BC. Logo,

1 sLoMm? L 1 6 ( 3L 9M? L
= S p?d M2d ——/ S / d
Yol (/0 112" x+/§L ‘ x)+2th5(o TR

2r,
6 9 M2 a3? L 3 [9M? 2y
- < c v M2 I c 3
U= Tz (4 3], T §L) " 5Goh (4 72 b )
6M2 (2 L 9M? 10M2 9M?
U= s\ g + =14+ = 3 +
Ebh3 \9 3 10GbRL — 3Ebh®  10GBAL

e Principio da Conservacao da Energia:

LMEL - 9M?
3E0R> T 10GbAL

1
We=U — SMb. =

Assim, a rotacdo 6. no ponto C é dada por,

_ 20M.L N 9M.
 3FEbR3  5GbAL

0.



rotacdo no ponto B : neste caso, emprega-se o sistema auxiliar mostrado na Figura 7a) com o
momento M aplicado em @ = 2L /3. Emprega-se o método das secoes para a determinacao de
Vy e M, nos trechos AB e BC, empregando, respectivamente, os cortes ilustrados nas Figuras

7b) e c).
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Figura 7: Sistema auxiliar: a) DCL; b) corte no trecho AB; ¢) corte no trecho BC.
e As reagoes de apoio sio iguais ao caso anterior, estando, no entanto, dadas em fun¢ao de M, ou
3IM 3IM
seja, Ray = =55 e Ray = 5T
¢ Equilibrio das seccoes

trecho AB (0 <z < ZL):

(
DY F,=0: V-3 -0y, =34
DY Mg=0: M. +3%a=0— M, =-3,
trecho BC (2L <z < L)
DY F,=0: —%%_%%zofvyzo
DT Mg =0:380 — M~ 38 (2= 3L) + M. =0 — M. =0

¢ Energia de deformacio

ElL () GA(z)
12 30 3M 3M 8 (il 3M 3 M,
6U = — de + — —— | (-= d
v Ebh3/0 (QL)(QLQC) * Goh o (QL)(QL)QC
_ zL _ 2L
s~ 12 9IM M, z°|° £ 9MM. |°
- Ebh3 412 3 o Gbh 4172
12 9MM. 8I3 £ 9MM.2L

517 = 2L
Tohd 412 (3)(27) T Gbh 417 3

5 = 8MM.L N 3MMC5
3 Ebh3  2GORL




e Aplicando o Principio das Forcas Virtuais, tem-se a rotacdo ép no ponto B,

SM.L . 3M.
3EbR?  2GbRL

QUESTAO 4 (Valor 2,0): Para a coluna de secao retangular b x h mostrada abaixo calcule
a carga critica de flambagem. Sabendo-se que o material da coluna tem um comportamento fragil
e analisando a curva tensdo/deformacao da Figura 8, determine o comprimento abaixo do qual nao

havera falha por flambagem, mas sim por fratura. Dados: b = bem; b = 10em; L = 2m; E =
20 x 10N /em?; oy = 250M Pa.
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Figura 8: Questao 4.
Solugao da questao 4:

e Caso a viga apresente flambagem serd em relacdo ao eixo de menor momento de inércia /7",
Para este caso, tem-se,

hb? _ (10)(5)°
212 12

Imin _

=104, 17em*

A carga critica de flambagem é calculada como,

TIEIm™
Ferit = 1z
eq

devendo-se observar que o comprimento equivalente para as condi¢oes de contorno dadas é
calculado como L., = 2L = 2(2) = 4m = 400cm. Logo,

72(20 x 10%)(104, 17)
2

Fcrit =
(400)

=1,28 x 10°N

e A falha por fratura acoontecerd caso
Fult > Fcrit

ou seja,

T2El,

2
€q

T2El, m2E],
— L >

5-ultA > — —
Oult 4UultA

— (2L)2 >



Portanto,

22 108(104,1
L ¢ﬂ 0 x 10%(104, 7)—>L>64,130m

4(2500)(5)(10)

Logo, o comprimento minimo onde ocorrerd flambagem serd 64, 13cm.



