EM505 - RESISTENCIA DOS MATERIAIS II
Profs. Euclides Mesquita Neto e Marco Liucio Bittencourt
Exame - Data: 09/07/97

QUESTAO 1 (Valor 3,0): Para a viga simplesmente apoiada e solicitada por um momento
concentrado M. aplicado na extremidade C, tal como mostrado na Figura 1, determine: a) a rotacao
6. no ponto de aplicagao do momento através do principio da conservacao da energia; b) o deslocamento
m no ponto central da viga utilizando o principio das forcas virtuais. Desconsidere a contribuicido das
tensoes de cisalhamento nas deformagdes. Resolva o problema analiticamente.
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Figura 1: Questédo 1.
Solugao da questao 1:

Nesta questdo, emprega-se o Método das Secgbes para a determinacdo dos esforgos cortante e
momento fletor na viga.

rotacdo no ponto C : a Figura 2 mostra o diagrama de corpo livre da viga, assim como o corte no

trecho AC.
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Figura 2: Viga: a) DCL; b) corte no trecho AC.

o Célculo das reagoes de apoio

1)2Fy:0: Ray+ Roy=0— Ryy = —Rgy
2)SM.a=0: RoyL —Mc=0— Roy =42 — Ry, = -2<

¢ Equilibrio das seccoes



trecho AC (0 <z < L):

_q. _ _ M Vy(z —07) = -4
M, (z — 0%) = 0
-0 - _ — — _Mc z
2)y M.z =0: Royo—M.=0— M. = Lx%{Mz(xeLJ’):—Mc

e Cidlculo da energia de deformacao
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e Aplicacdo do teorema da conservagdo da energia
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deflexao no ponto B

a Figura 3 mostra o diagrama de corpo livre do sistema auxiliar, assim como
os cortes nos trechos AB e AC.
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Figura 3: Sistema auxiliar: a) DCL; b) corte no trecho AB; ¢) corte no trecho BC
o Célculo das reagoes de apoio

1)2Fy:0: —RAy+F—Rcy:0—>RAy+Rcy:F
2)S" M4 =0: L

—F5+RcyL:0—>Rcy:§—>RAy——§
e Equilibrio das seccoes
trecho AB (0<$<%):
)Y F,=0:  —Ray-V,=0—-V,=-L Vy(e —0%) = =%
y — V- Ay y = ) Vy(x%L_):—g
M. (z—=0t)=0
DT Mg =00 Raya =M. =0 M= ~Rage = fr = 0 0T p



trecho BC (£ <2 < L):

F 7 2 Vy($—>§+)=
Yy F,=0: —Ray+ 1=V, =0=V,=-5+F =V, =35
Vy(zx — L7) = -
2)> " M. =0: RAyx—F(x—%)+MZ:0—>MZ:—§QU—F$—F§

o Aplicacdo do Principio das Forcas Virtuais
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QUESTAO 1 (Valor 2,5): Uma viga foi construida a partir de duas chapas de dimensao

H x t e de dois perfis U, como mostrado na Figura 4a).

A juncdo das pecas é feita com

rebites de didmetro d = 10,0mm. Os rebites estdo colocados exatamente na linha que cruza
o centro geométrico y; do perfil U. Esta segao é utilizada na viga mostrada na Figura 4b), a
qual estd engastada numa extremidade e sujeita a uma for¢a concentrada F' = 120kN na outra
extremidade. Sabe-se que o material dos rebites suporta uma tensdo mdxima de cisalhamento
Tmar = 35N/mm?. Sob estas condigdes, pede-se qual o espacamento homogéneo Ly entre os
rebites, como mostrado na Figura 4b). Dados: H = 400mm; t = 15mm. Dados geométricos
do perfil U: distincia da base até o centro geométrico da secdo y; = 14,5mm; area da secao
transversal do perfil A = 35,4cm?; momento de inércia em relacio ao eixo que passa pelo furo
dos rebites I.. = 83,24em®. Desprezar a retirada de material causada pelo furo do rebite.

Solugao da questao 2:
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Figura 4: Questao 2: a) se¢do transversal; b) viga.

e lorca de cisalhamento que o rebite pode suportar (Fy) :

nd?

A= "% = Z(1,0em) = 0, 7854em?
TR
N /10 2
Fy = Tmax-Ag = 35— ( mm) 0,7854cm? = 3500 x 0, 7854 = 2748, 9N
mm lem

o Calculo do momento de inércia total (1,.) da secdo
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Figura 5: a) se¢do transversal; b) momento estatico.

A Figura 5a) ilustra a segao transversal da viga com as dimensoes necessarias para o calculo do
momento de inércia da secdo. Observa-se que,

H 2
IZZIQXIZZC—I_ [Izzu+Au (3—3/1) ] X 2

onde I,.. = tH?/12 é o momento de inércia das chapas; I, e A, representam, respectivamente,
o momento de inércia e a drea da secido obtidos de uma tabela de perfis U. Logo,

(1, 5¢m) (40em)?

L. =2 + a2 [83, 2em* + (35,4cm2) (20em — 1,45cm)2]
L. = 228000cm* + 2 [83, 24em* + (35,4) (18, 55)°|

L. = 16000cm®* + 22 [83, 24 + 12181, 23] em* = 40528, 94cm?



Fluxo de cisalhamento (for¢a por unidade de comprimento) atuando em um perfil U:

VZ/
Gc = _E z(y)

onde V, = I' = 120K N = 120000 .

Célculo do momento estatico de area

Aqui testa-se o desbalanceamento de for¢ca normal atuando em uma seccdodo perfil U, como
ilustrado na Figura 5b). Portanto,

Q.= [ care= [ cidi= (5 -m)a

H
Qz = (E — @/1) Au = (20 — 1,45) (35,4cm2) = Qz = 656,670m3

Fluxo de cizalhamento, em todo o perfil U

F 120000 N N
I—.QZ (y) = 656, 67cm”> = 1944,3—

=" 40528, 94cm? cm

Metade deste fluxo deve ser suportado pelos rebites fixos em cada lado. Fazendo o balanco de
forcas:

0 2 2% 2748,9N
T TPy 1944, 3

— Lp = 2,828cm

QUESTAO 3 (Valor 2,5): Uma chapa de aco foi submetida ao carregamento indicado na
Figura 6a), sendo o, = —50N/mm? e 0, = 18 N/mm?. Sao ainda conhecidos L, = 500mm e
Ly = 250mm. O material falha para este carregamento segundo o critério da maxima energia de
distor¢do. Neste caso, pede-se quais as componentes do tensor de tensdo ao longo da diagonal da
pega o, o4, T, como indicado na Figura 6a). Pede-se também qual o0 momento torgor maximo M,
que este material pode suportar, quando for aplicado a uma barra de secio circular de diametro
D = 22¢m mostrada na Figura 6b).
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Figura 6: Questdo 3: a) chapa solicitada; b) barra sob torgao.

Solugao da questao 3:



e Estado de tensdo nos pontos da chapa: 0., = 0, = 18N/mm?; Oyy = Oq = —50N /mm?; Toy = 0.
Tem-se entdao o seguinte tensor de tensdes nos pontos da chapa,

18 0 0
[T]=| 0 =50 0
0 0 0

¢ Componentes de tensido ao longo da diagonal

O angulo 8 definido pela diagonal da chapa é dado por,

L. 500
tgh = 24 =27 — 9 g =1,1011rad = 63,43°
S T U :

Portanto,
cos(20) = —0,60  sin(26) = 0,80

A partir dai, as componentes de tensao sdao calculadas como,

og = o = Tz -2|- Tuy + Tz ; T 0820 + Tyy sin 26
18 — 50 18 4+ 50
= 5 +< ;r )(—0,60)—|—0,80><0: —16 — 20,4 = —36,4N/mm?

Orx ‘|’ Uyy Ogx — Uyy
2

o. = o, =0,.(0=0+90°) =

i cos 20 — Ty, sin 20

18 — 50 18 + 50
- B _< ;r )(—0,60)+0,80><0:—16-|—20,4=474N/mm2
T = Tl’y/ = —W sin20—|—7’$y cos 26
18 + 50
- _(;7)(0780)4‘0(—0760) = —27,2N/mm’

e Tensoes principais: o1 > 09,03 =0

Neste caso, o estado de tensdo inicial na chapa estd dado segundo as dire¢des principais pois
a tensdo de cisalhamento é nula, restando apenas as componentes de tensdo normal. Para
comprovar tal fato, as tensGes principais sdao dadas por,

co=a+R oo=a—-—R
onde,

P T (18—50):_16




Opr — T \ 2 18 4+ 50\ 2
R:ﬂiQ yy) +r£y=¢( . ) 0= 34

Susbtituindo os valores obtidos vem que,
o1 =a+ R=—16+ 34 = I8N/mm?
oy =a— R=—16—34 = —50N/mm?

A energia de distorcdo associada ao estado de tensido na placa é dada por,

1
Udist = 126G [(01 - 02)2 + (o9 — 03)2 + (o2 — 03)2]
1 9 9 9 7448
ist — 1 = 1
Usise = o (68 4+ (18 + (507] = o= (1)
e Tensdo de cisalhamento no eixo
_ Myd  Myd  16M; 16 B 4 2
TSR TE T Tem T a0 [N ] 2)
32
As tensbes principais neste estado de cisalhamento puro sdo oy = 7, 03 = —7 e 03 = 0. Por sua

vez, a energia de distorcdo associada é dada por,

1
Udist = G [(01 - 02)2 + (o9 — 03)2 + (o2 — 03)2]
Ugist = e [(T + 7P 4 (== 0) 4 (7 — 0)2]
Usist = — [42+2+2]—672 (3)
dist = q T TT T T g

Igualando as expressées (1) e (3) vem que,

7448 677

e T = 35.23N/mm?
G = oG T =30 BN/mm

Substituindo este valor de 7 em (3), obtém-se o valor do momento torcor M,
35,23 = —4,78 x 10*M; — M, = 7,37 x 10* Nmm = 73,7Nm

QUESTAO 4 (Valor 2,0): Determine as forcas normais (N1,N3) atuando em cada parte da
coluna bi-engastada ilustrada na Figura 7 e sujeita a uma forca F' = 1kN. As se¢bes transversais das
barras sdo circulares com diametros dy = 50mm e dy = 125mm. Dados: Ly = 300mm; Ly = 400mm;
E1 = 1, 5E2

Solugao da questao 4:

Para a solucao deste problema, considera-se a os trechos AB e BC da barra, assim como o equilibrio
da interface entre os dois trechos, como ilustrado respectivamente nas Figuras 8a), c) e b).
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Figura 7: Questao 4.
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Figura 8: Barra: a) trecho AB; b) equilibrio na interface; ¢) trecho BC.

Barra 1 (0 < z < Lj): neste caso tem-se como incégnitas as constantes de integragao 7,3, assim
como a forca normal Ny interface dos dois trechos.

~ . . 2
¢ Equacdo diferencial: ElAl% =

¢ Condicbes de contorno
u(z=0)=0 Npp(z=11)=M
— primeira integracido: forca normal
Ny =Cy
— segunda integracdo: deslocamento axial

E1A1u1 = Cl$ + CQ

e Determinacao de Cy e Cy
Nx1(96=L1)201=N1—>01=N1
E1A1u1 ($ = 0) = 01(0) + CQ =0— CQ =0

o Equacoes finais

— forga normal: Ny (2) = Ny

— deslocamento axial: uq (z) = %w

Barra 2 (I < @ < L3): neste caso tem-se como incégnitas as constantes de integracao Dy, Dz, assim
como a forca normal N, interface dos dois trechos.

e Equacdo diferencial: FyAs d;;‘;’ =0



¢ Condicbes de contorno
UQ($IL1—|-L2):O NxZ(szl):NQ
— primeira integracido: forca normal
Ny = Dy
— segunda integracdo: deslocamento axial
E2A2u2 = D1$ + D2
¢ Determinacio de Dy e Dy
Neo (90 = Ll) =D =N,
EyAgug (v = L1+ L) = D1 (L1 4+ Lo)+ Dy =0— Dy = =Ny (L1 + Ly)
o Equacoes finais
— forga normal: Ny (2) = Ny
— deslocamento axial: ug(z) = ﬁ [Noz — Ny (L1 4 L)]
Equilibrio da descontinuidade : onsidera-se o equilibrio da for¢a normal presente na interface dos
trechos AB e BC, como mostrado na Figura 8b). A condicao de equilibrio é a seguinte:
> F,=0: —Ni+F+Ny=0— N —N,=F (4)
Condigao de compatibilidade : tem-se que os deslocamentos axiais uy e uy devem ser iguais. Logo,

(751 ($ = Ll) = UQ($ = Ll)

Tomando as equacoes anteriores determinadas para os deslocamentos uy e ug, vem que,

N, 1
I = NoLy — NoLy — NoL
ElAll E2A2[21 241 22]
E1A1L2
Ny = — 2Ny = kN 5
LR A 2 (5)

Substituindo (5) em (4) vem que,

F
—kNy—Ny=F = Ny(1+k)y=-F - Ny = ———
2 2 — Na(1+k) — Vg 11k
Logo,
F k
Ni=—-k|——+ Ni=—F
! ( 1+/7c)_> YTtk
Calculando k, tem-se que,
FEy AL L 1,5F5 (2d?) L d? I 50% 400
_ bk 15B () La  pdils g 50000
Fy As Iy Ey (§d3) Ly ds Ly 1252300

Portanto,

0,32
Ny = (7) 1=0,24KN
140,32

1
Ny=[-—)1=—0,76KN
2 ( 1+0,32) P DR



