0.1 Vigas com Varios Materiais

Torna-se interessante estender a analise de flexdo pura para vigas compostas de véarios materiais.
A Figura 1(a) ilustra uma secdo retangular constituida de dois materiais com médulos de elasticidade
FEy e Es, tal que Ey > FEs. Neste caso, a linha neutra nao passa pelo centro de gravidade da segao
transversal, estando a uma distancia yy do eixo z do sistema de referéncia e mais préxima do material com
maior médulo de elasticidade E7. Observa-se que as mesmas hipdteses cinematicas anteriores continuam
vélidas, implicando numa variacdo linear da deformacdo normal €,,(x) na secdo transversal x, como
indicado na Figura 1(b). Entretanto, a tensdo num material seguindo a Lei de Hooke depende do médulo
de elasticidade. Assim, apesar da deformacdo ser a mesma na interface dos materiais, as tensoes sao
diferentes, pois dependem dos valores de E; e Fs, como pode ser visto na Figura 1(c).
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Figura 1: Viga com véarios materiais.

Considere uma viga cuja secao transversal = é constituida por n materiais distintos. Seja E; o médulo
de Young para o i-ésimo material. Logo, a tensdo o,,,(z) no material i da se¢do = pode ser denotada de
forma geral, a partir da Lei de Hooke (?7), como

d*v(z)
dx?

Oxx; (-I') = Ez(w)emm(fﬂ) = _EZ(J:) (y - yO)' (1)

Observe que para y = ¥, tanto a tensdo quanto a deformagdo sao nulos indicando a linha neutra da
Secao .

Para determinar a posicao yo da linha neutra, toma-se a condicdo que a resultante das forcas na
direcao x € nula, pois forgas axiais externas nao sao compatfveis num problema de flexdo pura. Logo,

Y F,=0.

A dnica forca em x provem da distribuigdo de tensdo normal o,.(z) nas se¢oes tranversais da viga.
Portanto, da relacao anterior vem que

Y F, :0—>/am(a7) dA = 0.
A

Para o caso de n materiais a relacdo anterior se generaliza para

3 [, 7azi(a) da =o0. @)
i=1



Substituindo (1) vem que

— de Z/E (y —yo) dA = 0. (3)

Considerando os dois materiais indicados na Figura 1(a), a expressdo anterior pode ser reescrita como

_dzﬁj) (/A E1(2)(y — ) dA+/AQ E(2)(y — o) dA) = 0.

Expandindo a relacao anterior vem que

dz(f) <E1(x) /A y dA — Ey (2)y0 /A dA + () /A y dA — Ey(z)yo /A dA) = 0. (4)

Denotando o momento estitico em relagdo ao eixo z e a area da segao transversal x do material i,
respectivamente, por

o) = [ vda, (5)
Ai(z) = / dA, (6)
a expressao anterior é reescrita como

RG]

g2 P1(@) Moz () + Bp(2) Mizo (2) — yo (B1(2) Ax(2) + Ea(2)A2(2))] = 0.

Para que a expressao anterior seja valida para qualquer deslocamento transversal v(z), o termo entre
colchetes deve ser nulo, implicando que,

Yo = Ey(x) M, (37) + E2(37)MSZ2 () (7)
' T Ei(@)AL() T Ba()As(z)

De forma geral, para n materiais, tem-se que a posicao yo da linha neutra é dada por

Y1 Ei(z) M, ()
Sy Ei(x)Ai(z)

Yo =

d?v

Deseja-se agora obter uma relacdo para o termo em termos do momento fletor M,(z). No

dz?
caso de n materiais, a expressao (1) para M,(z) é generalizada como

- Zn:/A Oz, (2)y dA. (9)
=174

Para o caso de dois materiais, tem-se que

M, (z) = — </A1 Opay (T)y dA+ /A2 Ozas (T)Y dA) . (10)

Substituindo a expressao (1) na relacdo anterior, tem-se que
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2'0 x
= ddx(z ) <E1(1‘) /Al y* dA — By (z)yo /Al ydA + Es(z)

y? dA — Ex(z)yo /A2 y dA()ll)

Az

Denotando o momento de inércia da area relativa ao material ¢ em relagdo ao eixo z do sistema de
referéncia como

I(x) = / y® dA, (12)
A;
e lembrando a equagao (5) para o momento estético, a expressao anterior se simplifica para

d*v(z) _ M, (z) (13)
dx? Ey(x)L,, (x) + Ex(2) L, (2) — yo (E1(2) Msz, (2) — Ba(2) Mgz, (x))

Assim, para n materiais, a seguinte relagao é vélida,

dQU(x) _ M, (x) (14)
dx? i1 Bi(z) L, (7) — yo 20y Bi(w) Mg, ()
Substituindo a relagdo anterior na expressao de deformagao
d*>v(z
carla) = =Ty ) (15)
obtém-se
€xz(T) = — — 16
=) = S B @ - w s B M@ W 1)
A partir daf, a distribuicao da tensao no material ¢ é dada por,
M, (z)
(z) = — — 17
Ogx; (CC) qui (LIZ‘) (y y0)7 ( )
sendo I.q, () o momento de inércia equivalente da drea relativa ao material 7 da secdo x, ou seja,

0.1.1 Exercicios resolvidos

Exercicio 0.1 A Figura 2 ilustra uma viga submetida a wma carga distribuida e com secdo transveral
de madeira e ago como indicado. Pede-se: a) determinar a posi¢io da linha neutra; b) as distribuicoes
de deformagao e c) tensido. Dados: L = 2m, q, = 200N/m, E1 = 10GPa e E2 = 200G Pa.
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Figura 2: Viga com secao transversal de aco e madeira.

1. cdlculo da posicao da linha neutra

A Figura 2(a) mostra a se¢do transversal da viga com a indicagdo das posicées do CG das partes
de ago e madeira. A partir dai, a posicao da linha neutra € determinada através de

o E1M5z1 + E2Msz2

o= E1 A + EsAy
sendo
E1M,,, = (10 x10°)(0,15)(0,20)(0,15 — 0,125) = 7,5 x 10°Nm,
EyM,., = (200 x 10°)(0,15)(0,05)(0,025 — 0,125) = —150,0 x 10Nm,
E1A; = (10 x 10%)(0,15)(0,20) = 300,0 x 105N,
FyA; = (200 x 10%)(0,15)(0,05) = 1500,0 x 105N.

Substituindo os valores na expressdao anterior, obtém-se
yo = —0,0792m = 7,92cm.

A nova posi¢ao da linha neutra estd ilustrada na Figura 3(a).

2. cdlculo da deformacdo

A se¢ao mais solicitada ocorre em x = %, onde o momento fletor ¢ M, = %qOLz. Para gy = 200N/m

e L =2m, tem-se M, = 300Nm. A deformacao €., € dada pela sequinte expressao

M,

_E]_Izl +E2Iz2 (y_yo)

€z =



Os momentos de inércia I,, e I,, das partes de madeira e ago em relagao ao CG da segdo sao
calculados empregando-se o teorema dos eixos paralelos, ou seja,

1 20)?
L, = (0’5)1# +(0,15) (0,20) (0,15 — 0,125)% = 1,1875 x 10~ *m?,
(0,15) (0,05)*

L 12

+(0,15) (0,05) (0,025 — 0,125)% = 7,6563 x 10~°>m*.

Portanto, a deformacdo € dada por

300
“r = {10 % 1091, 1875 x 10 %) + (200 x 10°)(7, 6563 x 10-5) ¥ ~ %)
= —1,82x 107 (y — ),

estando ilustrada na Figura 3(b). Observe que a deformagdio é continua e varia linearmente ao
longo da sec¢do da viga.

3. cdlculo da distribuicdo de tensao

A distribuicdo de temsdo na parte de madeira € determinada por

Ove;, = Erege =—1,82x10° (y — yo)

| =3,712x 10*N/m?  (y —yo) = (0,125 — (—0,0792))m
T 7,64 x 102N/m?  (y —yo) = (—0,075 — (—0,0792))m

Por sua vez, a tensao na parte de aco € dada por

Oy = Foepe=—3,64x10° (y — 1)

_ ~1,53 x 104N/m?  y = (—0,075 — (—0,0792))
N 1,67 x 10°N/m?  y = (0,125 — (—0,0792))

A Figuras 3(c) indica a distribuicao de tensio na se¢ao transversal da viga. Como observado ante-
riormente, a tensdo € descontinua na interface dos dois materiais.
]

Exercicio 0.2 Deseja-se projetar uma peca de um equipamento mecanico para exercer uma fungdo cujos
vinculos e carregamentos podem ser modelados tal como mostrado na Figura 4(a). O material do qual
a pega deve ser feita é uma resina pldstica. Os resultados de um teste de tragdo e compressao azial
feitos com esta resina pldstica podem ser vistos na Figura 4(b). O que fica evidente neste ensaio € que o0s
limites de tensdo para os quais o material pldstico (p) apresenta comportamento eldstico linear na tra¢ao
(opt) € na compressio (opc) sao distintos. Como a peca serd produzida em grande escala, sew projeto
deverd ser aprimorado de forma que quando submetida ao carregamento mdximo, as tensoes de tracdo e
de compressdo atinjam seus limites eldsticos ao mesmo tempo. Para tal dispoe-se de fios de ago que serdo
colocados na parte inferior da viga, a uma distincia dA do centro geométrico (CG) da se¢do, ver Figura
4(c). A secio transversal de cada um destes fios, designadas A1, tem uma drea de 2mm? (A, = 2mm?).
O material do qual os fios de aco sdo feitos tem um mdédulo de Young E, = 1400kN/mm?.
Deseja-se saber:
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Figura 3: Viga com secao transversal de aco e madeira.
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Figura 4: Viga com secao de resina pléstica.

. quantos fios de ago deverdo ser colocados na peca de pldstico para que os valores limites das tensdes
Opt € Ope Sejam atingidos simultaneamente?

. sob esta circunstancia, determine qual o momento mdzimo (Mpqz) que a peca pode suportar.
. quais as tensées normais mdzimas (oq4) que os fios de ago deverdo suportar?

. quais sdo as tensoes de cisalhamento (1,) mdzimas que ocorrem na interface ago/pldstico? Deter-
minar o fluro de cisalhamento mdzimo (q.,) atuando em um fio de ago.

Solucgao:

. Inicialmente, determina-se a posicdo yo da linha neutra. Do enunciado do problema, tem-se que as
tensoes normais mdrima e minima sao iguais, respectivamente, aos valores limites de tragdo oy =
28,5N/mm? e compressdo oy = 41,5N/mm?. A partir da Figura 5(b), tem-se por semelhanga de
triangulos retangulos

O'pt Upc

= 4 e a+b="70.



Resolvendo as duas expressoes anteriores, obtem-se a = 41,5mm e b = 28 bmm. Logo, |yo| =
g —b| = |35 — 28,5| = 6,5mm. De acordo com a referéncia adotada, tem-se, yo = —6, 5mm.

A partir dai, emprega-se a expressdo para calcular a posi¢do da linha neutra, ou seja,

Yo = Zzzzl EiMszi _ EaMsza + EpMszp
2 EiA; Eoda + B4,

; (19)

sendo o momento estdtico My,, e drea A, dos fios de ago incdgnitas dadas em func¢do do mimero
n de fios de aco.
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Figura 5: Distribuicao de tensao na segao.

Sendo Ay, = 2mm? a drea da se¢do transversal de cada fio de ago e n o niimero de fios, as sequintes

expressoes sao vdlidas

Ay =nAy, =2n mm?,

M., = ndAA;, = n(—32)(2) = —64n mm3,

A, = BH — A, = 3070 — 2n = (2100 — 2n) mm?,
M., = —Ms,, = 64n mm3,

E, = 1400 KN/mm?,

E, =40 KN/mm?.

Substituindo as relagoes anteriores em (??) e resolvendo para n, vem que

1400 x 103(—64n) + 40 x 103(64n)

—6,5 =
*" 7 1400 x 103(2n) + 40 x 103(2100 — n2)

—n=717,8T7.

Logo, o niumero minimo de fios que satisfaz o problema én = 8.

M,
~ ~ . _ < max
. A tensdo normal na flexdo pura € dada por o., = —T Y Logo, o momento mdzimo M}
z
suportado pela se¢ao é fungdo da tensdo mdxima no material pldstico ol = oP (y = y™**) com
Y™ = 35mm.

Para uma se¢cao composta de dois materiais, a tensdo no material i € dada por

_ MzEl(y - yO) _ Mz
Z Ez-[z — Yo Z EiMszi qui

U?ECE (y) = (y - yO)? (20)

7



sendo o momento de inércia equivalente Iy, da porcao relativa ao material @ dada por

I _ Z EzIz — Yo Z EzMsZz
€q; — E'L

As grandezas Aq, Ap, Mz, , My, 1o, I, sdo calculada por

A =2(n) = 16mm? A, = 2100 — 16 = 2084mm*

M, = (—32)16 = —512mm? My, = —M,., = +512mm?
B(H)?

I, ~ A,dA? = 16(32)? = 16384mm* I, = (12) — I, = 841116mm*

Observa-se que para o cdlculo de 1,, emprega-se o teorema dos eixos paralelos, desprezando a parcela
relativa ao momento de inércia dos fios de agco em relagdo ao centrdide, pois o diametro dos fios €
de apenas 2mm. Além disso, tem-se que

> EiM,,, = 1400 x 10°(—512) + 40 x 10°(512) = —6,963 x 10°kNmm,
Y EiI; = 1400 x 10°(16384) + 40 x 10%(841116) = 5,658 x 10" kNmm?.

Logo, substituindo os valores anteriores em (21) para o material pldstico i = p vem que,

5,658 x 107 — (—6,5)(—6,693 x 10°)

= 1,301 x 10mm*

e 40
Verifica-se que 0% = oP_(y = 35mm) = —41,5kN/mm? e a partir de (20)
M™ax(41,5) 6
Oy = —41,5 = —m — M™® =1,301 x 10° Nmm.

Por sua vez, o0 momento mdzimo ocorre em x = L/2, possibilitando calcular a for¢a mdxima P™*
aplicada na viga da sequinte forma

L 4
M = 2P P = M = 10,41k N. (22)

. A tensdo mdzima nos fios de aco € determinada através de (20) com i = a. Logo,

M,

032(y) = —7 (¥ = %) (23)
€qa
sendo
1 XEBli—ywd EiMy, . By
€qa Ea €qp Ea .

Substituindo os valores, tem-se

4
Ieq, = 1,301 x 10020 _ 37,17 x 103mm™*.

1400
No casos dos fios de ago, a tensao mdzima ocorre para y = —32mm. Assim, a partir de (23)
—1,301 x 10°
a = —-32) = -2 (- 2 == 2,5N, 2'
oo (y 32) 3717 % 10° (—32+6,5) = 892,5N/mm

z

Verifica-se entdo que a tensdo mdzima nos fios de aco € cerca de 40 vezes maior que a tensdo
mdxima no material pldstico.



4. O fluzxo de cisalhamento para um fio de aco € dado pela sequinte expressdo

Vy

EMSZHL ) (24)

Gcog = —

sendo I.q, 0 momento de inércia equivalente da parte de ago e M., o momento estdtico de um fio
de ac¢o, o qual deve ser calculado agora em relagdo a linha neutra pois esta nao mais coincide com
0 eixo z no caso de uma viga de material composto. Assim, tem-se que

M., = A1q (dA — yo) = 2[—32 — (—6.5)] = —51mm?

A forca cortante mdzxima para uma viga bi-apoiada como uma for¢a concentrada P™®* no centro é
dada por

pmax _ pmax
Y

= 5,205kN.

Logo, o fluxo de cisalhamento € calculado como

(5,205)(—51)

——37’ 17 % 103 =17,142Nmm

Gcq =

O raio de cada furo é dado por
Ay =7R? - R=0,8mm.

A drea do fio de aco que estd em contato com a parte pldstica por unidade de comprimento da viga
€ corresponde a drea de um cilindro

A =27RL = 27(0,8)(1) = 5,08mm?.

Assim, a tensdo de cisalhamento média € calculada como

G, 7,142
Tmedio — i = m = 1,406N/mm2



