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Apéndice C

ANALISE TENSORIAL

C.1 Tensores

Usa-se o termo tensor como um sinénimo para transformagdo linear de V em V. Logo, um tensor T
é uma transformacao linear que associa a cada vetor u, um outro vetor v através da operacgao

v = Tu. (C.1)

Assim para quaisquer u,v €V, tem-se

T(u+v)=Tu+Tv VuveV
(C.2)
T (av) = aTv Vv ey, VaeR
De forma geral, dados os vetores uj, us, ..., u, e escalares ag, as, ..., &, as relagdes anteriores podem
ser resumidas como
T (041111 +agug + ...+ oznun) =a1Tu; + aTus + ... + o, Tu, = T(aiui) = o;Tu;. (C3)

O conjunto de todos os tensores forma o espaco vetorial Lin se a adi¢do e a multiplicacdo por escalar
forem definidas ponto a ponto, ou seja, S+ T e aS (a € R) sdo os tensores definidos por

(S+T)v=Sv+Tv, (C.4)
(aS)v=a(Sv). (C.5)

A forma com a qual se definiu o conceito de tensor, acima, permite que se faca uma associacio
biunivuca entre tensores e matrizes. Dessa maneira, as operagoes matriciais equivalentes as duas iltimas
operagoes tensoriais sao, respectivamente, a soma e o produto por escalar usualmente conhecidos do
estudo de matrizes.

C.1.1 Componentes de um tensor

Dado um vetor u e uma base ortonormal qualquer {e1, ez, e3}, as componentes desse vetor em relagéo
a essa base sao dadas por

u;y =er-u
Uu; =€; -ua — Ug = €e2-1u
us =e€es-u
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Por sua vez, denota-se o vetor u em termos de suas componentes como
u = uje] + ugey + uzes = u;e;.

Aplicando-se o tensor T ao vetor u, tem-se um outro vetor v = Tu que, pela linearidade de T, pode
ser escrito como

v =Tu =T (u1e; + uzey + uses) = u;Te; + uyTey + usTes = u;Te;.
As componentes de v sdo dadas por

V1 =€e1 -V =1uyep- Te1 + ugeq - Teg + ugeq - Te3
Vg = €9 -V = ujes - Tey + ugsey - Tey + uges - Teg — v; = uje; - Te;.
V3 =e€e3-V =1uyes:- Te1 + uges - Teg + uges - Te3
Nesse caso, termos como e; - Te; = T e ey - Te; = T sao interpretados como as componentes de

Te; nas direcoes e; e e respectivamente. De uma forma geral, define-se T;; como sendo as componentes
do tensor T, dadas por

ﬂj =e€;- Tej. (CG)
A partir dai, a equacdo v = Tu pode ser escrita na forma de componentes como

vy = Ti1uy + Tioug + Ti3us
Vg = T21U1 + T22U2 + T23U3 — UV = Tijuj.
v3 = T31uq + T3oup + T33us

A relacdo anterior pode ainda ser representada na seguinte forma matricial:

v T T2 Ti3 uy
vy o= | To1 To o3 uy o — {v}=[T]{u},
U3 T31 T30 T33 ug

com [T] denominada matriz do tensor T relativamente a base {ej, ez, e3}.
Observa-se que os termos nas colunas de [T| s@o, respectivamente, as componentes de Tej, Tey e
Tes. Portanto,

Te1 = T11e1 + T2182 + T31e3
Tey = Tioeq1 + Thoes + T39e3 — Te; = sz‘ej.
Te3 = T13e1 + T2382 + T33e3
Verifica-se que as componentes de T, assim como as de um vetor v, dependem do sistema de coor-
denadas adotado através dos vetores unitdrios da base {e;, ez, e3}. Assim, um tensor terd uma matriz

para cada base considerada. Por exemplo, tomando-se duas bases ortonormais definidas por {e;,eq, es}
. . /
e {e], €}, es}, tem-se respectivamente, as matrizes [T] e [T]" para o tensor T.

Exemplo C.1 Numa dada base, a transformagao T : V — V é a multiplicacdo de vetores pela matriz

1 0 -2
T =| 23 7
-1 0 0

Aplicar T a um vetor u = e; — 2e3 + e3.
Aplicar T a um vetor u significa multiplicar esse vetor pela matriz associada [T], ou seja,

1 0 -2 1 -1
v="Tu= 2 3 7 -2 | = 3 | =—e;+3e; —e3
-1 0 O 1 -1
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Figura C.1: Espelhamento de vetores em torno de e; através de T.

Exemplo C.2 Dado que T espelha todo vetor com respeito a um plano fixo, encontrar uma matriz para
T e mostrar que T € um tensor.
Seja e perpendicular ao plano de reflexdo como ilustrado na Figura A.1. Logo,

Te1 = —€1 T62 = €9 Te3 = e3
Como representacao matricial de T, tem-se,
-1 0 0
[T] = 010
0 01
€1,e2,e3
Tomando-se agora um novo conjunto de vetores de base €| = eq, € = e3, €; = e, tem-se
Te) =¢] Tey=¢€) Tej=—€}

e portanto, as componentes de um tensor dependem da base adotada. Assim,

_1 / / /

91792793
O fato que T é um tensor estd ilustrado na Figura A.1 pois,
Tu+v)=Tu+Tv T(au)=aTu

|

Exemplo C.3 Se T transforma todo vetor num wvetor unitdrio com uma dire¢cdo fixa, mostrar que T
nao € um tensor.
Seja n o vetor unitario resultante da aplicacao de T. Portanto, para todos os vetores u e v tem-se,

Tu=n Tv=n T(u+v)=n
No entanto, T nao é um tensor pois,

Tu+v)=n#Tu+Tv=n+n=2n
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C.1.2 Tensor nulo

O elemento nulo do espaco de tensores Lin é o tensor nulo 0 que transforma qualquer vetor no vetor

nulo, ou seja,

Ov =0.

(C.7)

A forma matricial associada a esse tensor é aquela cujos coeficientes sdo todos nulos, ou seja,

[0] =

o O O
o O O
o O O

C.1.3 Tensor identidade

O tensor identidade em Lin é definido por,
Iv=v Vveu

Em particular, tem-se
Ie; = ¢e; Ies = ey Ies = e;3.

Logo, as componentes do tensor identidade sao

Iz’j :ei-Iej :ei-ej :62']'7

sendo (5¢j o delta de Dirac, definido de tal forma que ¢;; = (1) 22 z fj
associada a esse tensor é obviamente a matriz identidade
1 00
M=(0 10
0 01

C.1.4 Soma de tensores

(C.8)

(C.9)

. A representacdo matricial

A soma de dois tensores S e T é dada por (A.4), podendo-se observar que (S + T) é um tensor. Por

sua vez, as suas componentes sa0 expressas como
(S + T)ij =€ - (S + T) €; =¢€;- Sej +e;- Tej = Sij—l-Tij.
Em forma matricial,

[S+T] =[S]+[T].

C.1.5 Produto de tensores

(C.10)

(C.11)

O produto ST de dois tensores S e T é o tensor que define a transformagao composta,

ST=SoT,
ou seja,

(ST)v=S(Tv) VveV

(C.12)

(C.13)
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As componentes de ST sdo dadas por
(ST)ij =e¢€;-(ST)ej =e;-S(Te;) =e€; - STyjem = T (€i - Sew) = SimTmj,
e por sua vez
(Ts)ij = TimSmJ"
As expressbes anteriores podem ser escritas matricialmente como a seguir
[ST] = [S][T]  [TS] = [T][S] (C.14)
e portanto, de forma geral, o produto de tensores nao é comutativo, i.e.,
ST #TS.

Tomando os tensores S, T e V verifica-se, com base na associatividade do produto entre matrizes,
que

(8(TV))v=S(TV)v) =S(T(Vv))=(ST)(Vv)
= S(TV)=(ST)V. (C.15)
Portanto o produto entre tensores também é associativo.

Exemplo C.4 Um corpo rigido é girado de 90° sobre um eixo no sentido anti-hordrio. Encontrar uma
matriz representando esta rotacao.

Seja {e1,ey,€3} uma base de vetores unitérios, segundo a regra da mao direita, com ez o eixo de
rotagdo como ilustrado na Figura A.2a). Sendo R a transformacgao tem-se,

Re1 = €9 Reg = —€e] Re3 = €3

yo
V 0]

Figura C.2: Rotagoes no sentido anti-hordrio: a) 902 em torno de e3; b) 902 em torno de e;.

Logo,
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Exemplo C.5 Considerando o corpo anterior, suponha que o mesmo € girado de 90° em torno do eizo

e no sentido anti-hordrio. Encontrar a matriz da rotacdo resultante.
Neste caso, esta segunda rotacao S, mostrada na Figura A.2b), é dada por,

Se1 = e1 1 0 0
Seg =e€e3 = [S] = 00 -1
Se3 = —€9 01 0

A rotacao resultante é dada por S (Rv) = (SR) v, ou em notagao matricial:

10 o]fo -10 0 -1 0
SR]=[S]R]=[00 -1||1 o0o0|=|0 0 -1
01 0[]0 01 1 0 0

O

Exemplo C.6 Dado um ponto P (1,1,0), encontrar a sua posi¢io apds as duas rotagaoes.

Sendo r e r’ os vetores posigao inicial e final do ponto P, tem-se que

0 -1 0 1
{r} =[SR]{r}=|0 0 -1 1 p =1 =—e +e;3
1 0 0 0
O

Exemplo C.7 Encontre a posicao de P ao se reverter as rotagdes.
Neste caso, sendo r”’ a posic¢ao final de P, tem-se r’ = R (Sr) = (RS

~—

r, ou ainda,

0 -1 0][10 o0 1 00 1 1
{Y=R][S]{r}=]1 00]|0 0 -1 1%=110 0 1 V=
0o 01|01 0 010 0

Logo, " = ey+e3. O

C.1.6 Tensor transposto

= o

O tensor transposto de S, denotado por ST, é definido como o tinico tensor satisfazendo a propriedade

(Su)-v=mu- (STV) u,ve.
Da definicao anterior, tem-se

ej- (Sei) = e (STe;) = Sji = ST = [8]" = |87].
Verifica-se ainda que as seguintes propriedades sao vélidas

Ss+1)" = sT+17,
(sT)" = TTsT,

(s7)" = s.

(C.16)

(C.17)



C.1. Tensores C-7

Exemplo C.8 Considere a sequinte matriz do tensor T,

2 2 5
T]=|4 6 -1
03 -3
entao,
2 4 0
T =m"=]2 6 3
5 -1 —3

¢ a forma matricial associada o TT. O

C.1.7 Tensores simétrico e antissimétrico
Um tensor é chamado simétrico se
S =sT. (C.18)
Assim, as componentes de um tensor simétrico possuem a propriedade,
— (]T —q..
Siy = (8"),, = S

ou ainda, S12 = So1, S13 = 531, S23 = S32.
Por sua vez, S é dito antissimétrico se

S=-sT. (C.19)
Logo, as componentes desse tensor satisfazem a relacio

Sij=—(8") =-S;

ij

O que implica em 512 = —521, 513 = —531, 523 = —532 € 511 = 522 = 533 =0.

Exemplo C.9 Considere o tensor T tal que

2 1 5
M=|1 6 -1
5 -1 -3

FE fdacil observar que,

2 1 5
T =[m={1 6 -1
5 -1 -3
logo T € simétrico.
Jd o tensor U
01 5
U=|-10 -2
-5 2 0

€ antissimétrico. O
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Todo tensor S pode ser expresso, de forma tnica, como a soma de um tensor simétrico E e um tensor
antissimétrico W, ou seja,

S=E+W, (C.20)
sendo

E :% (s+s7), (C.21)

W :% (s-s"). (C.22)
De fato,

ET:% (ST+S) - % (s + ST) —E,

1 1
T_t(qT_q)\ — _2(q_QT) _ _
W+ = 5 (S S) 5 (S S ) W.
Os tensores E e W sdo chamados, respectivamente, partes simétrica e antissimétrica de S.

C.1.8 Produto tensorial de dois vetores

O produto tensorial a ® b de dois vetores a e b é definido como uma transformagao que associa a
cada vetor v o vetor (b-v)a, ou seja,

(a@b)v=(b-v)a. (C.23)
Para qualquer u, v €V e a, § € R, verifica-se a partir da definicdo (A.23) que
(a@b)(autpv) = [b(autpv)a=[a(b-w+f(b-v)a
= a(b-u)at+f(b-v)a=a(a®b)ut+f(a®b)v.

Dessa forma, observa-se que a ® b satizfaz as propriedades basicas de uma transformagao linear sendo,
portanto, um tensor. Por sua vez, as componentes de um tal tensor com respeito a uma base ortonormal
{e1, ey, €3} sdo as seguintes,

(a®@b); = e-(a®@b)ej=e;-[a(b-ej)] = e (ab))
= (ei‘a) bj = aibj = (a® b)U = aibj.

Logo, em notagao matricial

aibr a1by a1b3 ay
[a® b] = | asby asby asgbs | = [a® b] =1 a2 |: b1 by b3 } = ab’.
a3b1 agb2 a3b3 a

A partir dai é possivel verificar que

1 0 0 01 0 0 01
[e1®el] =10 00 [e1®e2] =10 0 0 [81®83] =10 0 O
0 00 0 0O 0 0 O

e assim sucessivamente. Portanto

Zei®ei:ei®eizl.

)
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Desse modo qualquer tensor pode ser expresso como
T =111 [e1®e1] + T12 [e1®e2] + T13 [e1®e3] + T2 [e2®eq] + - - = T = T;; (e;Qe;) .

Notando-se ainda que os tensores (e;®e;), com 4,j = 1,2, 3, sao linearmente independentes, pode-se
verificar que esses tensores formam uma base para Lin.
Além disso, o produto tensorial de dois vetores possui as seguintes propriedades

(a®b)’ = (b®a),

(a®@b)(c®d) =(b-c)a®d. (C.24)

C.1.9 Traco

O trago de um produto tensorial de dois vetores (u ® v) é definido como um escalar dado por u- v,
ou seja,

tr (uv)=u-v. (C.25)
Como consequéncia direta dessa definicao, tem-se a propriedade de linearidade do trago

tr [[au+p0v)@w]=(au+p0v)- w=a(u-w)+5(v-w)=atr [u®w|+ ptr [vew].
Tomando as componentes cartesianas de u e v, ou seja, u = u;e; e v = v;e;, verifica-se que

tr (W® V) = u1v1 + ugve + uzv3 = uv; = (U V), .
Como qualquer tensor T pode ser escrito na forma T = T;; (e;®e;), o traco de T é obtido como

tr T =tr (Tje;0e;) =T;; tr (e;®e;) = Ty (ei-e;) = 1365 = Tiy = Ti1 + Too + T3s.
Logo, o tragco de um tensor é bem definido através da relagao

tr T =Tj. (C.26)
Verifica-se que o trago de um tensor possui ainda as seguintes propriedades

tr TT =tr T,

tr (ST) =tr (TS). (C.27)

Observa-se também que o espago de tensores Lin possui um produto interno natural definido por
S.T=tr (STT) , (C.28)

que em termos de suas componentes tem a seguinte forma

S-T = 8;;Ty;. (C.29)
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C.1.10 Determinante
Define-se o determinante de um tensor S como sendo o determinante de sua matriz associada [S]:
det S =det [S], (C.30)

sendo esta definicdo independente da escolha da base.
Um tensor S é inversivel se existe um tensor S™1, chamado inverso de S, tal que

S 'S=8S"'=L
Segue que um tensor € inversivel se e somente se det S # 0. Sao vélidas as seguintes identidades

det (ST) = (det S) (det T),

det ST = det S,

det (S71) = (det S)_l , (C.31)
(ST) ' =118,

(51" = (s7) .

Tomando 3 vetores linearmente independentes u, v, w, a magnitude do escalar u- (v X w) representa
o volume do paralepipedo P determinado por u, v, w. E possivel mostrar que

Su- (Sv x Sw)

u-(vxw)

vol(S(P))

detS = vol(P) '

— |detS| =

sendo S(P) a imagem de P através de S e vol, o volume do paralepipedo P. Esta relagdo fornece uma
interpretagao geométrica para o determinante de um tensor S.

C.1.11 Tensor ortogonal

Um tensor ortogonal é uma transformacao linear sob a qual os vetores transformados preservam seus
comprimentos e os angulos entre si. Seja Q ortogonal, entdo ||Qu|| = ||u]| e cos (u,v) = cos (Qu, Qv).
Logo, Q preserva o produto interno, i.e.,

Qu-Qv=u-v Vuve. (C.32)

Da definicao de tensor transposto, tem-se

Qu-Qv=u-Q'Qv.

Assim,
u‘v:u-QTQv:u‘Iv:u~QTQV:>u-(I—QTQ)v:Q

Como u e v sdo arbitrarios, segue-se que

Q'Q=1
Por outro lado, o transposto do tensor identidade é o préprio tensor identidade, portanto
T
QTQ) =I'=QQ" =1

Logo, a condigao necessaria e suficiente para que Q seja ortogonal é

QQ'=Q'Q=T1, (C.33)
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ou seja,
Qr=qQ (C.34)

Em representacao matricial,

QIQ]" =[Q" Q] =[1].

Um tensor ortogonal com determinante positivo é chamado rotagcao. Todo tensor ortogonal é uma
rotacao ou o produto de um rotagdo por —I. Se R # I é uma rotagao, entao o conjunto de todos os
vetores v tais que

Rv=v

formam um subespaco unidimensional de V chamado eixo de R. Em outras palavras, uma rotacao R se
da em torno do eixo gerado pelo vetor v.
De forma geral, a partir de (A.33), verifica-se que,

det (QQ") = det (I) = det (Q)det (Q") = 1= (det Q)* =1 = det Q = +1

Se det Q = +1, entdo, pela definicdo anterior, Q é uma rotagdo. Por outro lado, se detQ = —1, Q é
uma reflexao.

Exemplo C.10 Uma rota¢do plana de um angulo 6 no sentido anti-hordrio € obtida aplicando-se a
rotagio R em torno do eizo z a um vetor v, ou seja, multiplicando o vetor v pela matriz [R] que tem a
sequinte forma geral,

cosf sen@ 0
[R]=| —sen @ cosf 0
0 0 1

Observe que
det R =det [R] = cos?f +sen?0 =1 > 0

mostrando que R € de fato uma rotacdo. O

Exemplo C.11 Verificar que os tensores dos Exemplos A.2 e A.4 sao ortogonais e constituem-se, res-
pectivamente, uma reflexdo e umarotacdo.
No primeiro caso, tem-se que,

-1 0 0 -1 00 100
T =] 010 010[=|010
0 01 0 01 0 01
revelando que T é um tensor ortogonal e como det T = —1, tem-se que T é uma reflexdo.
Ja no segundo exemplo, verifica-se que,
010 0 -1 0 1 00
RIRT=|-100]|]|1 0o0|=[010
0 01 0 01 0 01

e como conseqiiéncia R é o ortogonal, constituindo-se num rotagao pois det R =1. O
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C.1.12 Tensor positivo-definido
Um tensor S € positivo-definido se
v-Sv >0 (C.35)

para todos os vetores v # 0.

Exemplo C.12 Considere a transformagdo A cuja forma matricial para o sistema de coordenadas cor-
rente seja a sequinte

2 00
A=]|1040
0 0 3
Observe que
x - Ax =227 + 423 + 323 > 0

exceto para x = 0. Dessa forma o tensor A € positivo-definido. O

C.1.13 Vetor axial

Existe uma correspondéncia biunivoca entre vetores e tensores antissimétricos de modo que para
cada tensor antissimétrico W corresponde um tnico vetor w, denominado vetor azial, tal que

Wv=wxv VYvel. (C.36)

As componentes de w podem ser encontradas tomando-se We; = w x e;, pois

Wij =e;-We; =e;- (W x ej) =w-(ej X e).

Como e; x e; = —e; x e; e W ¢ antissimétrico, tem-se que W;; deve ser igual a —Wj; para que w
exista. Desta forma, as componentes nao nulas de W estao relacionadas as componentes de w como
W3y = —Was = e3Wey = w- (€3 X €3) =W - €] = wy,
Wisg=—Ws31 =e;-Wez =w-(e3 X €1) = W - €3 = wo,
Wiy = —Wia =exWe; = w- (€1 X €3) =W - €3 = ws.

Portanto, tem-se que
w = Waser + Wiges + Wares  ou  w = — (Wazer + Waieg + Wiges) .
Somando as duas equagbes anteriores, obtém-se a seguinte expressao:
2w = (W32 — Waz)er + (Wiz — Wap)ea + (Way — Wig)es,
a qual pode ser reescrita como
2w = —e;ipWire;.

Observarse que para um tensor antissimétrico W, dado por

0 — B
Wl=| v 0 —a
-0 « 0

corresponde o vetor w cujas componentes sao escritas como wy = @, wy = (3 € wg = 1.
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Exemplo C.13 Dado
1 2 3

MT)=14 2 1

1 11

decompor o tensor em partes simélrica e antissimétrica, encontrando para esta dltima parte o vetor axial.
Verificar que Wa = w X a para a = e1+es.

Tem-se que [T] = [S] + [W] onde,

. (128 14 1 13 2
[S]:§<[T]+[T]T):§ 42 1|+|221||=]321
111 311 2 11

. (12 14 1 0 -1 1

[W]:§<[T]—[T]T):§ 42 1|-l221||=] 1 00

11 1 311 ~1 00

As componentes do vetor axial w sdo dadas por,
w = Wsoe1 + Wiszes + Woies = 0e; + les + les = e5 + e3

Tomando agora b = Wa, tem-se,

0 -1 1 1 1
{b}: 1 0 0 0 = 1 =b=e +e —e3
-1 0 0 1 -1

No entanto,
wxa=(ey+e3)x(ej+ez) =e;+es—e3=Db

d

C.1.14 Leis de transformacao para vetores e tensores

A Figura A.3 ilustra dois sistemas de coordenadas cartesianos formados pelos vetores unitédrios
{e1,e2,e3} e {€e],€), e5}. Partindo-se de suas configuragoes originais, é possivel fazer {€], €}, €5} coincidir
com {e1,eq, e3} através de uma rotacao rigida, no caso em que os sistemas possuem a mesma orientacao,
ou de uma rotacao seguida de uma reflexdo, no caso em que suas orientacoes sao distintas.

Dessa forma, observa-se que {€}, €5, e5} e {e1,es, e3} estdo relacionados por um tensor ortogonal Q
da seguinte maneira

€] = Quiel + Qaiex + Q€3
e, = Qle; = Qmien — { €y =Qr2er + Qazes + Qares (C.37)
e = Qi3e1 + Q23e2 + Q33€3

sendo QmiQm; = QmiQjm = 6;j, ou ainda, QTQ = QQT = 1. Verifica-se que Qi = e, - QTe; =

ey - €, = cos (e, e)).
Tomando-se agora um vetor a qualquer, as suas componentes nos dois sistemas de coordenadas sao

escritas, respectivamente, como a; = €;-a e a; = ej-a. Uma vez que a, = €}-a = Qe - a, tem-se

a; = Qmiam, (C.38)
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Figura C.3: Sistemas cartesianos retangulares.

ou em notagao matricial

ay Qu Q21 Q@ “ al
ay = | Q12 Q2 Q3 as — {a} = [Q]" {a}. (C.39)
az e Q3 Q23 Q33 |, | a3 o

As expressoes anteriores constituem-se na lei de transformagao das componentes de um mesmo vetor
com respeito a diferentes bases cartesianas. E importante observar que {a} = {a}_, e {a} = {a},, sdo
representagoes matriciais do mesmo vetor em bases distintas. Assim, a expressao (A.§9) nao corresponde
a transformacdo linear a’ = Q”a, a qual indica que a’ é o vetor transformado de a através de Q' (a e a’
sdo dois vetores diferentes enquanto que {a} e {a}’ sdo duas matrizes que representam o mesmo vetor).

Considerando agora um tensor T, suas componentes em relagio as bases {e1,e2,e3} e {€], €}, €5} sdo
respectivamente, T;; = e;-Te; e Tl’J = e;‘Te;». Lembrando que €, = Qmn;enm, tem-se

T;; = €;-Te}; = Qmiem - TQnjen = QmiQnj (€m - Tey) .
Logo,
T;; = QmiQn;iTinn (C.40)
ou matricialmente
T = [QI" [TI[Q],

e’ e;

T, T, Ti3 | Qi Q21 Qa T T2 Tis Qu Q12 Qi3

Ty Ty Tog =| Q12 Q2 Q3 To1 T a3 Q21 Q22 Qa3

Ty T3 Ty |, Qs Qo @33 |, | Tn T2 Ta3 | | @31 Qs @3 |
De maneira andloga,
Tij = QimQjnTrmy, (C.41)

ou ainda,
T
[T] = [Q] [T [Q]" . (C.42)

A equagdo (A.40) é a lei de transformacdo que relaciona componentes de um mesmo tensor com
respeito a diferentes bases. Portanto, [T] e [T]' sdo diferentes matrizes para o mesmo tensor T.

Uma vez que as componentes de um vetor ou tensor sdo conhecidas em {ej,es, es}, aplicando-se as
equagoes (A.38) e (A.40), determinam-se suas componentes em relagao a qualquer outra base {e}, €5, e5}.
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Exemplo C.14 Dado o tensor

TIe: =

€;

O = O
SN =

0

0

1

encontrar as suas componentes em relagio a base {€},eh, €4} obtida pela rotagio de 90° em torno de es.
Pela rotacao dada,

€] = ey e, = —e; e =eg

Portanto, as unicas componentes nao-nulas de Q sdo dadas por,

0 -1 0
ngzel-eéz—l Q21:e3-eg:1 Qggzel'eézl —>[Q]: 1 0 0
0 0 1
Por sua vez, tem-se a transformacao,
01 0]%[o10]%[0 -1 0]1% 2 —1 0
T = [Q)' [T][Q=| -1 0 0 120 1 00| =]-1 0
oo01j,{001} [0 01] 0 01

C.1.15 Autovetores e autovalores
Dado um tensor S, seja u um vetor transformado por S num vetor paralelo a u, isto é,

Su = Au, (C.43)

entao u é um autovetor de S e A é o seu autovalor correspondente.
Verifica-se que se (A, u) é um autopar de S, entdo qualquer vetor paralelo a u também é um autovetor
de S com mesmo autovalor A\. Com efeito, tomando-se um escalar o tem-se que

S (au) = aSu=a(Au) = A (au).
Dessa forma, um autovetor como definido a partir de (A.43) tem um tamanho arbitrario. Para evitar

este inconveniente, convenciona-se tomar os autovetores como tendo comprimento unitario. Assim, pode-
se redefinir (A.43) como a seguir

Se = e, (C.44)
sendo e um vetor unitario. Como Ae = \le, tem-se

(S—AI)e =0,
com

e-e=1.

Escrevendo e como combinagao linear dos vetores da base {e1, ez, e3}, obtém-se e = a;e;. Assim, as
expressoes anterioriores, em termos de componentes, sao dadas por

(511 — )\) a1 + 512(12 + 513043 = 0
So101 + (522 — )\) g + Sozaz =0
531041 + 532(12 + (533 — )\) a3 — 0
a?+a3+al=1
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Para que o sistema homogéneo (A.45) ndo tenha apenas a solugdo trivial (a3 = ag = ag =0), o
determinante da matriz desse sistema deve ser nulo, i.e.,

Sii—A Si2 S13
det (S—)\I) =0= 521 522 - 523 =0. (046)
S31 S32 S33 — A

Para um dado tensor S, uma vez conhecidas as suas componentes .S;; numa certa base, a expressao
anterior é uma equagao ctibica em A, denominada equacgdo caracteristica de S. As raizes A1, A2, A3 dessa
equagao sao os autovalores de S. Os respectivos autovetores de S sdo determinados substituindo cada
um destes autovalores em (A.45) e resolvendo o sistema. Deve-se observar que as raizes do polinémio
(A.46), ou seja, os autovalores de S, podem ser:

e reais e distintas;
e reais, sendo algumas repetidas;
o reais (distintas ou repetidas) e complexas;

e apenas complezxas.

O espago caracteristico de S correspondente a cada A é o subespaco de V que consiste de todos os
vetores v que satisfazem a equacao

Sv = \v.

Se este espaco tem dimensao n, entdo diz-se que A tem multiplicidade n.

Verifica-se ainda que os autovalores do tensor S sao independentes da base escolhida. De fato, dado
o tensor S escrito numa base {e1,es, es}, seus autovalores A e autovetores e satisfazem a relacao A.44.
Em forma matricial tem-se

[S|{e} =A{e}. (C.47)

Re resentando S e e numa outra base e’ e' e' e utilizando as leis de transformacao para vetores
1)%2> %3 s
€ tensores, nota-se que

S {e} = [QI" [S](Q] [Q]" {e}.
Lembrando que [Q] [Q]T resulta, pela relagdo A.33, no tensor identidade e que S satisfaz A.47, tem-se

[S]'{e}’ = [Q]" [S]{e} = AlQ]" {e}.

Assim, empregando-se novamente a lei de transformagao para vetores, chega-se a

S {e}' = A{e}.

Observa-se portanto que os autovalores A sao os mesmos qualquer que seja a base escolhida para se
representar o tensor S .

Exemplo C.15 Se com respeito a uma base {e1,e2,e3} a matriz [T| de um tensor é dada por,

2.0 0
M =|0 3 4
04 -3
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Determinar os autovalores e os autovetores correspondentes.
A equagdo caracteristica é a seguinte,

2\ 0 0
T — M| = 03—\ 41=2-N(\=-25=0
0 4 —3-)\

Logo, ha trés autovalores distintos, A\ =2, Ao =5 e A3 = —5.
Substituindo A no sistema [T — AI]{v} = {0} tem-se,

0U1:0
vo + 4vg =0
4U2—5U3:0

vi 403 + 03 =1

Assim, v9 = v3 = 0 e w; = 1. Portanto, o autovetor correspondente a A\ = 2 é vi = =*e;.
Repetindo o procedimento para Ay = 5, tem-se,

—301:0

—2v9 +4vg =0
4U2—8U3:0
vi+v3+vi=1

Logo, v = 0,v5 =2/v/5,v3 = 1/4/5 e o autovetor correspondente é,

1
vy = +t— (282—1—63)

V5

Para o dltimo autovalor A3 = —5, repetindo o mesmo procedimento anterior tem-se que o autovetor
vy € dado por,

V3 = + (—82+293)

Sl

O
Dado um tensor S, é possivel mostrar que o determinante de S—AI admite a representacao
det (S—AI) = =A% + 11 (S)N? — 12 (S) A +13(S) VAER, (C.48)
sendo

11 (S) = S11 + Saz + Sss,

| S Si2 So2 Sa3 S11 S13
2= 5 S | 7| 8w 8w | 7| S Sus |
S11 Sz Si3
13(S) =1 Sa1 Saz Sos
S31 S32 S33

Como os autovalores de S nao dependem da base adotada, os coeficientes da equagao (A.48) devem
ser os mesmos qualquer que seja a base. Dessa forma, o conjunto

Js = (t1(8),12(S),e3(8))
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é chamado lista dos invariantes principais' de S. Em termos do traco e do determinante, os invariantes
sao dados por

11 (S) = trS,

_ 1 2 2

12(8) = § |(r8)” — tr(8)*],
t3(S) = det S.
No caso de S ser simétrico pode-se mostrar que

L1 (S) = )\1 + )\2 +)\3,

12 (S) = A2 + A2ds + A1),
L3 (S) = )\1)\2)\3.

Exemplo C.16 Para o tensor do FExemplo A.15, determinar seus invariantes escalares e em sequida

determinar seus autovalores a partir de (A.48).
A matriz do tensor é a seguinte,

2 0 0
T =|0 3 4
0 4 -3

e portanto seus invariantes sao,

1u(T)=24+3-3=2

PG O B ':—25
20 O

t;3(8)=10 3 4 |=-50
0 4 -3

Estes valores fornecem a equacgao caracteristica
A% — 207 — 25X + 50 = 0
ou
A=2)(A=5)(A+5)=0
O

De onde se obtém A\ =2, Ay =5 e A3 = —5b.

C.1.16 Valores e diregoes principais de tensores simétricos

Entre os varios tipos de tensores estudados em mecanica do continuo, destacam-se os tensores
simétricos tais como tensores de deformacao e tensao. Neste caso, o seguinte teorema é valido:

Teorema C.1 Dado um tensor simétrico com componentes reais tem-se:

1. Seus autovalores sdo numeros reais.

2. Seus espacos caracteristicos gerados por seus autovetores sGo mutuamente ortogonais.

'S30 chamados invariantes pois se mantém constantes no caso de mudangas de coordenadas por rotacio.



C.1. Tensores C-19

Logo, para um tensor simétrico real sempre existem pelo menos 3 autovetores reais denominados
diregcoes principais. Para mostrar que as direcoes principais de um tensor simétrico sao mutuamente
perpendiculares, considere os autovetores n; e ns de um tensor S com seus respectivos autovalores \; e
Ag. Assim,

Sn; = A\iny
Sny = Aony
ou ainda,
Ain -ny =ny - Sny (C.49)
Aony - Ng = Ny - Sny (C.50)

Pela defini¢ao de tensor transposto, tem-se nj - Sns = ny - STn;. Como S é simétrico, vem nj - Sny =
ny - Sn;. Subtraindo (A.50) de (A.49) segue-se que

()\1—)\2)n1~n2:0

A partir dai, se Ay # A9, entdo ny - ny = 0, ou seja, n; e ny sdo ortogonais entre si. Portanto, se os
autovalores sao distintos, entao as 3 diregoes principais sao mutuamente perpendiculares.

Supondo agora que nj e ny sao autovetores com mesmo autovalor A, tem-se Sn; = Anj; e Sny = Ano.
Tomando-se escalares « e 3, pode-se escrever S (an; + fng2) = aSn; + 3Sny = A (an; + fny). Portanto,
a combinagao linear an; + fny é também um autovetor de S com autovalor A. Assim, se existem dois
autovetores com o mesmo autovalor, entdo existem infinitos autovetores (os quais formam um plano)
que correspondem ao mesmo autovalor A. Esta situacao ocorre quando a equagao caracteristica possui
uma raiz repetida (ou multipla). Dessa forma, embora ndo tnicas, existem ainda trés diregbes principais
mutuamente perpendiculares.

Finalmente, no caso em que existam 3 autovalores idénticos, € possivel mostrar que qualquer vetor é
um autovetor de S. Logo, para qualquer tensor simétrico real S, sempre existe pelo menos um conjunto
de 3 vetores perpendiculares entre si.

Considerando os autovetores ej, es, e3 de S como vetores unitarios nas dire¢oes principais, as compo-
nentes do tensor S em relagdo a base {e1,eq, e3} sdo dadas por

Sii=e;-Se;=e;-(Me1)) =X, Sip=-e1-Sey=e;-(Aeg) =0= 5,
Soy =ey-Sey =ex-(Mge1) =Xy, Siz=e;-Sez =e; - (Aze3) =0 = S31,
S33 =e3-Sez =e3-(A\3e3) = A3,  Saz =ey-Sez =ey-(Aze3) =0 = S3.
Logo,
A 0 O
[S]el,ez,eg = 0 A O )
0 0 As

ou seja, a matriz do tensor S, na base de autovetores, é diagonal contendo os autovalores de S.
O teorema seguinte resume os resultados anteriores.

Teorema C.2 Seja S simétrico. Logo, exixte uma base ortogonal para V consistindo inteiramente de
autovetores de S. Mais ainda, nesta base {e1,eq,e3} o tensor S tem a forma diagonal

S = Z AieiRe;

com A1, Az, A3 sendo os autovalores de S.



