Capitulo 8

Integracao Numérica

8.1 Introducao

A utilizacdo de coordenadas locais permite simplificar os limites de integracdo no célculo das
matrizes e vetores de carregamento dos elementos finitos. No entanto, nos casos gerais, nao é possivel
obter uma expressao analitica para estas expressoes. Desta forma, torna-se necessario aplicar técnicas
de integracao numérica.

Considerando o caso unidimensional, a integracdo numérica de | f f(€) d¢ é efetuada tomando-
se um polindémio (§) através de alguns valores de f(&) e usar f; ©(§) d§ como uma aproximagao
para |, ; f(&)dé. A posicao dos pontos de amostragem e o nimero de valores para f(£), determina a
qualidade da aproximagao de ¢(§) para f(§), e portanto, o erro da integragdo numérica. Observa-se
que para os elementos isoparamétricos adota-se a = —1 e b= 1.

A seguir apresentam-se as duas técnicas comumente utilizadas para calcular numericamente uma
integral.

8.2 Integracao de Newton-Cotes

Neste primeiro procedimento, toma-se a fungao calculada em pontos igualmente espacados em seu
dominio. Assim, para n pontos pode-se ajustar um polindémio de grau n — 1 e a fungéo pode ser assim
integrada exatamente como ilustrado na Figura 8.1. Esta técnica é conhecida como Newton-Cotes.

O valor da integral de uma funcao, definida no intervalo [—1, 1], é obtida pela somatéria de valores
da funcdo multiplicadas por um coeficiente de ponderacao. Portanto,

= [ seae =y mie) (8.1)
-1 =1

Os coeficientes de ponderacao H;, para até 5 pontos de integragdo, estao dados na Tabela 8.1.
Para n = 2 tem-se a regra do trapézio, ou seja,

=" Hf(@) = HlF(-1) + F1)]
=1

e para n=3 a regra de Simpson,

2
I—ZHzf& = :Z Hif(&) =

=1

[f(=1) +4f(0) + f(1)]

w|.—~
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Figura 8.1: Pontos igualmente espacados para a técnica de integragdo de Newton-Cotes.

(n| Hi | H | Hy | Hi | H; |
21 1 1 - - -
31 1/3 | 4/3 | 1/3 - -
A1 1/4 | 3/4 | 3/4 | 1/4 | -
5 | 7/45 | 32/45 | 12/45 | 32/45 | 7/45

Tabela 8.1: Coeficientes de ponderacao para as férmulas de quadratuta de Newton-Cotes.

8.3 Quadratura de Gauss-Legendre

Uma segunda técnica para integrar numericamente uma fungao é posicionar os pontos de amostra-
gem, de tal forma a obter uma melhor precisdo. Assim, tomando-se n pontos, tem-se 2n incégnitas,
ou seja, & e f(§), podendo-se ajustar um polinomio de grau 2n — 1 para que a fungio seja integrada
exatamente. Esta técnica é conhecida por quadratura de Gauss-Legendre.

Aplica-se, entdo, a equagdo (8.1) com os pontos de integracdo e os respectivos coeficientes de
ponderagao apresentados na Tabela 8.2. A disposicao destes pontos estd ilustrada na Figura 8.2.

Ln & | H |
1 0,0 2,00
2 | £0,57735 02691 1,00
3 [ 0,00000 00000 8/9

+0, 77459 66692 5/9
4 | £0,86113 63115 | 0,34785 48451
40, 33998 10435 | 0, 65214 51548
5| 0,00000 00000 | 0,56888 88388
40, 53846 93101 | 0,47862 86704
+0,90618 98459 | 0, 23692 68850

Tabela 8.2: Pontos de integragio e coeficientes de ponderagdo para a quadratura de Gauss-Legendre

supondo um intervalo (—1,1).

A quadratura de Gauss é utilizada para o célculo das matrizes dos elementos finitos pois obtém-se
uma melhor precisdo com um nimero menor de pontos de integragdo comparando-se com a técnica

de Newton-Cotes.
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Figura 8.2: Pontos de integracao para os elementos unidimensionais.

8.4 Exemplo de Aplicacao

Para exemplificar o procedimento de integragao numeérica por Gauss-Legendre, seja X1 = % Xo=1
e X3 = % as coordenadas globais do elemento quadréatico ilustrado na Figura 5.5. Através de (5.17)
observa-se que a matriz do jacobiano é dada por,

X1
= Mg Nae Ny [QXo
X3
ou seja
3 .
=y dfi}f) X d]i;;@ 4 d]ff) - dz\g,g(s) X,

As fungdes de forma deste elemento estao dadas em (5.8). Assim,

dN.1(§)  d _ 1
o = dg[ £ - )]—5—5
dN> (&) B d
e - gl mE=%
dN3(&) d

DN | =

o lseern] —ex

e, portanto, det[J] = 1/2.
A partir dai vem que,

U1=(£—%>%+(—2§>1+(§+ )g:%

Neste caso, tem-se que a funcdo f(¢) = [B])T[D][B]|det[J]| para a matriz de rigidez ou f(¢) =
[N]T[N]|det[J]| para a matriz de massa. O niimero de pontos de integracdo depende do grau do
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polinémio que ocorre nestes produtos. Verifica-se que para o termo [N]T[N]|det[J]| utiliza-se um
nimero maior de pontos que o termo [B]?[D][B]|det[J]|, pois a matriz [B] contém as derivadas das
funcgoes de forma.

Verifica-se que a funcao N2(2) (¢) contém um termo &2. Portanto, neste caso o termo [N]T[N]
originard um polinémio em % e a ordem de integracdo necesséria é determinada fazendo-se,

m—-1=4 — n=25

Como n deve ser um inteiro, tomam-se 3 pontos de integragio para o produto [N]?[N]. No entanto,
consideram-se 2 pontos para o termo [B]?[D][B] onde se encontram polindémios em &2.

A matriz de massa deste elemento no sistema local de referéncia é determinada pela seguinte
expressao,

M) = [ oV (V) da = [ 11 pINYTIN]] det( )| dé

Como devem ser usados 3 pontos de integracao, vem que,
1 3
] = [ pINITINY detl )| dE = p Y- HLIN(E)ITIN(E)] | det[ )
- i=1

Assim, para um valor unitdrio de p tem-se,

(0] = 5 (BLINE)TINE)] + BN @) INE)] + BN (E)]TIN(E)]) 52)

Os pontos de integragdo e os coeficientes de ponderacao estao dados na Tabela 8.2. Assim, para
& = —0,774597 verifica-se que,

1
NMi(&) = &6 —1)=0,687299
No(€1) = 1-¢€7=0,40
1
N3(&1) = 551(£1+1)=—0,087298
e
0,687299 0,472299 0,274896 —0,059995
f(£1) = [ 0,40 ‘| [ 0,687299 0,40 —0,087298 } = 0, 274896 0,160000 —0,034919
—0,087298 —0,059995 —0,034919 0,007621

Efetuando o mesmo procedimento para & = 0,0 e &3 = 0, 774597, obtém-se,

f(&) =

o O O
o = O
o O O

0,007621 —0,034919 —0,059995
f(&3) = | —0,034919 0,16  0,274896
| —0,059995  0,274896  0,472299
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Substituindo f(&1), f(&2) e f(&3) em (8.2), multiplicando-se pelos coeficientes correspondentes e
obesrvando-se que H; = Hs, chega-se a seguinte expressao,

L L[5 048 0,24 —0,12 0
/ f(g)dg:5 g | 024032 0241 4+510
-1 —0,12 0,24 0,48 0

o = O
o O O

Portanto,

) 0,1333 0,0667 —0,0333
[M] = / f(&)dé=| 0,0667 0,5333  0,0667
= —0,0333 0,0667 0,1333

A Tabela 8.3 apresenta o nimero de pontos de integragdo necessédrios para os elementos unidimen-
sionais, para cada um dos termos presentes nas expressoes das matrizes e vetores de carregamento dos
elementos.

‘ Elemento ‘ [N]T[N] ‘ [B]T[B] | [B] ‘ [N]T ‘
Linear 2 1 1 2
Quadratico 3 2 1 2
Cubico 4 3 1 2
Quartico 5 4 1 2

Tabela 8.3: Ordem de integracao para os elementos unidimensionais.

8.5 Integracao Numérica Bidimensional

A quadratura de Gauss-Legendre pode ser estendida para integrar fungoes de duas variaveis f(£,7),
ou seja,

1 1
- [ 1 / e dgdn (83)

Esta integral pode ser calculada numericamente, considerando inicialmente apenas a integral in-
terna e mantendo & constante. Tomando-se ny pontos na diregdo n e aplicando (8.1) vem que,

r= [ femdn =3 Hysen) = o) 84
i

onde g(&) é uma funcdo de £. Desta forma, para n; pontos de integracdo na diregdo &, a integral
externa é dada por,

1 ni
1= [ g©ds =Y Higlé) (85)
-1 i=1

Substituindo (8.4) em (8.5) vem que,

1 1 ni na
I= /71/71 g(&) d¢ = ;H Lz::l ij(&,nj)]
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Figura 8.3: Pontos de integracao para os elementos quadrangulares planos.
L L
Figura 8.4: Pontos de integracao para os elementos triangulares planos.
ou ainda,
niy no
=Y > HiH;f(&,m) (8.6)

i=1j=1

A somatéria dupla em (8.6) pode ser escrita como uma somatéria simples da seguinte forma,

Nint

I=> Hf(&,m) (8.7)

=1

onde Nint =ning € Hl = HZ'H]' (2 = 1,... ,nl;j = 1,... ,ng)

Para os elementos finitos quadrangulares planos, os pontos de integracao e os coeficientes de pon-
deracao sao obtidos pela composicao, nas direcgoes & e 7, daqueles determinados para o caso unidimen-
sional ilustrados na Figura 8.2. Assim, a Tabela 8.4 apresenta estes valores para a ordem de integragao
até 4. J4 a Tabela 8.5 contém o nimero de pontos de integracao para os termos das matrizes e vetores
dos elementos quadrangulares. A disposicdo destes pontos estd ilustrada na Figura 8.3.

No caso dos tridngulos, verifica-se que o processo de integragdo numérica é analogo, devendo-se
observar que a funcao a ser integrada esta especificada nas variaveis Lj e Lo. Portanto,

7.'n.t

1-Lo
/ / f(L1,Lo)|det[J]|dL1dLy = Z Hyg(L}, (8.8)

onde ¢g(-) inclui o determinante do Jacobiano. A ordem de integragdo a ser empregada depende das
poténcias presentes nas coordenadas Li e Lo Por exemplo, tomando-se o produto L;L3, verifica-se
que a soma dos expoentes é 3, devendo-se tomar uma integragdo de ordem 3. A Tabela 8.6 resume
os pontos de integragao e a respectiva ponderagdo . A Figura 8.4 ilustra a disposi¢ao deste pontos de
integracao.
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(n1 x na) | Grau de | (&,m) H,
precisao
[ (1x1) |1 | (0.000,0.000) | 4,0 |

(2 x 2) 3 —0.577...,—0,577...) | 1,0
0.577...,—0,577...) | 1,0
0.577...,0,577...) 1,0
—0.577...,0,577...) | 1,0

(3 x 3) 5 —0.774...,—0.774...) | 25/81
0.000..., —0.774...) 40/81
0.774...,—0.774...) 25/81
—0.774...,0.000...) 40/81
0.000...,0.000...) 40/81
0.774...,0.000...) 40/81
—0.774...,0.774...) 25/81
0.000...,0.774...) 40/81
0.774...,0.774...) 25/81

(4 x 4) 7 —0.861...,—0.861...) | 0,121...

0.339...,—0.861...) 0,226...
0.339..., —0.861...) 0,226...
0.861...,—0.861...) 0,121...
—0.861...,—0.339...) | 0,226...
—0.339...,—0.339...) | 0,425...

0.339...,—0.339...) | 0,425...
0.861..,-0.339...) | 0,226...
—0.861..,0.339...) | 0,226...
—0.339...,0.339...) | 0,425...
0.339...,0.339...) 0,425...
0.861...,0.339...) 0, 226...

—0.861...,0.861...) 0,121...
—0.339...,0.861...) 0,226...
0.339...,0.861...) 0,226...
0.861...,0.861...) 0,121...

||~~~ —~—~|—~|—~[—~]—~—~| |~~~ =

Tabela 8.4: Pontos de integracao e coeficientes de ponderacao para elementos quadrangulares planos.

Elemento | [N]T[N] | [B]T[B] | [N]¥
n1,n2 ni,nNg | N1,N2
Linear 2,2 1,1 1,1
Quadratico 3,3 2,2 2,2
Cibico 4.4 3,3 2,2
Quartico 5,5 4.4 3,3

Tabela 8.5: Ordem de integracdo para os elementos quadrangulares planos.
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n Hl

Ly

Lo

[u—y

0.5

1/3

1/3

3] 4/6

1/6

1/6

1/6

1/6

1/6

1/6

1/6

1/6

7 | 0.0629

0.1012

0.1012

0.0629

0.7974

0.1012

0.0629

0.1012

0.7974

0.0662

0.4701

0.0597

0.0662

0.4701

0.4701

0.0662

0.0597

0.4701

0.1125

0.3333

0.3333

13 | 0.0533

0.0651

0.0651

0.0533

0.8697

0.0651

0.0533

0.0651

0.8697

0.0771

0.3128

0.0486

0.0771

0.6384

0.3128

0.0771

0.0486

0.6384

0.0771

0.6384

0.0486

0.0771

0.3128

0.6384

0.0771

0.0486

0.3128

0.1756

0.2603

0.2603

0.1756

0.4793

0.2603

0.1756

0.2603

0.4793

-0.149

0.3333

0.3333

104

Tabela 8.6: Pontos de integragado e coeficientes de ponderacao para elementos triangulares planos.
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8.6 Integracao Numérica Tridimensional
No caso tridimensional, deseja-se calcular a seguinte integral,
1 1 1
1= [ [ [ rencdean (8.9)

O procedimento é andlogo ao caso anterior. Assim, tomando-se ni, ny e ng pontos nas diregdes &,
7, ¢, respectivamente, pode-se integrar (8.9) como,

ny n2 n3

I=3%"3">" HH;Hy f(&,n;, ) (8.10)
i=1j=1k=1
A expressdo anterior pode ser escrita como uma somatéria simples da seguinte forma,
Nint
I=> Hf(&mG) (8.11)
=1

onde Nint =ninans € Hl — HZ'Hij (Z e 1,... ,nl;j — 1,... ,ng;k = 1,... ,ng).
A Tabela 8.7 apresenta os pontos de integragdo (Li, Lo, L3) e as respectivas ponderagdes para
tetraedros.

n Hl L1 LQ L3

1] 1/6 1/4 1/4 1/4

4] 1/24 1 5-v5)/20 | (5-+56)/20 | (5—+/5)/20
1/24 | (5—=+5)/20 | (6—+/5)/20 | (5+3v5)/20
1/24 | (5—-+/5)/20 | (5+3v5)/20 | (5 —+/5)/20
1/24 | (5+3v5)/20 | (5—-+/5)/20 | (5 —+/5)/20

5[ -2/15 1/4 1/4 1/4
3/40 1/6 1/6 1/6
3/40 1/6 1/6 1/2
3/40 1/6 1/2 1/6
3/40 1/2 1/6 1/6

Tabela 8.7: Pontos de integragdo para os tetraedros.




