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Anélise no espaco de estado
Controlabilidade

» Considere o sistema abaixo:
z(t) = Ax(t) + Bu(t), z(to) = xo

» Controlabilidade completa de estado:
O par (A, B) é dito completamente controldvel num instante ¢ = to, se existir um
tempo ty > to e uma lei de controle u(t), com t € [to, ty], tal que o estado é
transferido de um estado inicial arbitréario 2(to) = xo para um estado especifico
z(tf) = x5 num intervalo de tempo finito ¢; < oco.

> Essa condicdo é equivalente a verificar se existe um ¢; < oo tal que o Gramiano de
Controlabilidade X dado por

tf
X:/ eATBBTeATTdT
0

é uma matriz positiva definida, ou seja, se X = XT >o.

» Uma condicdo necesséaria e suficiente para que X > 0, é que matriz de
controlabilidade C tenha posto n:

C=[B AB --- A" 'B]
» Quando A é Hurwitz, a matriz X satisfaz a seguinte equacdo de Lyapunov
AX+XA" +BB" =0
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Anélise no espaco de estado
Controlabilidade

» Algoritmo para determinar a controlabilidade.

>> % Sistema de ordem 3

> A=1[010; 001; -2 -4 -3];
>B=1[0;0;1]; C=[-101]; D = 0;

>> planta = ss(A,B,C,D); % Sistema continuo

>> % Matriz de controlabilidade

>> C01 = [B A*B A~2%B] % Matriz de controlabilidade

co1l =
0 0 1
0 1 -3
1 -3 5
>> C02 = ctrb(A,B); % Matriz de controlabilidade

>> C03 = ctrb(planta); % Matriz de controlabilidade
>> posto = rank(C01) % Calcula o posto de CO
posto =
3

>> 9 Como o posto = 3, entdo o par (A,B) & completamente controlavel
>> %, Equagio de Lyapunox: AxX + X*A’ + BxB’ =0
>> X = lyap(A,B*B’);
>> autovalX = eig(X)
autovalX =

0.0500

0.0575

0.2175
>> % Como Real(autovalX)>0, a matriz X é positiva definida
>> 7, consequentemente o par (A,B) & comletamente controlavel
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Anélise no espaco de estado
Controlabilidade

» Proposicdo: Um sistema pode ser representado, via uma transformacdo de
similaridade na forma candnica controlavel se, e somente se, sua matriz de
controlabilidade tiver posto n.

> Prova da suficiéncia (caso SISO):
Assuma que o par (A, B) é completamente controldvel. Defina T' como

T=MW
com
an—-1 Gn-2 ai 1
Qan—2 an—3 1 0
M:[B AB ---A”—lB], W = :
al 1 0 0
1 0 0 O

em que os a; sdo os coeficientes de

|sI — Al =s" +a1s" '+ +an_15+an

Perceba que as matriz T' é ndo singular. Assim, pode-se usar 7' como uma
transformac3o de similaridade.
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Anélise no espaco de estado
Controlabilidade

» Prova (continua¢&o):
Defina um novo vetor de estado & por

r=T2 — &#=T ‘2

com a matriz T" dada por T'= MW . Ent3o
t=T '"ATi+ T 'Bu

em que
0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

TTAT=| @ | e TB= |

0 0 0 1 0

—apn  —Gn-1 —Gpn—2 ' —a1 1

ou seja, o sistema estd na forma candnica controlavel.

> Exercicio: Prove que T 'AT tem de fato a estrutura controlavel acima.

> Exercicio: Mostre que a matriz H = MT M é simétrica.
Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP) ES728 — Controle Avancado de Sistemas 5/14



Anélise no espaco de estado
Estabilizabilidade

» Estabilizabilidade: Modos n3o controlaveis estaveis e modos instaveis controlaveis.
Portanto, existe uma lei de controle

u= Kz
tal que o sistema
= Az + Bu= (A+ BK)zx
seja estavel, ou seja, K pode ser escolhido tal que a matriz A + BK seja Hurwitz.
» Considere o seguinte sistema

& — Az + Bu, com B_{ll}, A_[_12 _01} S A=—1, A=2

» O par (A, B) n3o é completamente controlavel, pois:

1 2

C=[B AB]= [1 5

] — posto =1

> No entanto, o ganho K = [-2 2] estabiliza o sistema, j& que os autovalores de
A+ BK sdo: A=—-1le = -2.
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Anélise no espaco de estado
Observabilidade

» Considere o sistema abaixo com condi¢go inicial z(to) = xo.
& = Az, y=Czx

» Observabilidade completa de estado:
O par (A, C) é completamente observavel num instante ¢ty > to, se o conhecimento
de y(t), com ¢ € [to,ts], fornece uma solucdo tnica z(to) para a equacdo

y(t) = e a(to)

> Essa condicdo é equivalente a verificar se existe um ¢y < oo tal que o Gramiano de
Observabilidade () é uma matriz positiva definida, ou seja, se @ > 0:

tr
Q= / AT 0 dr
0

C

CA
> () > 0 sse a matriz de observabilidade O tiver posto n: O =

CA”71
» Quando A é Hurwitz, a matriz ) satisfaz a seguinte equacdo de Lyapunov
QA+ ATQ+CTCc =0
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Anélise no espaco de estado
Observabilidade

> A=[010;001; -2 -4-3]; B=1[0; 0; 1]; C=1[-101]; D= 0;
>> planta = ss(A,B,C,D); % Sistema continuo

>> % Matriz de observabilidade

>> 0B1 = [C; C*A; C*A~2] % Matriz de observabilidade

0B1 =
-1 0 1
-2 -5 -3
6 10 4

>> 0B2 = obsv(A,C); OB3 = obsv(planta); % Matriz de observabilidade
>> posto = rank(0B1) % Calcula o posto de CO
posto =
2
>> 7 Como o posto ndo & 3, entdo o par (A,C) nio é completamente observavel
>> % Equagio de Lyapunox: QA + A’xQ + C’xC = 0
>> Q = lyap(A’,C’*C);
>> autovalQ = eig(Q)
autovalQ =
-5.592700271845682e-16
4.415097082585265e-01
5.308490291741466e+00
>> % Como autovalQ(1)=0, Q n&o & positiva definida e o (A,C) n8o & observavel
>> 7, Expressando a fungdo de transferéncia na forma zero-polo-ganho:
>> zpk(tf(planta))
Zero/pole/gain:
(s+1) (s-1)

Exercicio: fazer as representagles por diagramas de bloco
(s+1) (872 + 2s + 2)
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Anélise no espaco de estado
Detectabilidade

>
>
>

Detectabilidade: Modos n3o observaveis estaveis e modos instaveis observaveis.
Portanto, existe uma matriz L tal que a matriz A + LC é Hurwitz.

Considere o sistema
. —1
& = Az, y = Cz, com A= {_2 O]’ C:[—Q 1]

Esse par (A,C) n3o é completamente observavel, pois:

C -2 1
O_{CA]_[—AL 2} —  posto =1

No entanto, o ganho L = [31] estabiliza o sistema, ja que os autovalores de
A+ LC sao: A=—-3e=—-1.

Exercicio: Coloque o sistema acima na forma modal/diagonal.

Exercicio: Mostre que determinar um ganho L tal que A + LC seja estavel é
equivalente a determinar um ganho LT tal que AT + CTLT seja estavel.

Proposicdo: Um sistema pode ser representado via uma transformacio de
similaridade na forma candnica observavel, se, e somente se, sua matriz de
observabilidade tiver posto n.
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Anélise no espaco de estado
Estabilidade de Lyapunov

>

>

Sabe-se que um sistema mecénico é estavel se sua energia total decresce
continuamente até atingir um estado de equilibrio.

Definicdo: uma funcdo escalar V(x) : R™ — R é positiva definida se
V(z) >0 paratodoz #0eV(0)=0
A funcio V(z) é positiva semidefinida se V (z) > 0.

Exemplo:
1. V(z) = @2 + 22 é positiva definida.
2. V(x) = (x1 + x2)? é positiva semidefinida.
3. V(z) = z122 + acg é indefinida.
Considere o sistema dindmico continuo (linear ou no linear)

L(t) = f(x(t))
Seus pontos de equilibrio s3o todos os pontos x. tais que

0= f(ze)

Exemplo:
1. @(t) = sin(z(t)) tem pontos de equilibrio em z. = nm, n =0,+1,+2,...
2. %(t) = 22 — 4 tem pontos de equilibrio em z. = 2.
3. @(t) = 2z 4 22 tem pontos de equilibrio em z =0 e x = —2.
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Anélise no espaco de estado
Estabilidade de Lyapunov

» Considere o sistema dindmico descrito por
L(t) = f(x)
com equilibrio na origem, ou seja, f(0) = 0.

> Se existir uma func3o de Lyapunov V(z) > 0 tal que

1. V(z) < 0, entdo a origem z = 0 é estavel;
2. V(z) <0, entdo a origem 2 = 0 é assintoticamente estavel.
» Considere o sistema linear invariante no tempo
= Az
com A uma matriz n X n.
» Para esse caso, pode-se usar como funcdo de Lyapunov a forma quadratica
V(z) =2" Pz, com P=P" >0
Como P > 0, tem-se que V(z) > 0.
» Para garantir estabilidade assintética via Lyapunov, é preciso que

V(z) <0
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Anélise no espaco de estado
Estabilidade de Lyapunov
» Calculando a derivada de V (z), tem-se

V(z)=i" Pz + 2" Pi
=a2"ATPz+ 2" PAz = 2" (AP + PA)z
=2"Qr, com Q=A"P+PA
» Para garantir estabilidade via Lyapunov, é preciso que
V(z)=2"Qz <0
» Uma condic3o suficiente é que a matriz () seja negativa definida Q < 0 pois
27Qz<0, V240eR" = V(@)=2"Qz<0
> Assim, dada uma matriz qualquer Q = QT < 0, se a solucio P de
ATPp+PA=Q
for positiva definida, se P = PT > 0, entdo o sistema ser4 assintoticamente estavel.
» De forma pratica, basta selecionar Q = —1 e verificar se a solucdo de
AP+ PA=—1

é positiva definida, ou seja, se P > 0.
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Anélise no espaco de estado

Estabilidade de Lyapunov: caso discreto

» Considere o sistema discreto

w(k+1) = fz(k))
» As condicdes de estabilidade passam a ser
1. V(z)>0, V(0)=0
2. AV(z) <0, em que AV (z) = V(z(k + 1)) — V(z(k))

» Para sistemas lineares
z(k+1) = Az(k)
pode-se usar a funcdo de Lyapunov quadratica
V(z(k) = z(k) Pz(k), P=P">0
» Nesse caso
AV (z) = V(z(k+1)) = V(z) = 2(k+1)" Pz(k + 1) — z(k)" Px(k)

= x(k)" AT PAz(k) — x(k)" Px(k)

=z(k)"[ATPA — Plz(k)
» Para garantir estabilidade é necessario que

A"PA-P<0 comP=P">0

> Equivalentemente, é necessério existir P = PT > 0 tal que ATPA— P = —1I.
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Anélise no espaco de estado

Estabilidade de Lyapunov: caso discreto

»> O comando X = lyap(A, Q) resolve a equagio continua de Lyapunov

AX+XxAT +Q=0

» O comando X = dlyap(A4, Q) resolve a equacio discreta de Lyapunov

>>
>>
>>
>>
>>

>>

>>
>>
>>
>>

>>

AXAT X +Q=0

A=1[00;10]; B=1[1; 0]; C= [0 1]; D =0; % Note que o sistema & instavel
% Deseja-se projetar K para que se obtenha polos duplos em s = -1
K = acker(A,B,[-1 -1]); Acl = A - B*K; % Matriz do sistema em malha fechada
% Verificar estabilidade usando lyap com Q = I
X = lyap(Acl,eye(2))
0.5000 -0.5000
-0.5000 1.5000
eig(X)
0.2929
1.7071
% Como os autovalores de X sdo positivos, conclui-se que a matriz Acl & estavel
% Discretizando as matrizes A e B usando Tustin
T=1/2; Ad=(eye(2)+A*T/2)/(eye(2)-A*T/2); Bd=(eye(2)-A*T/2)\B*sqrt(T);
X = dlyap(Ad-Bd*K,eye(2))
1.9260 -1.0625
-1.0625 2.4360
eig(X)
1.0883
3.2737

% Como os autovalores de X sfo positivos, conclui-se que a matriz Ad & estavel
% Obsv.: 0 controlador K ja ndo estabiliza o sistema discretizado com T = 2
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