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Regulador Linear Quadratico Otimo
Problema LQR horizonte finito

» A funcdo de custo para o problema de LQR de horizonte finito ¢; é

J = a(ty)" Ma(ty) +/ f (z(t)" Qu(t) + u(t)” Ru(t)) dt
0
comM=M">0,Q=Q" >0e R=R" >0.

» Lei de controle 6timo para o caso do horizonte finito é variante no tempo:
ut) = —K(t)z(t), K(t)=R 'B"P(t)
em que a matriz de ganho de controle K (t) é calculada pela solugdo, no intervalo de
tempo [0,t¢], da equacdo de Riccati diferencial
P(t) = —A"P(t) — P(t)A+ P(t)BR"'BTP(t) — Q

com a condi¢do terminal

P(ty) =M
(ja que ndo ha custo além do tempo final t¢).

> A equa¢do de Riccati diferencial é resolvida em sentido reverso no tempo (integracdo
reversa), comecando a partir de t; e integrando em direcdo a 0.

» Quando ty — oo, tem-se P(t) — P e K(t) — K, solugio do horizonte infinito.
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Regulador Linear Quadratico Otimo
Problema LQR horizonte finito

» Exemplo: Considere o seguinte sistema escalar:
z(t) = ax(t) + u(t)

com a func3o de custo para o problema LQR horizonte finito dada por
tf
J= / (qz(t)? + ru(t)?) dt
0

» Para esse problema, a lei de controle 6timo fica sendo
u(t) = —k(t)z(t)
em que
k(t) = p(t)/r

com p(t) a solu¢do da equagdo de Riccati diferencial dada por

50 = —2ap()+ 2 g pe) =0

» Para esse caso escalar particular, a solucdo é dada por

p(t) = u

ar + +/7 (q + a®r) coth (w/a2 +4(t - tf))
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Regulador Linear Quadréatico Otimo
Problema LQR horizonte finito
» O grafico abaixo apresenta p(t) para os valores r = {1, 2, 3}.
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» Observando (com ¢ = 1) que

lim coth (\/(12 +rl(t— t,v)) =-1

ty—o0

p= lim p(t) =ar++/(ar)>+r
ty—00

que é o resultado obtido anteriormente para o caso do horizonte infinito.
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Regulador Linear Quadratico Otimo
Problema LQR horizonte finito

> A esquerda tem-se k(t) para r = {1,20}.
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> A direita tem-se z(t) para z(0) = 5, com k(t) obtido para r = {1,20}.

a =1/2; q = 1; tf = 10; x0 = 5; rvalues = [1 20];
tspan = linspace(0,tf,100);
for i=1:2
r = rvalues(i);
k = @(t) -q/(a*r+sqrt(r*(q+a”2*r))*coth(sqrt(a~2+q/r)*(t-tf)));
sys = @(t, x) (a - k(t))*x;
[-, x(:,i)] = ode45(sys, tspan, x0);
end
plot (tspan,x), grid, xlabel('t'), ylabel('x(t)"')
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Regulador Linear Quadratico Otimo
Problema LQR horizonte finito

» Considere o sistema linear continuo invariante no tempo
z(t) = Az(t) + Bu(t), z(0)=xo

> Nesse problema, deseja-se encontrar uma lei u(t) de forma a minimizar o custo finito:
ty
J=a(ty)" Mx(ty) +/ (z(t)" Qz(t) + u(t)" Ru(t)) dt
0

emque Q =QT >0, M = MT >0, R=RT > 0 sio matrizes de ponderacio.

» A solucdo étima é dada pela lei de controle

com o ganho variante K (¢) dado por
K(t) = R'B"P(t)
cuja matriz P(t) é a solucdo da seguinte equacdo diferencial de Riccati

—P(t)=A"P(t) + P(t)A — P(t)BR'B"P(t)+ Q,  P(t;)=M
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Regulador Linear Quadratico Otimo
Problema LQR horizonte finito

» Exemplo: considere o problema:
tf
min.J = / (z()® +u(t)?) dt
u(t) 0
sujeito a dindmica
z(t) = u(t), z(0) = xo
» Pode se mostrar que a solucdo da equacdo diferencial de Riccati é dada por

1 — 25—

p(t) = [T —tanh(t —ty), p(ty) =0
» Portanto, o sistema em malha fechada com a lei w70
u(t) = —p()a() E
é dado por w7
2(t) = —tanh(t — t5)x(t) g
! tf:3
» A solucdo desse sistema de primeira ordem é ”

tp _ —tf (t—tp) o —(t—t) t
x(t) = xo (6 26 > (e +26 > = xgsech(ty) cosh(t —ty)
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Regulador Linear Quadratico Otimo

Problema LQR horizonte finito: caso discreto
» Considere o sistema linear invariante no tempo
z(k + 1) = Az (k) + Bu(k), z(0) = o

» Deseja-se encontrar uma lei de controle u(k) de forma a minimizar o custo

J=a(N)"Mz(N) + Y (2(k)" Qu(k) + u(k)” Ru(k))

k=0

em que as matrizes (Q e R s3o matrizes de ponderacdo (pesos) sobre,
respectivamente, o estado z(k) e a acdo de controle u(k).

> A matriz Q é positiva semidefinida, ou seja, Q = Q7 > 0.
> A matriz R é positiva definida, ou seja, R = RT > 0.
» As matrizes de ponderacdo @) e R s3o vardveis de projeto que devem ser fornecidas

pelo projetista.
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Regulador Linear Quadratico Otimo

Problema LQR horizonte finito: caso discreto
» Pode-se pensar nesse problema de controle como um problema de otimizacdo em
que deseja-se minimizar o funcional de custo

J=z(N)T Z ) + u(k)" Ru(k))

sujeito a restricao
—z(k+1) + Az(k) + Bu(k) =0, k=0,1,...,N

» Esse tipo de problema com restricdo pode ser resolvido usando-se o método dos
multiplicadores de Lagrange.

» O método consiste em adicionar a restricdo ao funcional de custo multiplicada por
uma variavel auxiliar A (conhecida como multiplicador de Lagrange).

» Assim, o problema torna-se um problema de otimizacdo sem restricdo, cujo
Lagrangiano é dado por

L(z,u,N) Zk 0 ( Qx( )+ %u(k)TRu(k)

+ ATk + 1) {~z(k +1) + Azx(k) + Bu(lc)})

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP) ES728 — Controle Avancado de Sistemas

/16



Regulador Linear Quadratico Otimo

Problema LQR horizonte finito: caso discreto

» Esse problema de otimizacdo sem restricao pode agora ser resolvido igualando a zero
a derivada do Lagrangiano L(x, u, A) com relagdo as variaveis z(k), u(k) e A(k).

> Portanto, obtem-se
1. Equac3o da lei de controle:

83&) =uk)TR+AT(k+1)B=0
2. Equag3o de estado:
oL
ECE) = —z(k+ 1)+ Az(k) + Bu(k) =0
3. Equagdo adjunta:
aié) =z(K)TQ - AE)T +Ak+1)TA=0

» Essa dltima equacdo pode ser reescrita como uma equacdo a diferencas reversa
ME)= A" Ak +1)+Qx(k), AMN+1)=2x
» A lei de controle é dada por
u(k) = =R "B Ak +1)

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP) ES728 — Controle Avancado de Sistemas 10/16



Regulador Linear Quadratico Otimo

Problema LQR horizonte finito: caso discreto

» Para resolver o conjunto de equacgdes
AME) = A" Ak + 1) + Qu(k)
z(k+1) = Az(k) + Bu(k)
sdo necessérias duas condicBes de contorno: z(0) e A(N + 1).

» Como u(N) ndo tem efeito nenhum em x(NN), percebe-se que u(NN) dever ser zero
para minimizar £ (ou o custo J).

» Com u(N) = 0, tem-se, pela equacdo da lei de controle, que A(N + 1) = 0.
» As condicGes de contorno passam a ser

z(0) = mo
A(N) = Qz(N)

» A solucdo do problema de valor de contorno em dois-pontos, caracterizado pelas
equacdes acima, n3o é de facil obtencio.

» Uma abordagem possivel (proposta por Bryson e Ho) assume que
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Regulador Linear Quadratico Otimo

Problema LQR horizonte finito: caso discreto

> Substituindo a equacdo A(k) = P(k)z(k) na equacdo da lei de controle, obtem-se
Ru(k) = =BT P(k 4+ 1)xz(k + 1) = —B" P(k + 1) [Az(k) + Bu(k)]
» Resolvendo em termos de u(k), tem-se
u(k) = — (R+ B"P(k+1)B) " B'P(k+1)Az(k) = —N (k)" BT P(k+1)Az(k)
com N(k) =R+ BTP(k+1)B.

» Substituindo a equacdo (k) = P(k)x(k) na equacdo adjunta
k) = AT\(k +1) + Qz(k), obtem-se

P(k)z(k) = AT P(k + 1)z (k + 1) + Qu(k)
= ATP(k + 1) [Az(k) + Bu(k)] + Qxz(k)
> Substituindo a lei de controle, obtem-se
P(k)z(k) = A" P(k + 1) [Az(k) — BN (k)" 'B" P(k + 1) Az(k)| + Qx(k)
» Que pode ser reescrito como

[P(k) — A"P(k+1)A+ A"P(k+1)BN(k) 'B"P(k+ 1)A — Q] x(k) =0
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Regulador Linear Quadratico Otimo

Problema LQR horizonte finito: caso discreto
» Com a equacdo
[P(k) — ATP(k+1)A+ A" P(k+ 1)BN (k) 'B"P(k + 1)A — Q] z(k) = 0
deve ser nula para todo z(k), chega-se a “Equac3o Discreta de Riccati”:
P(k)y=A"M(k+1)A+Q
com
M(k+1)=P(k+1) - P(k+1)B[R+ B"P(k+1)B] ' BTP(k+1)
» A condicdo de contorno passa a ser unicamente
P(N)=Q

> A lei de controle u(k) é nesse caso dada por

em que
K(k) = [R+B"P(k+1)B] ' B"P(k+1)A
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Regulador Linear Quadratico Otimo
Problema LQR horizonte finito: caso discreto
» O Algoritmo é dado por

1. Sejak=N,P(N)=Qe K(N)=0
2. Calcule M(k) = P(k) — P(k)B [R + BTP(k)B] -t BT P(k)
3. Caleule K(k — 1) = [R+ BTP(k)B] ' BTP(k)A
4. Calcule P(k—1) = ATM(K)A+ Q
5. Faca k =k — 1 e volte ao passo 2

» Usando as condicdes:
uk)"R+ X" (k+1)B=0 e z(k)"Q-XE)" +AXk+1)TA=0

O Lagrangiano pode ser reescrito como
L= Z;CV:O (%x{@xk + %ugRuk + )\{+1 {—2k41 + Azg + Buk}>

1

=5 Eszo (a:;wik +uf Ruy, — A{+lmk+1 + (AL — 2 Q) — u{Ruk)
1

=5 Zszo (,\{zk - ,\{+lxk+1) = IN0)Tz(0) = AN + 1)Tz(N + 1)

» Usando o fato que A(IV + 1) =0 e que A\(k) = P(k)z(k), tem-se
1
L=J= 5AT(O)gco = 520 P(0)o
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Regulador Linear Quadratico Otimo

Problema LQR horizonte finito: caso discreto

» Resumindo, para o sistema linear invariante no tempo
z(k+ 1) = Az(k) + Bu(k), z(0) = zo

a lei de controle u(k) que minimiza o custo

J= 5 S0 (@(0) Qe (k) + u(k)” Ru(k))
é obtida da seguinte equac3o algébrica (recursiva) de Riccati
P(k)y=A"M(k+1)A+Q, P(N)=Q
com
M(k+1) =P(k+1) - P(k+1)B [R+ B"P(k+1)B] 'BTP(k+1)
> A lei de controle 6tima u* (k) nesse caso é dada por
u*(k) = —K(k)z(k) com K(k)=[R+B"P(k+1)B] ' B"P(k+1)A
» O custo 6timo é dado por

1
J= §ac{{P(o)auo
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Regulador Linear Quadratico Otimo

Problema LQR horizonte finito: caso discreto

>> clear all, close all

>> 7, Planta

>> T=0.1; A=[0 1; 0 0]; B=[0; 11;
>> sysc = ss(A,B, [0 0],0);

>> sysd = c2d(sysc,T);

>> [A, B] = ssdata(sysd);

>> %, Matrizes de ponderagio

>> nx =2; Q= [10; 00];

> nu =1; R = 1;

>> % Janela de tempo

>> N = 51;

>> % Algoritmo LQR tempo finito
>> K = zeros(nu,nx,N);

>> P = Q; K(:,:,N) = zeros(nu,nx);
>> for k=1:N-1,

>> M = P-P*B/(R+B’*P*B)*B’*P;

>>  K(:,:,N-k) = (R+B’*P*B)\B’*PxA;

>> P = A7*MxA+Q;
>> end
>> figure(1)

Ganho do controlador

06

0.4

L L L
0 20 40 60 80 100 120 140
k

>> plot(1:N,squeeze(K(1,1,:))’,1:N,squeeze(K(1,2,:)),’r-.7)

>> legend(’K1’,°K2’)

>> xlabel(’k’), ylabel(’Ganho do controlador’)

14.6510

» Resultado: P(0) = 10.0000
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