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Regulador Linear Quadratico Otimo
Problema LQR horizonte infinito

» Considere o sistema linear invariante no tempo
z(t) = Az(t) + Bu(t), z(0) = zo
» Nesse problema, deseja-se encontrar uma lei de controle na forma
u(t) = —Kuxz(t)

de forma a minimizar o custo quadrético
J:/ (z(t)" Qz(t) + u(t)” Ru(t)) dt
0

em que as matrizes () e R sdo matrizes de ponderacdo (pesos) sobre,
respectivamente, o estado x(¢) e a acdo de controle u(t).

> A matriz Q é positiva semidefinida, ou seja, Q = QT > 0.
> A matriz R é positiva definida, ou seja, R = RT > 0.

» As matrizes de ponderacdo () e R s3o varaveis de projeto que devem ser fornecidas
pelo projetista.
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Regulador Linear Quadratico Otimo
Problema LQR horizonte infinito

» O seguinte Lema serd (til para a obtencdo da solucdo do problema LQR.
Lemma (Feedback Invariant)

Seja P uma matriz simétrica. Para toda entrada de controle u(t), t € [0, 00) tal que
z(t) = 0 com t — oo, entdo

/oo z(t)T (AT P + PA)x(t) + 22(t)" PBu(t)dt = —z(0)" Pz(0)
0

Demonstracao.
Completando o quadrado, tem-se

oo oo
/ zT(ATP + PA)x + 20T PBudt = / (zTAT + uwTBT)Pax + 2T P (Ax + Bu) dt
0 0

oo oo
d(=Tp
— [ #PetaTPia— [ P2
) ) dt

= lim z(t)T Px(t) — z(0)T Px(0)

t—o0

= —2(0)T Pz(0)

» Agora fica facil determinar a solucdo do problema LQR.
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Regulador Linear Quadratico Otimo
Problema LQR horizonte infinito
» O Lema anterior diz que:

/ z(t)" (AT P + PA)x(t) + 2z(t)" PBu(t)dt + z(0)" Pz(0) = 0
0
» Assim, a fungdo custo J pode ser reescrita como

J:/ ()" Qz(t) + u(t)” Ru(t)) dt

= z(0)" Pz(0) + /m [z(t)" (Q+ AP+ PA) x(t) + u" Ru+ 22" PBu| dt

» Percebendo que
u"Ru+ 22" PBu= (u— )" R(u —u) — 2" PBR™'B" Pz
com
u:=-R'B"Px
» O funcional de custo fica sendo
J=Jo+ [, (u—u)" R(u—u)dt
com

Jo = x(0)" Pz(0) + [ 2(t)" (Q + A"P+ PA— PBR'B"P) x(t)dt
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Regulador Linear Quadratico Otimo
Problema LQR horizonte infinito

» Agora fica claro que a solucdo do problema

minJ = Jo + /Oo(u — )" R(u — a)dt
“ 0
com
Jo = x(0)" Pz(0) + /oo z(t)" (Q+A"P+PA—PBR 'B"P) x(t)dt
0
é dada por

U=1u

ou seja
w=-Kz, com K=R 'B'Pp

com a matriz P solucdo da seguinte Equacdo Algébrica de Riccati
AP+ PA—PBR'B'P+Q=0
» Com essa solucdo, o custo étimo fica sendo

J = mOT Pxg
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Regulador Linear Quadratico Otimo
Problema LQR horizonte infinito

>

v

\ 4

Resumindo, a solucdo do problema LQR é obtida da seguinte equacdo de Riccati:
A"P+PA-PBR'B"P+Q=0
A lei de controle é dada por
u(t) = —Kxz(t), com K=R 'B"P
A solucdo étima n3o necessariamente garante estabilidade.
Exemplo: considere o problema LQR dado por
muinJ = fooo w(t)®dt sujeito a  2(t) = (t) + u(t)
Claramente, tem-se © = 0. No entanto o sistema em malha fechada sera instavel.

Para garantir que P > 0 e que o sistema em malha fechada seja assintoticamente
estavel, é suficiente que (A, B) seja controlavel e que (A, Q) seja observavel.

Controle por Matlab:

>> % A matriz P pode ser determinada pelo comando:

>> [P] = care(A,B,Q,R);

>> 7, 0 ganho 6timo K e a matriz P s&o obtidos pelo comando:
>> [K, P] = 1qr(4,B,Q,R);
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Regulador Linear Quadratico Otimo

Exemplo de aplicacdo do controlador LQR

» Exemplo: Considere o problema de projetar um controlador de torque 6timo para o
sistema motor-carga abaixo.
\ Km
[ [

/)

O or

Im, Bm Jr

» O modelo que descreve o comportamento dindmico desse sistema é dada por

Jplr — K (0 — 01) =0

» Pode-se simplificar esse modelo assumindo que o eixo é rigido e ndo se deforma, ou
seja, que K, — o0.

» Com essa simplificacdo, o modelo passa a depender apenas de 0,,:

JOp, + B = Tim, com J=J,+J.
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Regulador Linear Quadratico Otimo

Exemplo de aplicacdo do controlador LQR

» A func3o de transferéncia que relaciona a entrada de torque 73, com o
deslocamento 6,,, é dada por

1
T(s) Js(s+ Bn/J)

> A funcdo de transferéncia que relaciona a entrada de torque 7}, com a velocidade
do eixo w(t) = 0, (t) é dada por

1
T(s) Js+ Bu/J

» Esse Gltimo modelo representa um processo de primeira ordem.
» Escolhendo o estado z(t) = w(t), tem-se o seguinte modelo no espaco de estado:
J&(t) = —Bma(t) + T (t)

» Definindo as varidveis a = —B,,/J e u(t) = T1,(t)/J, tem-se finalmente

z(t) = ax(t) + u(t) > G(s) =
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Regulador Linear Quadratico Otimo

Exemplo de aplicacdo do controlador LQR

» Como o problema é escalar, a funcdo custo pode ser escolhida como

J= /Oo;r:(t)2 + ru(t)’dt
0
com 7 um escalar positivo.
P> A equacdo algébrica de Riccati é dada por
aerpafpr*lerl:O > p272arpfr:0
» A solugao positiva é dada por
p=ar++/(ar)?+r

> A lei de controle étima é u(t) = —kx(t) com k dado por

k=p/r=a++\/a>+1/r
» Assim, o sistema em malha fechada passa a ser:

#(t) = ax(t) + u(t) = —/a? + 1/r x(t)
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Regulador Linear Quadratico Otimo

Exemplo de aplicacdo do controlador LQR

» Os polos do sistema em malha fechada est3o localizados em

5= —EFTr

» Portanto, o lugar das raizes (com relacdo a r) para o sistema em malha fechada
comeca em s = —|a| para r = 0o e move-se em direcdo a —oo sobre o eixo real para
r— 0.

Im

= Re
—al

> Note que o lugar das raizes em fun¢do de k = a + y/a? + 1/r é o mesmo para
ambas as planta G(s) estavel (a < 0) e G(s) instavel (a > 0).

» Para a > 0, a energia minima necesséria para estabilizar a planta (correspondente a
r — 00) é obtida com a entrada

u(t) = —2|alz(t)

que move os polos de s = a para a sua imagem em s = —a.
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Regulador Linear Quadratico Otimo

Exemplo de aplicacdo do controlador LQR

» Para o controlador LQR, o diagrama de Nyquist de L(jw) = kG(jw) nunca cruza o
disco de raio 1 centrado em -1.

Im

N\
K\ 1/\ \
| 60° |\
Re

» Assim, em todas as frequéncias, tem-se

1
1+ L(w)

> Isso é ébvio para a planta estavel (com a < 0) j& que k > 0 e portanto a fase de
L(jw) = k/(s — a) varia de 0° (com w — 0) até —90° (em w — o).

» Portanto, o ganho pode variar no intervalo (1/2,+00) e a fase no intervalo
(—60°, 4+60°) sem que o nimero de envolvimento do ponto -1 se altere.
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Regulador Linear Quadratico Otimo

Exercicio: Controle ativo de uma suspens3o veicular

e Projeto de uma suspensao ativa (doi.org/10.1080/00423117608968414):
o2(t)

my z1(t)

1. Determine a equac3do de movimento desse sistema.

2. Definindo z = [x dz]T = [ml To I :bg]T, reescreva na forma:
2(t) = Az(t) + Biw + Bau(t)
determinando as matrizes A, By e Bs.

3. Determine as frequéncias naturais e amortecimentos. Realize uma anélise completa
na frequéncia usando o diagrama de Bode da suspensdo em malha aberta.

4. Analise a resposta da suspensdo em malha aberta a um degrau.
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Regulador Linear Quadratico Otimo

Exercicio: Controle ativo de uma suspens3o veicular
5. Projete uma lei de controle u(t) = —Kz(t) tal que a matriz de malha fechada
A—BK tenha polosem —7+ie -5+ 5i
Nesse caso, o sistema em malha fechada fica sendo
2=(A—- B:K)z+ Biw

6. Analise a resposta ao degrau do sistema ativo com a lei de controle u(t) = —Kz(t)
e constate que existe erro estacionario.

7. Para eliminar o erro estacionério, reescreva o sistema aplicando a mudanca de
variavel:

G() =210 —w, ga(t) =200 —w, gs(t) = 2a(0), qt) = z(0)

resultando em
G(t) = Aq(t) + Bau(t)

8. Calcule um ganho K para o novo modelo no estado ¢ e mostre que
21(00) = 22(00) = w.
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Regulador Linear Quadratico Otimo

Exercicio: Controle ativo de uma suspens3o veicular

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Usando a lei de controle u(t) = —Kq(t) no modelo original
2(t) = Az(t) + Biw + Bau(t)
mostre que z1(00) = 2z2(00) = w.

Usando a teoria do LQR, projete K para Q = I e R = {1,10,100, 1000} x 1076,
Discuta como a escolha de Q e R afeta a resposta do sistema.

Realize uma anadlise de sensibilidade, alterando ligeiramente os pardmetros do
sistema. Discuta como a robustez do controlador varia em termos de @) e R.

Compare o desempenho, no tempo e na frequéncia, do sistema em malha aberta
com o sistema em malha fechada com os controladores projetados.

Compare também o esforco de controle usando o grafico de u(t).

Suponha que os estados n3o estejam disponiveis, projete um observador de
Luenberger de ordem completa.

Verifique o desempenho do sistema usando o estimador.
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Regulador Linear Quadratico Otimo

Problema LQR horizonte infinito: caso discreto

» Considere o sistema linear discreto invariante no tempo
z(k+ 1) = Az(k) + Bu(k), z(0) = zo

» Deseja-se encontrar uma lei de controle u(k) de forma a minimizar o custo

J= % (w(k)" Qa(k) + u(k)” Ru(k))
k=0

em que as matrizes Q = QT >0 e R = RT > 0 s3o matrizes de ponderacio.

» Sob as condi¢Bes de controlabilidade do par (A, B) e observabilidade do par (A, @),
a solucdo 6tima é obtida da seguinte equacdo algébrica de Riccati

A"PA—-P - A"PB(R+B"PB) 'B"PA+Q=0
» A lei de controle é6tima u no caso é dada por
u(k) = ~Ka(k), com K=[R+B"PB]  B'PA

» O custo 6timo é dado por

J= %ngwo
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Regulador Linear Quadratico Otimo

Problema LQR horizonte infinito: caso discreto

» Algoritmo no Matlab

T =0.1; Ac = [0 1; 0 0]; Bc = [0; 1];
sysc = ss(Ac,Bc, [0 0],0);

>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

>>

>>

>>

>>

>>

>>

sysd = c2d(sysc,T);
[A, B] = ssdata(sysd);
Q =1010; 00]; R=1; % Matrizes de ponderag&o

[P] = dare(A,B,Q,R) % Fornece a matriz P

P
14.6510 10.0000
10.0000 14.1510

[K, P] = dlqr(A,B,Q,R) % Fornece o ganho 6timo K e a matriz P

K
0.9317 1.3651
P
14.6510 10.0000
10.0000 14.1510

eig(P)’
4.3978 24.4041
eig(A-B*K)

0.9294 + 0.0658i
0.9294 - 0.0658i
abs(eig(A-B*K))’
0.9317 0.9317
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Projeto de controladores 6timos
Projeto de controladores LQG

» Considere o sistema

&= Ax + Bu+w
y=Czr+v

onde w representa o ruido de processo e v o ruido de medida.

» Considera-se que w e v sejam ruidos brancos Gaussianos n3o-correlacionados de
média zero com covariancias W > 0e V > 0, ou seja:

E{ [I;’((f))] [w(r)” U(T)T}} = [Vg 8] 5(t— )

com E{m} denotando o valor médio esperado (esperanca matemética ou
expectancia) da variavel aleatéria m.

» O objetivo do problema LQG é determinar uma lei de controle u* (étima) que
minimize o seguinte custo:

N R s T
J:E{hm T/O (a: Qx+u Ru)dt}

T — o0

comQ=QT>0e R=RT >0.
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Projeto de controladores 6timos
Projeto de controladores LQG

>

Ruido Gaussiano: Refere-se a uma perturbacdo estatistica que segue a funcdo
densidade de probabilidade Gaussiana. Em contextos praticos, muitos fen6menos
naturais apresentam ruidos que sdo bem modelados como Gaussianos.

Valor Médio (ou Esperado): Representado por E{}, é uma média ponderada dos
possiveis valores que uma varidvel aleatéria pode tomar. No contexto de ruido, o
valor médio é frequentemente zero, indicando que, em média, o ruido ndo tem um
valor liquido positivo ou negativo.

Covariancia: Mede a relacdo linear entre duas variaveis aleatérias. No contexto de
controle, as matrizes de covariancia W e V d3ao uma ideia da incerteza ou
variabilidade associada ao ruido de processo e de medida, respectivamente.

Estimador: Em sistemas de controle, frequentemente é desejavel estimar o estado de
um sistema com base em medidas disponiveis. Um estimador (como o Filtro de
Kalman) usa essas medidas para fornecer a melhor estimativa possivel do estado real
do sistema.
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Projeto de controladores 6timos
Projeto de controladores LQG

» A solucdo do problema LQG é a combinacdo de uma lei de realimentacdo
u(t) = —K&(t)

em que:
» o ganho 6timo K é obtido do problema LQR;

> o estado étimo &(t) é obtido do filtro de Kalman.

» A figura abaixo apresenta a estrutura do principio da separacdo.

S
L Planta Y
1
LQR : de ':(”:Irrzan
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Projeto de controladores 6timos
Projeto de controladores LQG

» Filtro de Kalman: Esse filtro possui a estrutura tipica de um estimador completo de
estado (observador), ou seja:

&= Ai + Bu+ L(y — C#)
» O ganho 6timo L que minimiza o erro de estimac3o:
E{(z-2)"(z-%)}

é dado por
L=yc"v™"
em que a matriz Y = Y7 > 0 é a soluc3o tnica da seguinte equacio algébrica de
Riccati
VA" + AY —YCTVT'OY + W =0

» Como o principio da separacdo é valido, o controlador e o observador podem ser
projetados de forma independente.

» O problema LQG combina um estimador étimo com um ganho de realimentacio
6timo, ambos de estado completo.
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Projeto de controladores 6timos
Projeto de controladores LQG
» O sistema aumentado em malha fechada passa ser

d| =z | _|A-BK BK | I 0] |w
dt |z —2| 0 A-LC| |z—2 I —L||v
com K o ganho LQR e L o ganho do Filtro de Kalman.

» A func3o de transferéncia do controlador é dada por

_U(s) { A— BK — LC | L]
- -K | 0

» Usando o fato de que K = R"'BTP e L=YCTV !, tem-se
K(s) = [ A- BR*lBTf —TYCTV*lc | yoTv! }
—-R'BTP B
com P e Y a solucdo das seguintes equacdes algébricas de Riccati:
ATP+PA—PBR'B"P+Q=0
VA" + AY —YCTVTIOY + W =0

» Percebam a dualidade entre os problemas:
[P] = care(4, B,Q, R) e [V] = care(A",CT, W, V)
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Projeto de controladores 6timos
Projeto de controladores LQG

» Exemplo: Considere o esquema de controle de um satélite apresentado na figura

abaixo (Franklin, 1994).
\ancia\ Inercial
LQ&

» A equacdo que descreve a dindmica desse sistema é dada por

I6(t) = Te(t)
com I. o momento de inércia do satélite e T o torque de controle.
» Adicionando o ruido w e fazendo u(t) = T.(t)/I., tem-se
6(t) = u(t) + w(t)

» Aplicando Laplace, chega-se ao duplo integrador

1
52

O(s) = = (U(s) + W(s))

> A saida mensuravel de interesse é o angulo de rotacgdo, ou seja: y(t) = 0(t)
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Projeto de controladores 6timos
Projeto de controladores LQG

> Na forma de estado, tem-se
#(t) = Az(t) + Bu(t) + w(t)
y(t) = Cz +v(t)

com as matrizes de estado (z1 = fexy= 0) dadas por

A_[(l) 8} B_[(l)], c=1[o 1]

» Suponha que o sistema de atuacdo e de medic3o estejam contaminados por ruidos
w(t) e v(t), respectivamente, com matrizes de covariancia

W =005 e V=0.01

» O objetivo é projetar um controlador LQG de forma a minimizar o custo

T
_ 1 T T
J—E{Th_l)nooT/O (;r Qx+u Ru)dt}

> Suponha que o interesse maior seja ponderar §(t) e a energia do controlador w(t).
Uma escolha, seria

1 0
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Projeto de controladores 6timos
Projeto de controladores LQG
» O ganho LQR K = R™'BT P ¢ obtido da soluco da seguinte equac3o de Riccati:
AP+ PA—PBR'B'P+Q=0
» Primeiramente, deve-se verificar se o custo “observa” os estados instaveis. Para isso,
basta verificar o posto da seguinte matriz de observabilidade:

1 0
0 O
04,9 = [y ¢
0 O

» Como essa matriz ndo tem posto cheio, ndo serd possivel obter uma solucdo
estritamente positiva da equacdo de Riccati. Assim, a matriz Q é alterada de forma
a ponderar o deslocamento 6:

Q= {8 (1)] (ou, por exemplo, Q@ = 1)

» A matriz de observabilidade O(A, Q) agora tem posto 2. A solucdo P da equacio
de Riccati e o respectivo ganho K s3o dados por:

P [7.9527 3.1623

3.1623 2.5149] ., K =[07953 0.3162]
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Projeto de controladores 6timos
Projeto de controladores LQG

> O ganho de Kalman L = YCTV ™! ¢ obtido da solucio da equacio de Riccati:
YA" + AY —YCT'VT'OY + W =0
» Resolvendo a equacdo acima obtem-se:

y — 0.0688 0.0224 I — 2.2361
©10.0224  0.0308|° T |3.0777

» A funcdo de transferéncia do controlador é dada por

K(s) =

U(s) { A-—BK-LC | L ] = _—K(sI—(A-BK - LC))" 'L

Y(s) -K ‘ 0
_ —2.752s — 0.7071 — _97515 s+ 0.257
52 +3.8735+5 52 +3.8735+5

> A figura abaixo apresenta a estrutura do sistema em malha fechada.
L

K(s) o

v
Planta y
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Projeto de controladores étimos

Projeto de controladores LQG: caso discreto

» Considere o sistema discreto:
z(k + 1) = Az(k) + Bu(k) + w(k)
y(k) = Ca(k) + v(k)

onde w(k) e v(k) sdo ruidos brancos Gaussianos ndo correlacionados com média
zero e covariancias W >0e V > 0.

» O objetivo é encontrar uma lei de controle étima que minimize

J=F { lim % (2" (k)Qx(k) + u” (k) Ru(k)) }

N—o0
k=0

comQ=QT >0e R=RT >0.
» A solucao étima é obtida da seguinte equacao algébrica de Riccati:
A"PA—-P—-A"PB(R+B"PB) 'B"PA+Q =0
» Com P obtido da equacdo acima, o ganho 6timo K fica sendo
K = [R+B"PB] ' BTPA

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP) ES728 — Controle Avancado de Sistemas 26/28



Projeto de controladores étimos

Projeto de controladores LQG: caso discreto

» Filtro de Kalman: Para um horizonte infinito, este filtro, que é um estimador de
estado completo discreto, assume a forma:

2(k+1) = Az(k) + Bu(k) + L(y(k) — Cz(k))
» O ganho 6timo L que minimiza o erro de estimac3o
E{(x(k) — (k)" (x(k) — &(k)) }

é dado por
L=vyc"cyc” +v)!

em que Y é a solucdo da seguinte equac3o algébrica de Riccati discreta:
AYAT —y —AYCcT(v 4oy leyAT + w =0

» Pelo principio da separacao, o controlador e o observador podem ser projetados de
forma independente.

» O problema LQG discreto combina um estimador 6timo (Filtro de Kalman) com um
ganho de realimentacdo 6timo, ambos de estado completo.
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Projeto de controladores étimos

Projeto de controladores LQG: caso discreto

» O sistema aumentado em malha fechada torna-se:
z(k+1) _|A-BK BK z(k) n I 0 w(k)
zk+1)—&(k+1)| 0 A—LC| |z(k) — z(k) I —L| |v(k)
com K o ganho LQR e L o ganho do Filtro de Kalman.

» A func3o de transferéncia do controlador em tempo discreto é:

K(2)

_U(kx) |[A-BK-LC L
T Y(2) -K 0

com K = (R+BTPB)'B"PAe L=YCT(V +CYCT)™L.
» As matrizes P e Y sdo solucdo das seguintes equacdes algébricas de Riccati discretas

ATPA—P - A"PB(R+B"PB) 'B"PA+Q =0
AYAT —y —AyCcT(v+coyeh)leyAT +w =0

» A dualidade entre os problemas é evidente:
[P] = dare(A, B, Q, R) e [Y] = dare(A,C, W, V)
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