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Propriedades de sinais e sistemas
Definicdo de normas
» O produto interno deve satisfazer as seguintes propriedades:

1. (x+y,2) = (z,2) + (y, 2)

2. {az,y) = a(z,y)

3. (z,y) = (y,z)

4. (z,z) >0, (z,z) =0 <= =0

» Uma definicdo comum de produto interno para funcdes é dada por

» Ortogonalidade: A funcdo z(t) é ortogonal a y(t) se

(z(t),y(t) =0
» Exemplo: Os coeficientes da serie de Fourier s3o ortogonais no intervalo
[-T/2,T/2] ja que, para inteiros n # m n3o nulos, tem-se

) ) T/2 T ) T/2
<6'Ln27'rt/T7 6zm,2‘rrt/T> _ ez(n—m)Qﬂ't/Tdt _ ez(n—m)Qﬂ't/T
—T/2 21(’”‘ - m)ﬂ— —-T/2

T B
e sin((n —m)7w) =0
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Propriedades de sinais e sistemas
Definicdo de normas
» A norma deve satisfazer as seguintes propriedades:
Ll 20, fall =0 < =0

2. |laz| = |af Iz

3. lz+y|l < |lz|l + ||lyll (desigualdade triangular)

4. | (z, )|l < |lz|| + |lyll  (desigualdade de Schwarz)

5 (z,y) + (y,z) < 2||z|||ly]] (desigualdade de Cauchy-Schwarz)
» Teorema de Pitagoras: se x e y forem ortogonais, entdo

2 2 2
llz +yll” = llz[” + llyll
» Pode-se definir a seguinte norma (induzida pelo produto interno):
2]l = v/ (2, 2)

» Para funcGes, a norma induzida pelo produto interno é dada por

||x(t)||2:/ lz(t)]? dt

—o0

» E preciso definir apropriadamente normas para: funcdes, vetores, matrizes e sistemas.
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Propriedades de sinais e sistemas

Normas para vetores

z2

1 lzlle =1
— P

» Para ilustrar as diferentes normas, serd usado o vetor  l#llc =1
b"=1[br by bs]=[1 3 -5 /
» Seja p > 0. A norma-p de um vetor x € C" é dada por

TN
1
lel, = (S b))\

» A norma-1 de um vetor z € C" é dada por -1

lzll, =3, x| (Joll, =1+3+5=9)

N
p

> A norma-2 de um vetor 2 € C™ (com z™

lally = Vate = /37 |z:* (b, = v1+9+25~5.9)

» A norma-oco de um vetor x € C" é dada por

seu complexo conjugado) é dada por

2l = maxai| (2]l =~ 5| =5)

» Essas normas s3o ditas equivalentes pois satisfazem
2l < ll2lly < VRllzlly, Nzl < llzll, < Valll,
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Propriedades de sinais e sistemas

Decomposicdo em valores singulares (SVD)

» Toda matriz (real) possui uma decomposicdo em valores singulares (SVD) dada por
A=USV"
com S uma matrix (real) diagonal e U e V matrizes (reais) unitdrias satisfazendo:

vut=1 e V'v=I (1)
» Para a matriz A = Ll) 1] , sua decomposicio SVD é dada por A = USVT com

[ [08507 —0.5257] o [1.6180 0 | v |0-5257  —0.8507
~ 105257 08507 |° 7T | 0 06180  ~ |0.8507 0.5257

» Para a matriz A, a matriz de autovalores A e a matriz de autovetores X sdo:

1 0] (1 1
A_{01 € E_00]

portanto A n3o tem uma decomposicdo na forma modal ja que ¥ n3o é inversivel.

» Pode-se mostrar que:

Si = V/X(ATA) = /\i(AAT)
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Propriedades de sinais e sistemas

Normas para matrizes

» Para os préximos exemplos, a seguinte matriz sera utilizada
-5
» Uma norma matricial, além de satisfazer as propriedades anteriores de norma, deve
satisfazer a propriedade submultiplicativa:
[AB| < [IAll|B]l
» A norma matricial soma consiste na soma do valor absoluto dos elementos:
IXlls =22 lwisl  (JAllg=1+2+3+4=10)
» A norma matricial de Frobenius (norma Euclidiana) é dada por
IXI2 =%, e = e X7X (Al = V30~ 5.5)
» A norma maximo elemento é dada por

X1 =4)

max

o = max o (/4]

essa ndo é uma norma matricial, pois ndo satisfaz a propriedade submultiplicativa
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Propriedades de sinais e sistemas

Normas matriciais induzidas

» A norma-P matricial induzida pela norma-p vetorial é dada por
Xw
11, = ma L
w0 |,

» Essa definicdo pode ser equivalentemente escrita como

X||, = max || Xw]|, 6 = max [|Xw
IX1, = max 1 Xwl, = max X,
» A norma-1 induzida é dada por
[ X||, =max ", |zi;| méximo da soma das colunas (1All, =6)
J
» A norma-oco induzida é dada por
Xl = max Zj |zi;] maximo da soma das linhas Al =17

» A norma espectral é dada por
[X[l, =0(X) = Vp(X"X)  ([[All, =5(4) = 5.1)

em que o raio espectral p(X) = max; |\;(X)| é a magnitude do maior autovalor da
matriz X e 5(X) é o maior valor singular da matriz X.

» Pode-se mostrar que a norma matricial induzida satisfaz a propriedade multiplicativa.
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Propriedades de sinais e sistemas

Normas vetoriais e matriciais no Matlab

I1X], = 7(X) norm(X,2) ou max(svd(X)) ou sqrt(max(eig(X™*X)))

X1, norm(X,1)

X1 norm(X,’inf")

11 norm (X, fro’)

X1l sum (sum (abs(X)))

1K e max(max(abs(X)))

p(X) max(abs(cig(X)))  (raio espectral)

1(X) =7(X)/a(X) cond(X)  (condicionamento da matriz X)
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Propriedades de sinais e sistemas
Normas para sinais

> A norma-1 de um sinal z(t) € R é a integral do seu valor absoluto:

me:/|wwt

]

» A norma-2 do sinal z(t) € R é dada por

o 1/2
nwm—(/xw%)

> Exemplo: Seja z(t) = e *u(t). Entdo

el = [ a1 e uwm_¢/emd_¢;

> A norma-oco de um sinal z(t) € R é o seu méaximo valor absoluto:

12(8)llo = sup [z (2)]

> Exemplo: Seja z(t) = (1 —e %) parat >0 e x(t) = 0 para t < 0. Ent3o
lz(®)]l =sup|l —e | =1
t
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Propriedades de sinais e sistemas

Normas para sinais (vetores)

» A norma-1 de um sinal z(t) € R™ é a dada por
el = [~ S lei(0lae = [ (o)l o

» A norma-2 de um sinal z(t) € R™ é dada por

oo 1/2 oo 1/2
||x<t>||2—(/ x(t)Txu)dt) —(/ ||x<t>|§dt>

» A norma-oo de um sinal z(t) € R™ é dada por

l2(®)llo = supmax |zi(t)| = sup [|z(t)]|
t g t
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Propriedades de sinais e sistemas

Normas para sinais de poténcia

> Poténcia média. E a média sobre o tempo da poténcia instantanea:
1 T

. 2
ST . w(t)"dt

> Se esse valor for finito, ent3o define-se o valor rms do sinal como

1 T 1/2
pow(z) = rms(z) = <Tlgnoo 5T x(t)th)
-7

» O valor rms n&o é uma norma, ja que um sinal z(t) # 0 pode ter valor pow(z) = 0.
> Lema: Se ||z(t)||, < 0o, entdo x(t) é um sinal de poténcia com pow(z) = 0.
» Prova: Assuma |lz(t)||, < co. Entdo

1 T

1
L 2 < 2

Como o lado direito tende a zero com T' — oo, tem-se pow(z) = 0.
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Propriedades de sinais e sistemas

Normas para sistemas (caso SISO)

» Considere o sistema linear, invariante no tempo e causal:

y(t) = h(t) xu(t) = / h(t — m)u(r) dr

Assim
Y(s) = H(s)U(s)
com
H(s) = L[h(t)]

» A norma-2 (ou H3) é dada por

R A
I = 5 [ 1HG)F do

» Pelo Teorema de Parseval, tem-se
IH(s)lly = 1),

se H(s) for estavel.
12/19
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Propriedades de sinais e sistemas

Normas para sistemas (caso SISO)
> A norma-2 é finita see H(s) for estritamente prépria e n3o tiver polos em jw.
» Observe que a area sob |H (jw)| precisa ser finita para que a norma-2 seja finita.

» Exemplo: Considere o sistema H(s) =1/(s +1). Ent3o sua norma-2 é

1 [T
H(s)]3 = ;/ |H (jw)|?dw
i

oo
1 1
= — dw
27 w241
— o0

1

= — lim [tan ' (w) — tan~ " (—w)]
2T w—oo

_ 1 [7r i 7r] _ 1

Tomt2 20 2

» Pode-se ainda calcular essa norma usando h(t), como segue:

uh(t)ui:/ || (s = 5

oo
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Propriedades de sinais e sistemas

Normas para sistemas (caso SISO)

» A norma-oo (ou Hoo) é dada por

1 (8)llo = sup [ H (jw)]

v

Para o exemplo anterior com H(s) = 1/(s+ 1), a norma-oco é dada por

. 1
1H(8)llo, = sup [H (jw)| = sup \/Z -

A norma-co é finita see H(s) for prépria e n3o tiver polos no eixo imaginario.

v

v

Claramente, a norma-co satisfaz

1H () P(s)ll o < I1H (5)ll oo 1P(5) [l oo

> E possivel mostrar que a norma-oco, pode ser dada por
1H ()|l = sup ly@lly / lu®lly = sup (@),
(t)# lu(t) |2 <
» A norma-1 da resposta ao impulso é dada por
Ih@®ll, = sup ly(®)l
lu()ll oo <1
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Propriedades de sinais e sistemas
Relacdo entrada-saida (caso SISO)

» Questdo: se a amplitude da entrada for conhecida, qual serd a amplitude da saida?
» Para uma entrada impulsiva u(t) = 6(¢), tem-se
y(t) = h(t) *6(t) = h(t) — Y(s)= H(s)
e consequentemente
ly@®lly = 1ROl = [[H(), e (@)l = 1RO
» Para uma entrada senoidal u(t) = sin(wt) tem-se
y(t) = |H(j@)|sin(@t + @)

e consequentemente

[yl =00, Myl = [H(D),  pow(y(t)) =

» A tabela abaixo apresenta a relac3o entrada-saida:

u(t) =6(t) | u(t) = sin(wt)
ly@lly | IH (), 00
lyllse | 1120 |H (j)|

pow(y(t)) 0 V1/2|H(j@)|
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Propriedades de sinais e sistemas

Relacdo entrada-saida (caso SISO)

» Suponha agora que u(t) é um sinal qualquer tal que [Ju(t)||, <1

» A questdo agora é: qual o menor limitante superior para a norma-2 da saida?
Pode-se mostrar que o ganho do sistema norma-2/norma-2:

[H ()l = sup{lly@®)lly | u@®)lly <1}

> Exemplo: Considere o sistema H(s) = 1/(s + 1). Para u(t) = sin(t)e*u(t), tem-se
que a saida é y(t) = e *(1 — cos(t))u(t). Portanto:

/4 =+/3/5 < ||H(s)

2/1

w
o

Iyl / lu@)ll, =

]

» Para outras normas, tem-se diferentes ganhos do sistema:

lu@lly | u®)lls | Pow(u(t))
)

ly@lly | 1H ()l 00 o0
lyDlloe | 1HG2 | 2@, i
pow (y(t)) 0 1H ()00 | I1H ()]s
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Propriedades de sinais e sistemas
Cémputo da norma Hs (caso MIMO)

>

>

Considere o sistema G/(s) com a representacdo G(s) 2 (4, B,C,0).
Assuma que a matriz A é Hurwitz e defina a matriz L por

L= [7eMBBTeA dt
Essa matriz L satisfaz a seguinte equacdo de Lyapunov

AL+ LAT + BBT =0

A norma Ho é dada por

IG(s)ll, = Vo CLOT

No Matlab, pode-se usar os comandos:
>> A =[01; -10 -2]; B = [0 1]’; C = [10 0];
>> L = lyap(A,B*B’)
0.0250 -0.0000
-0.0000 0.2500
>> sqrt(trace(C*L*C’)) % Norma H_2
1.5811
>> sysc = ss(4,B,C,0);
>> norm(sysc,2) % Norma H_2
1.5811
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Propriedades de sinais e sistemas
Cémputo da norma H o (caso MIMO)

» Defina a matriz Hamiltoniana por

H = A BBT/'Y2
T |=CcTC —AT

> Pode se mostrar que ||G(s)||,, < v se e somente se a matriz Hamiltoniana # nao
tiver autovalores no eixo imaginario.

» Assim, a norma H., pode ser calculada determinando-se o menor valor de ~ tal que
os autovalores de H ainda ndo estejam em jw.

» Método da bisseccdo:

1. Selecionar um limitante inferior ; e um limitante superior 75 tais que
Vi SG(8)lloo < vsi
Se (s —vi)/7vi < tol, pare pois ||G(s)|| o, = (7s +i)/2. Caso contréario, prossiga;

Faca v = (vs +7)/2
. Verifique se ||G(s)l|, < v calculando os autovalores de H;

. Se H tiver autovalores em jw, fagca 7; = =y; caso contrério faca vs = 7.

o oA W N

. Volte ao passo 2.

> Note quer  [[G(s)|, <7 <= |+'G(s)]_ <1
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Propriedades de sinais e sistemas

Exemplo numérico

> Considere o sistema (estavel)
B(t) = A(t) + Bu(t),  y(t) = Ca(t)

com as matrizes de estado dadas por

0 1 0
A= {_10 _2} , B= M ,  C=[10 0
» No dominio da frequéncia tem-se

10
s24+2s+10

> O diagrama de Bode de G/(s), em magnitude, esta apresentado abaixo.

Y(s) = G(s)U(s), G(s)=C(sI—A)'B=

0log 10(10/6)-4.4370

16, = /52

1 1G9l = 10/6

Fraquency (radisec)

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP) ES728 — Controle Avancado de Sistemas 19/19



