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Conceitos de modelagem de sistemas

Representa¢do no espacgo de estado: caso discreto

» De forma anéloga ao caso continuo, um sistema de m equacdes de diferencas de
ordem n pode ser reescrito como um sistema de m X n equacdes de primeira ordem.

» Exemplo: Considere a equacdo de diferencas
q(k+2)+5q(k) + 3wk + 1) = ui (k)
wk+2)+2w(k+ 1)+ 3q(k + 1) = —ua(k)
com condig¢des iniciais w(0) = wo, w(1) = w1, q(0) = qo e q(1) = q1.
» Primeiramente, define-se um novo conjunto de variveis de estado z(k) por
wi(k) =q(k),  wa(k)=qk+1),  ws(k)=wk), (k) =w(k+1)
> Note que o vetor z(k + 1) é dado por

z1(k+1) =q(k+1) = z2(k), z2(k+1) =q(k+2)
z3(k+1) =w(k +1) = za(k), za(k+1) =w(k+2)

» Substituindo o novo estado z(k) na equacdo acima, tem-se

.’Ez(k =+ 1) = —5m1(k) — 3I4(k) —+ Uy (k)
CE4(]€ + 1) = —3!132(l€) — 2.T4(k) — UQ(k')
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Conceitos de modelagem de sistemas

Representa¢do no espacgo de estado: caso discreto

» O sistema, na nova variavel z(k), passa a ser

w1 (k + 1) 0 1 0 07 T[z(k)] [0 ©
CL‘Q(k + 1) _ -5 0 0 -3 1‘2(/6) 1 0 U1 (k)
ea(k + 1) 0 0 0 1| |e®] o o] uk)
£E4(k + 1) 0 -3 0 -2 $4(k1) 0 -1

» Assim, foi obtido o modelo no espaco de estado
z(k+1) = Az(k) + Bu(k)
com as matrizes A e B dadas acima e condicGes iniciais
z(0) = xo = [qo qQq wo wl]T
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Anélise no espaco de estado

Solugdo homogénea: caso discreto

> Considere o sistema discreto
z(k+1) = Azx(k), z(0) = zo
» A solucao homogénea, obtida diretamente por recursdo, é dada por
z(k) = A%z, k>0
que claramente satisfaz o sistema, ja que
x(k+1) = A" ag = AA% 2y = Ax(k)
» A solu¢do (Exercicio) para x(ko) = xo, num tempo ko qualquer é dada por
z(k) = ®(k, ko)zo, k> ko, ®(k, ko) = AFFo

em que ®(k, ko) é conhecida como matriz de transicdo de estado (discreta). Essa
a matriz se reduz a A* se ko = 0.

» Essa matriz possui claramente as seguintes propriedades:

Ok, k) =1, k> ko
Ok + 1, ko) = AD(k, ko), k> ko
®(k, ko) = Bk, k) (K1, ko), k> k> ko

» A matriz ®(k, ko) pode n3o ser inversivel, j& que a matriz A pode ser singular.
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Anélise no espaco de estado

Solugdo homogénea: caso discreto

» Considere o sistema discreto
z(k+1) = Az(k), z(0) =z

» Aplicando a transformada Z, tem-se

2X(2) —zm0 = AX(2) = X(2) = (2 — A) 'zxo

cuja transformada inversa fornece
x(k)=2"" [(ZI — A)flz] zo, k>0
» Comparando com a solucdo homogéna
z(k) = A¥zo, k>0

percebe-se que

Afuk) =271 (eI - A) '] = Z[Auk)] = (- A) 'z

» Perceba a similaridade com o caso escalar

z

Zla* k)] = —— = (- o) 'z

zZ—a
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Anélise no espaco de estado

Solug3o forcada: caso discreto

» Considere o sistema discreto
xz(k + 1) = Az(k) + Bu(k), k>0
» A solucdo desse sistema é dada por

(k) = AFx(0) + Y1) AFI1Bu(l), k>0

» Pode-se facilmente provar por indugdo:
1. Para kK =0, a solugdo claramente satisfaz a condic3o inicial;
2. Considere que a soluc3o é vélida para um k qualquer. Assim, tem-se

ok +1) = AF12(0) + 307 AR Bu(l) = AAR2(0) + 31 " AR Bu(l) + Bu(k)

—A [Aka:(o) +3 Ak—l—lBu(l)} + Bu(k) = Az (k) + Bu(k)

» Definindo a saida do sistema por
y(k) = Cx(k) + Du(k)
tem-se (parte homogénea + parte forcada):
y(k) = Ca(k) + Du(k) = CA"2(0) + S0 CA*¥'"" Bu(l) + Du(k), k>0
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Anélise no espaco de estado

Resposta ao impulso e fungdo de transferéncia: caso discreto

» Para obter a resposta ao impulso h(k), basta fazer u(k) = §(k) na equacdo

y(k) = CA*2(0) + Z_: CA* ' Bu(l) + Du(k)

=0

com condicdes iniciais nulas z(0) = 0.

» Assim, a resposta ao impulso é dada por

D sek=0
h(k) = ’
*) {CA’“‘IB ysek>1

que pode ainda ser reescrita como
h(k) = CA* ' Bu(k — 1) + Dé(k)
» Os parametros de Markov do modelo no espaco de estado

CA"B paran >0

sdo amplamente utilizados na area de identificacdo de sistemas dinamicos.
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Anélise no espaco de estado

Resposta ao impulso e fungdo de transferéncia: caso discreto

> A funcgdo de transferéncia H(z) é a transformada Z da resposta ao impulso
h(k) = CA* ' Bu(k — 1) + Dé(k)
» Assim, tem-se
H(z) = Z[h(k)) = C(2I — A) "B+ D
em que foi usado o fato que

Z[A Yk —1)] = (21 — A"

» Esse mesmo resultado pode ainda ser obtido aplicando-se a transformada Z em
z(k+1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cz(k) + Du(k)
com condi¢des iniciais nulas, ou seja
(2I — A)X(z) = BU(z)
Y(z) =CX(z) + DU(2)
que resulta na funcdo de transferéncia H(z) dada por
Y(2) = H(2)U(2), com  H(z)=C(zI —A)"'B+D
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Anélise no espaco de estado

Matriz de transicdo de estado: caso discreto
> A matriz de transicio de estado A* pode ser calculada pelos seguintes métodos:

1. Ak = z-1 [(zl — A)_lz]. Essa expressao foi derivada anteriormente.

2. A¥ = ©AF3~1, usando a forma diagonal A = SAX L,

n—1
3. Ak = Zaj(k)Aj, usando o método polinomial (polos distintos).
=0

Os coeficientes (k) sdo obtidos do seguinte sistema:

Lo N T ][N
1 X A2 . ATt a1 (k) A3
INEDYEEDY D Vi az(k) | _ [ AS
1 A Xﬁ oot Lanca(k) Ak

> Exemplo: Calcule A* para a matriz A = {_03 _14]
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Anélise no espaco de estado

Matriz de transicdo de estado: caso discreto

1. Usando a forma diagonal: A* = ZA*®~!

-1 1] [(-=n* o -3 -1
1 3 0 (=3 |1 1
—(=3)"+3(-1)F  —(=3)" + (-1)*
3(=3)F =3(-1)F  —(-1)" +3(-3)"

A = yAPY T =

NI N =

Calculando, por exemplo, para k = 10, tem-se
A10 _ —29523 —29524
~ | 88572 88573

2. Usando a transformada Z: A*u(k) = 27! [(z] — A)’lz}
A transformada inversa de

1 1 z2(z+4) =z
2(zI — A) = Er413 |: _3, Zz}
é dada por
= L3R 43D —(=3) 4 (-1
T2 [3(=3)F = 3(-1)* —(=1)* +3(-3)*F
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Anélise no espaco de estado
Matriz de transicdo de estado: caso discreto

A N k . 0 1
Continucdo do exemplo: Computo de A® para a matriz A = 3 4l

n—1
3. Usando o método polinomial: A* = ZO{j(k)Aj

j=0

Os coeficientes a;(k) sdo obtidos do sistema:

1 -3 (5] a
1=

1 k k
ap == (3(-1)" — (-3
[1 _1] H _ {(—1)’“] _ ?< (=1)" = (=3)")
2
Portanto, a solucdo é dada por
A* = ag(k)T + a1 (k)A

N S I CL R G Vi
2[3( 3 —3(-1)F  —(-DF 439 FZO

que é exatamente a mesma solucdo obtida pelos métodos anteriores.
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Anélise no espaco de estado
Transformac3o de similaridade (Caso Discreto)

» Considere o modelo no espaco de estado
z(k+1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cz(k) + Du(k)
» Aplicando a transformada Z, obtém-se
X(z)=(2I—A)"'BU(z) e Y(2)=CX(z)+ DU(2)
» Substituindo X (z) em Y (z), tem-se a funcdo de transferéncia
Y(z) = {C(zI - A)"'B+ D} U(2)

» Para mostrar que essa funcdo de transferéncia possui inlimeras representacdes no
espaco de estado, defina uma nova variavel g(k) = Tz(k) com T inversivel. Ent3o:

q(k+1) =Tx(k+1) = T(Az(k) + Bu(k))
= TAT 'q(k) + TBu(k)
y(k) = Cz(k) + Du(k) = CT ™ 'q(k) + Du(k)
» Na nova variavel de estado ¢, o sistema é dado por
q(k +1) = Aq(k) + Bu(k)
y(k) = Cq(k) + Du(k)
com A=TAT '\, B=TB,C =CT ',D=D.
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Anélise no espaco de estado

Transformac3o de similaridade (Caso Discreto)

» Aplicando a transformada Z, obtém-se

Y(z) = C*Q( )+15U( )

— [CGI- 4B+ DY U)

> Substituindo A = TAT',B=TB,C =CT~',D = D, tem-se
Y(z) = {CT (21 = TAT ')"'TB+ D} U(2)
={CT'T (21 - A)™'T"'TB+ D} U(2)
={C(zI-A)'B+D}U(2)

» Portanto, exatamente como no caso continuo, a funcdo de transferéncia é invariante
com relacdo a transformacdo de similaridade.

» Conclui-se novamente que o mesmo sistema pode ser representado de in(imeras
formas, que estardo relacionadas entre si através de alguma matriz de similaridade T'.
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Anélise no espaco de estado

Transformacido de similaridade

» Exemplo: Considere a seguinte representacdo no espaco de estado discreto:
1 1 1
A[O _J, B[_l], c=[o 1], D=1

» Sua fun¢do de transferéncia H(z) é dada por

H(z)=C(:2I1—A)"'B+D= Zil
» Agora, aplicando a transformac3do de similaridade
=5
> Obtém-se as matrizes A= TAT ', B=TB, C =CT ' e D= D, dadas por
A= [j ﬂ B [j] =l o], D=1
» Calculando a func3o de transferéncia desse sistema discreto, obtém-se
H(Z):é(szz‘i)_léﬁ’b: zj—l
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Anélise no espaco de estado

Polos e estabilidade assintética: caso discreto

» O caso discreto é analogo ao caso continuo.
» Considere o sistema a tempo discreto dado por

z(k+1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cz(k) + Du(k)

cuja funcdo de transferéncia é dada por
H(z)=C(2I — A 'B+D
> Agora, note que H(z) pode ser reescrita como

_ Cadj(zI - A)B

H(z) = 2 — 4] +D

» Novamente, os polos de H(z) sdo os autovalores da matriz A, as raizes do
polindmio caracteristico A(\) = |AI — A|.
» Assim, o sistema serd assintoticamente estavel se e somente se os autovalores \; da

matriz A em magnitude forem menor do que um, ou seja, |A;(A4)| < 1.
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica controlavel: caso discreto
» Seja a funcdo de transferéncia discreta
boz™ +b12" L4+ by b(z)

H(z) = = —=
(2) 2"t a1z" 4t an a(z)

» Para colocar H(z) na forma controlével, reescreve-se Y (z) como
Y(2) = Q(2)b(2), com Q(z) =U(z)/a(z)
» O método serd apresentado a seguir usando o caso n = 3:

H(Z) . b(z) . b023 =+ b122 + boz + b3
- a(z) T 234+ a122 4+ a9z +as

» Como a(z)Q(z) = U(z), tem-se (23 + a122 + a2z + a3)Q(z) = U(z), que no tempo é
q(k+3) +a1q(k +2) + a2q(k + 1) + azq(k) = u(k)

cuja representacao por diagrama de blocos é

Uk ~ qk+3 e qk+2 1 qk+1 1 qk
LA] LA] LA]
—a
[—as|
=
93]
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica controlavel: caso discreto

» Para a saida Y (z) = b(2)Q(2), tem-se
Y (2) = (boz® + b12” + baz + b3)Q(2)
que no tempo é

y(k) = boq(k + 3) + big(k + 2) + bag(k + 1) + bzq(k)

» Assim, o diagrama final é dado por

(o]
b1
N

—da
» Para representar esse sistema na forma de estado, definem-se as variaveis de estado:
z1(k) = q(k +2), w2(k) = q(k +1), z3(k) = q(k)
» Assim, a equacdo na forma de estado é dada por
z3(k + 1) = z2(k), z1(k 4+ 1) = u(k) — a1z1(k) — agza(k) — aszs(k)
zo(k+1) = z1(k)
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica controlavel: caso discreto

» Definindo o vetor de estado como
a(k) = [o1(k) wa(k) s(k)]"
A equacdo no espaco de estado fica sendo
xz(k +1) = Acx(k) + Beu(k)

com

» A equacdo de saida pode ser reescrita como

y(k) = box1(k + 1) + bz (k) + baxa(k) + bsws (k)
= (bl — albo)ml(k) + (bz — agbo)xz(k}) =+ (bg — a3b0)$3(k‘) =+ bou(k’)

Na forma matricial, tem-se
y(k) = Cez(k) + Deu(k)

com
C.= [bl —aibo b2 —a2bo b3 — 0350] , D, = [bo]
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica observavel: caso discreto
> Seja a fungdo de transferéncia
_ boz" + biz" P4+ by, _b(2)

H(z) = — )
(2) 2"t a1z" 4t ap a(z)

» Considere o caso n = 3. Usando a relagdo

Y(z) = H(z)U(z) = %U(z)

tem-se a(z)Y (z) = b(z)U(z), ou seja,

Y (2) +a12°Y (2) +a2zY (2) +azY (2) = bz’ U(2) +012°U(2) + bazU (2) + b3 U (2)
» Essa equacdo pode ainda ser reescrita como

bsU(2) — asY (z) = 2°Y (2) — b02°U(2) + a12°Y (2) — b12°U(2) + ap2Y (2) — b22U(2)

Py (2)

» Multiplicando o termo P (z) por 2z *, tem-se
2 Pi(2) = 22Y (2) — bo2’U(2) 4+ a12Y (2) — b12U(2) +a2Y (2) — baU ()

Pa(z)
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica observavel: caso discreto

> Multiplicando agora o termo Ps(z) por 2™, tem-se
27 Py(2) = 2Y(2) — bozU(2) +a1Y (2) — b1U(2)
P3(2)
» Multiplicando o termo Ps(z) por 2™, obtém-se finalmente
27 P3(2) = Y (2) — boU(2) = Y (2) = boU(z) + 2~ ' P3(z)

» O diagrama de blocos é apresentado abaixo.

U(z) l

—1

Pi(z)
Q Eal

1

1
]

X3(z) Ps(z) Xo(2) Ps(z) ’—‘ Xl(z)F Y
T
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica observavel: caso discreto

» Definindo os estados x1, 2 € x3 como indicado no diagrama de blocos, tem-se
y(k) = z1(k) + bou(k)
z1(k + 1) = z2(k) + biu(k) — ary(k) = —a1z1(k) + z2(k) + (b1 — boa1 )u(k)
za(k + 1) = z3(k) + bau(k) — azy(k) = —asz1 (k) + z3(k) + (b2 — boasz)u(k)

wg(k' + 1) = bgu(k) — agy(k) = —agml(k) =+ (bg — b()ag)u(k)

» Na forma matricial, tem-se

z(k+1) = Asz(k) + Bou(k)

com
—ai 1 0 bl — CL1b()
AO = | —a2 0 1 5 Bo - b2 - a2b0 ) Co = [1 0 O] ’ DO = [bo]
—as 0 0 b3 — Cbgb()
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Anélise no espaco de estado
Equivalente discreto: segurador de ordem zero
. - : _ t _
> Considere a equacdo anterior:  x,(t) = et g 4 /. AT Bu(r) dr

> Usando o intervalo de amostragem tg = kT e t = (k 4+ 1)T, tem-se
(k+1)T
a2 (kT +T) = e*Ta(kT) + / A THT=T) By(7) dr
kT
» O segurador de ordem zero tem a seguinte hipdtese
u(t) = u(kT), KT <rt<(k+1)T
» Aplicando a seguinte mudanca de varidvel n = (k + 1)T — 7, obtém-se
0

zp(KT 4+ T) = eATx(kT) + / e (—dn) Bu(kT)
T

T
= ATz (kT) +/ e dnBu(kT)
0

= Az(kT) + Bu(kT)
comA=e*T e B= fOT e dnB.
P> A equacdo discreta no espaco de estado é dada por
z(k+ 1) = Az (k) + Bu(k)
y(k) = Cxz(k) + Du(k)
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Anilise no espaco de estado .
Equivalente discreto: SOZ g

» A matriz A é dada por

Bode iagram mpule Response

o0
A ear _§ AT
N B k!
k=0
> A matriz B é dada por " s 0 :
. AkT(’f+1>
B= e dnB = E
k#*l
0 2
> Algoritmo em Matlab:
>A=10[01; -3-4]; B=1[0;1];C=1[12];D=17;"
>> sysc = ss(A,B,C,D); % Sistema continuo
>> T = le-1;
>> sysdl = c2d(sysc,T,’zoh’); ¥ Sistema discreto (S0Z)
>> % Calculando Ad e Bd usando a férmula acima V T
>> Ad = expm(AxT); % Fungdo que calcula a exponencial de uma matriz
>> % Calculo de Bd usando a série

>>
>>
>>
>>
>>

Bd = zeros(2,1); for i=0:50,Bd=Bd+(A*T) i/factorial (i+1)*T*B; end
sysd2 = ss(Ad,Bd,C,D,T);

step(sysc,sysdl,sysd2,3) % Resposta ao degrau unitario
impulse(sysc,sysdl,sysd2,3) % Resposta ao impulso unitério
bode(sysc,sysdl,’r--’), legend(’continuo’,’discreto’)

_ 7524305422 _ 72%2-11.352+4.532
H(s) = =5 4513 H(z) = 22-1.646210.6703
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Anélise no espaco de estado
Equivalentes discretos
» O equivalente discreto de uma funcdo de transferéncia continua pode ser
determinado usando-se um dos métodos apresentados na tabela abaixo.

Método Aproximacado
Euler direto s Z;l
Euler reverso s+ zqul
Tustin 5 % Z_i

» Considere o sistema dindmico continuo descrito pelo seguinte modelo de estado
& = Ar + Bu
y=Cz+ Du
cuja transformada de Laplace fornece
sX =AX + BU
Y =CX+ DU
» Método Euler reverso: usando a aproximacdo apresentada na tabela acima, tem-se

z—1
Tz

X =AX+BU
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Anélise no espaco de estado

Equivalentes discretos

» A relacdo ZT_ZIX = AX + BU no dominio do tempo, fornece
z(k+1) —x(k) =TAz(k+ 1)+ TBu(k + 1)
» Definindo uma nova varidvel w(k + 1), que contem os termos em k + 1, tem-se

w(k +1) = x(k)

o wk+1)=az(k+1) —TAz(k+1) — TBu(k+1)

> Resolvendo a equacdo acima em z(k + 1), tem-se
w(k+1) = —TA) "wk+1)+ (I - TA) 'TBu(k +1)
» Usando a relacdo w(k + 1) = z(k), obtem-se
w(k+1) = (I —TA) "wk) + (I —TA) " "TBu(k)
com a equac3o de saida dada por

Y(k)=C(I—TA) ‘w(k)+ [D+C(I —TA) ' BT| u(k)
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Anélise no espaco de estado

Equivale

ntes discretos

» Seguindo procedimentos anélogos, tem-se:

Euler direto Euler reverso Tustin
A I+ AT (I - AT)~?! (I+40)I - 48!
B BT (I — AT)"*BT (I-4A0)"'BVT
e} c c(I - AT) ! VTC(I — ALyt
D D D+C(I—AT)"'BT D+ C( - 4L)"'BT/2

» Algoritmo em Matlab:

>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

Camino

. J.F. (DSI/FEM/UNICAMP)

A=1[01; -3-4]; B=1[0;1]; C=1[12];D=1T;
sysc = ss(A,B,C,D); % Sistema continuo
% Sistema discreto método de Tustin

T = le-1; sysd3 = c2d(sysc,T,’tustin’);
% Usando-se a férmula acima

Ad = (eye(2)+A*T/2)/(eye(2)-A*T/2);

Bd = (eye(2) - AxT/2)\Bxsqrt(T);

Cd = sqrt(T)*C/(eye(2) - A*T/2);

Dd = D + Cx((eye(2) - A*T/2)\B)*T/2;
sysd4 = ss(Ad,Bd,Cd,Dd,T);
step(sysc,sysd3,sysd4,3)

bode(sysc, k-’ ,sysd3,’r--’,sysdl, ’b-.")
legend(’Cont.’,’D-Tustin’, ’D-Z0H’)

ES728 — Controle Avangado de Sistemas

26/23



