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Visdo Geral do Curso de Controle Avancado de Sistemas

>

Modelagem no Espaco de Estado: Fundamentos da representacdo de sistemas.
Representacdo e simulacdo numérica no espaco de estados.

Andlise no Espaco de Estado: Autovalores e autovetores, matriz de transicdo de
estado, polos e estabilidade, e formas candnicas.

Propriedades de Sinais e Sistemas: Normas, decomposicdo em valores singulares,
analise de sinais e matrizes.

Controlabilidade e Observabilidade: Capacidade de controlar e observar estados.

Projeto de Controladores e Realimentacdo de Estado: Utiliza os modelos para criar
controladores eficientes. Realimentacdo completa de estado, alocacdo de polos.

Estimadores e Observadores de Estado: Desenvolvimento de técnicas para estimac3o
de estados n3o mensuraveis.

Introduc3o as Incertezas de Modelagem e Robustez: Explora as realidades de
incerteza na modelagem e necessidade de controle robusto.

Tépicos Avancados em Controle: Aborda técnicas avancadas, como projeto de
servossistemas, projeto LQR, projeto Ha.
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Conceitos de modelagem de sistemas

Representa¢do no espaco de estado

» Um sistema de m equacdes diferenciais de ordem n pode ser reescrito como um
sistema de m X n equacdes de primeira ordem.

» Exemplo: Considere o seguinte sistema com m = 2 e n = 2, dado por

G(t) + 5q(t) + 3w(t) = ui(t)
W(t) + 2w(t) + 3¢(t) = —u2(?)

» Primeiramente, define-se um novo conjunto de variaveis de estado z(t) por
n) =qt), @) =dt),  wsl)=wl), @) =)

> Note que a derivada do vetor x(t) é
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» Substituindo o novo estado z(t) na equacdo diferencial, tem-se

To (t) = 751’1(0 — 31’4(t) —+ uy (t)
i4(t) = —31’2 (t) — 21’4(25) — U2 (t)
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Conceitos de modelagem de sistemas

Representa¢do no espaco de estado

» O sistema, na nova variavel z(t), passa a ser
i’l(t) = X2 (t)
T2 (t) = —5I1(t) — 3I4(t) =+ uy (t)
I'3 (t) = T4 (t)
X4 (t) = —3.T2 (t) — 2$4 (t) — U2 (t)

» Que pode ainda ser reescrito na seguinte forma matricial

i 0 1 0 07 = 0 0
$2 _ -5 0 0 -3 X2 1 0 U1
il Lo 0 0o 1] |w| o 0 |u
j?4 0 —3 0 —2 T4 0 -1

» Assim, obtém-se o modelo no espaco de estado
z(t) = Az(t) + Bu(t)
com as matrizes A e B obtidas da representacdo acima.
» A saida do sistema pode ser descrita como segue:
y(t) = Cx(t) + Du(t)

» No Matlab, esse modelo pode ser inserido usando-se o comando H=ss(A,B,C,D).
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Conceitos de modelagem de sistemas

Representa¢do no espaco de estado

» Exemplo: Para representar no espaco de estado a equacdo do circuito RLC
LCo¢(t) + RCoc(t) +ve(t) = ve(t)
basta definir as varidveis de estado como sendo
r1 = Vo e Tro = Vo

» Derivando-se x1 e x2, obtém-se

» Definindo-se entrada u(t) e saida y(t) por
u=wvg(t) e y=vc(t) =z1(t)

chega-se a forma matricial no espaco de estado

Bj - [—1/(()LC’) _Bl:/L] Lf;] + [1/(%0)} v
SLIH
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Conceitos de modelagem de sistemas

Representa¢do no espaco de estado
» Exemplo: Considere o sistema carro-péndulo da figura abaixo.

—1 »q

|_ZglM
oxl'vn
0

m, I, I.

— f(®)

> A equacdo de movimento linearizada é dada por

NIG(t) = Smgb(t) + kat) + cit) = 1(0)

%J\?[lé(t) + Mgb(t) — kq(t) — cd(t) = —f(2)

com M =M+m, M=M+m/4el, =1/12mi%
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Conceitos de modelagem de sistemas
Representa¢do no espaco de estado
» Escolhendo os estados como

r1 =4q, .’EQZO, 153:‘?7 .’E4:é
e a entrada u(t) como u(t) = f(t), obtém-se
; . ; . k 3 1
1 =q=x3, x3=q=—7x1+ﬂxz—ix3+7u(t)
M 4M M M
. ; . s 3k 3M 3 3
o =0 = x4, Ty =0=——x1 — gz+ c x3 — ——u(t)
2M1 2M1 2M1 2M1
> Na forma matricial, tem-se #(t) = Az(t) + Bu(t) com
0 0 10 0
0 0 0 1
A= |_k 3mg _c |, B= AL 0
N 4N M M|l
3k _3Mg 3¢ 2
2011 2N 2N

> Suponha que a saida desejada seja o deslocamento ¢(t) e a velocidade angular 6(t)
Ent3o o vetor de saida y(t) = Cxz(t) + Du(t) serd dado por

ym:[gj:[; 0 o ?] x<t>+[8] u(t)
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Conceitos de modelagem de sistemas
Representa¢do no espaco de estado

» Considere o seguinte sistema mecanico de trés graus de liberdade:
Mi+Ci+Kqg=0
em que ¢ é o vetor contendo o deslocamento das massas m1, m2 e ms, dado por
T
a=[a @ g

» Para representar essa equacdo no espaco de estado, basta definir o estado x como

z= 1
» Assim, a sua derivada é dada por

oo [d] _ q
g -M~'C4— M 'Kq
» Esse sistema pode ser equivalentemente escrito como
z(t) = Ax(t)
com a matriz A dada por
0 I
A= [MIK MIC’]
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Simulacdo numérica

Integracdo numérica

» Para simular usando o Matlab o sistema de 22 ordem

m(t) = —ky(t) — cg(t) + u(t)

é necessario representa-lo no espaco de estado © = Az + Bu, dado por
T1 =Y T 0 1 0
. - = o + u
T =7 T2 —k/m —c/m| |z2 1/m
» Assim, cria-se um arquivo (sistemalglode.m) com a fun¢3o na forma matricial:
function dx = sistemalglode(t,x)

m=1; c=1; k =1;
u = sin(t);

A=T[0 1
-k/m -c/ml;

B=1[01/m]’;

dx = Axx + Bxu;

end

» Lembrando que o comando para integrar esse sistema é:
tspan = [0 20]; ci = [1 -1]’; % Tempo e Condig8o inicial
[t,x] = ode45(@sistemalglode,tspan,ci);
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Simulacdo numérica
Integracdo numérica
» O cddigo para simular o sistema massa-mola-amortecedor, sujeito a excitacio
u(t) = sin(t) e condi¢des iniciais y(0) = 1 e ¢(0) = —1, é dado por

[t,x] = ode45(@sistemalglode,tspan,ci);
plot(t,sin(t), t, x)
legend(’sin(t)’,’x1’,°x2’)

xlabel (’Tempo (s)’), ylabel(’Amplitude’)

> A figura abaixo apresenta o deslocamento z1(t) = y(¢) e a velocidade z2(t) = (t).
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Simulacdo numérica

Integracdo numérica

» Uma alternativa é usar o comando H=ss(A,B,C,D) com o sistema
& = Az + Bu
» Para isso, é preciso definir a saida do sistema: y = Cz+ Du
» Suponha que se deseje o deslocamento da massa z; e o sinal cxa — u, ou seja
_ Y1 _ 1 _ 1 0 _Il 0

» Assim, as matrizes C' e D s3o dadas por

1 0 [0
ol e[

» Agora, a resposta ao impulso (de 0 a 6 segundos) é obtida como segue:
m=1; c=1; k =1;
A [0 1; -k/m -c/m]; B = [0 1/m]’; C = diag([1, c]); D = [0; -11;
H = ss(A,B,C,D);
[y,t,x] = impulse(H,10);

» Pode-se usar todos comandos ja mencionados: impulse, step, initial, Isim, etc.
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Simulacdo numérica
Integracdo numérica
» As figuras abaixo apresentam, respectivamente, a resposta ao impulso e ao degrau.

3
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» As figuras abalxo apresentam, respectivamente, a resposta a condicdo inicial

To = [1 71} e a resposta 3 entrada u(t) = cos(5sin?(t)) e condicio inicial zo.
1 1
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o % o 05
e e
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Simulacdo numérica

Integracdo numérica

» Considere o sistema de segunda ordem massa-mola-amortecedor abaixo.

—+ y(?)

u(t) . y(t)
kj m u(t) (entrada) stema (saida)

-0 0O
» Sua equacdo de movimento é dada por
mij(t) + cy(t) + ky(t) = u(?t)
» Assuma que os pardametro desse sistema mecanico sejam dados por
m=k=c=1 = wn=1 e ¢(=1/2

> Para a excitacdo exdgena (entrada forcante) u(¢) = sin(t) e condicdes iniciais
y(0) =1 e y(0) = —1, a solu¢do analitica é dada por

y(t) = 2e~ /2 cos(V/3t/2) — cos(t)
g(t) = sin(t) — e~ ** (V3sin(V/3t/2) + cos(V/3t/2))

» A seguir é apresentado como simular numericamente esse sistema mecénico.
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Simulacdo numérica

Integracdo numérica

» Para simular usando o Matlab o sistema de 22 ordem

€ necessario representa-lo como um sistema de equacdes de primeira ordem:

1 =Y

T =

» Em seguida, cria-se um arquivo (sistemalglode.m) com a funcdo a ser integrada:

50 = ()~ S0 + ulr)

s e
Y e

2=i=-00 -,

function dx = sistemalglode(t,x)
m=1; c=1; k =1;

u = sin(t);

dx = zeros(2,1);

dx(1) = x(2);

dx(2) = -k/m*x(1)-c/m*x(2)+u/m;

end

» Basta agora invocar, na linha de comando, o integrador usando a sintaxe:

tspan = [0 20]; % Simula de 0 a 20 segundos
ci = [1-1]1’; 7% Condigdo inicial
[t,x] = ode45(@sistemalglode,tspan,ci);
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Simulacdo numérica
Integracdo numérica
» O cddigo para simular o sistema massa-mola-amortecedor, sujeito a excitacio
u(t) = sin(t) e condi¢des iniciais y(0) = 1 e ¢(0) = —1, é dado por

[t,x] = ode45(@sistemalglode,tspan,ci);
plot(t,sin(t), t, x)
legend(’sin(t)’,’x1’,°x2’)

xlabel (’Tempo (s)’), ylabel(’Amplitude’)

> A figura abaixo apresenta o deslocamento z1(t) = y(¢) e a velocidade z2(t) = (t).
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Anélise no espaco de estado

Transformacido de similaridade

» Considere o modelo no espaco de estado
z(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)
» Aplicando a transformada de Laplace, obtém-se
X(s)=(sI —A)"'BU(s) e Y(s)=CX(s)+ DU(s)
» Substituindo X (s) em Y'(s), tem-se a funcdo de transferéncia
Y(s)={C(sI - A" B+ D}U(s)

» Para mostrar que essa funcdo de transferéncia possui inlimeras representacdes no
espaco de estado, defina uma nova variavel g(t) = Tz(t) com T inversivel. Ent3o:

G=Ti=T(Az + Bu) = TAT 'q+ TBu
y=Cxz+Du=CT 'q+ Du
» Na nova variavel de estado ¢, o sistema é dada por
q(t) = Aq(t) + Bu(t)
y(t) = Cq(t) + Du(t)
com A=TAT ' B=TB,C =CT',D =D.
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Anélise no espaco de estado

Transformacido de similaridade

» Aplicando a transformada de Laplace, obtém-se

assim

Y(s) = {c (s1—A) ' B+ D} U(s)
> Substituindo A = TAT',B=TB,C =CT~',D = D, tem-se
Y(s) = {CT*1 (sI —TAT™") ' TB+ D} Ul(s)
- {CT’I [T(s1— AT ' TB + D} U(s)
={CT'T[(sI - A)] ' T'TB+D}U(s) = {C(sI — A) "' B+ D} U(s)

» Portanto, a funcio de transferéncia é invariante com relacdo a transformacdo de
similaridade.

» Assim, o mesmo sistema pode ser representado de inimeras formas, que estardo
relacionadas entre si através de alguma matriz de similaridade 7'.
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Anélise no espaco de estado
Transformacido de similaridade
» Exemplo: Considere a seguinte representacdo no espaco de estado:

A—[(l) _11} B—[_ll], c=[o 1], D=1

» Sua fun¢do de transferéncia H(s) é dada por

H(s)=C(sI—A)'B+D=—>

s+1

» Agora, aplicando a transformac3do de similaridade

A -1 0 - -1 A A
A_[_l 1}7 B_[ ] c=[ o, D=1
» Calculando a func3o de transferéncia desse sistema, obtém-se

H(s):é(slffl)_lé+ﬁ:8i1
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Anélise no espaco de estado
Solugdo homogénea

» Considere a seguinte equacdo diferencial no espaco de estado
() = Ax(t), z(to) = xo

com a matriz de estado A € R™*™ e o vetor de estado z € R"*!,

» A solucdo homogénea dessa equac3o diferencial é dada por
l'(t) = ‘I)(t,to)mo

em que a matriz de transicdo de estado ®(¢,to) possui a seguinte expans3o:

oo

B(t,to) = Z M

2!
=0

» Para ver esse fato, considere que a solugdo z(t) tem a seguinte expansdo em série:
o0
z(t) = Zze(t — to)e = z0 + z1(t — to) + 22(t — Ifo)2 + z3(t — t0)3 + .-
£=0

com z;(t) vetores n X 1.

» Assim, em ¢t = g, tem-se
x(to) =20 = X0
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Anélise no espaco de estado

Solugdo homogénea

» Derivando-se a solucio z(t) em relacdo a ¢, tem-se
E(t) = 21 + 220(t — to) + 323(t — to)® + 4za(t — to)® + --- = Ax(t)
» Assim, em t = tg, tem-se
zZ1 = ALIJO
» Derivando-se novamente a solucdo z(t) em relagdo a t, tem-se

G(t) = 220 + 623(t — to) + 12z4(t — to)* + --- = Ad(t) = A%x(t)

> Assim, em t = tp, tem-se
A2
zZ2 = —X0

2

» Derivando-se novamente a solucdo z(t) em relagdo a t, tem-se

T (t) = 623 + 24za(t — to) + - -- = Ai(t) = A%x()
> Assim, em t = tp, tem-se
A3
z3 = ?xo
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Anélise no espaco de estado

Solugdo homogénea

» Prosseguindo com as derivadas subsequentes (z3, 24, . .. ), percebe-se que
AZ
zZe = WIO

» Portanto, a solucdo da equagdo homogénea é dada por
oo Af— to)f
Zeo t_tO)— =0 [ Zo
que pode ser reescita na simbologia mais usual,

z(t) = ety

> A matriz de transicio de estado (ou matriz exponencial) e(!=%) & dada por

_ = ALt — )"
A(t—tg) __ 0
e = Z 7l

£=0

» Para um sistema linear invariante no tempo, pode-se assumir sem perda de
generalidade que a condicdo inicial ocorre no tempo to = 0. Assim, a matriz de
transicio de estado fica sendo e
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Anélise no espaco de estado

Problema de autovalor e autovetor

» Considere a equacio
Ax = Xz

em que A é uma matriz quadrada n X n e x um vetor de dimensdo n x 1.

» O valor de A, tal que essa equac3o venha a ter uma solucdo x # 0, é denominado de
autovalor. A solugdo correspondente x # 0 é o autovetor.

» Essa equacdo pode ser reescrita como
Az —de=(A—-X)z=A—-A)z=0

» Portanto, sé haverd uma solucdo n3o trivial  # 0, se a matriz carateristica Al — A
for singular, ou seja, se a seguinte equacdo caracteristica for satisfeita:

Al —A|=0
» Esse determinante, dado por
AN =M = Al =XN"+an A"+ +aid+ao

é um polindmio escalar em A, conhecido como polindmio carateristico da matriz A.
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Anélise no espaco de estado

Problema de autovalor e autovetor
» O polinémio caracteristico A(A) = |[AI — A| possui n raizes (autovalores) \;,
consequentemente, haverd n correspondentes autovetores x;.

» Sejam as n solugdes (z;, A;), com i =1,...,n, do problema acima. Ent3o:

AZCl = )\1581

A{EQ = )\2£E2

Azyp = MTn

» Esse sistema pode ser reescrito na forma matricial

A1 0 0
0 A2 0
A[ﬂm T2 e a:n} = [a:1 Ty - acn]
0 0 An
» Definindo ¥ = [xl Lo - a:n] e A = diag();), tem-se
AY = XA

» Se a matriz X for ndo singular, entdo pode-se diagonalizar a matriz A, ja que
A=¥""A%
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Anélise no espaco de estado

Matriz de transicdo de estado

» Uma propriedade importante da matriz de transicdo de estado é
deAt
— At — gAY
dt

> Assim, facilmente demonstra-se que z(t) = eA(~*0)z; de fato é uma soluc3o:

deA(t=to) A(t—t
z(t) = —g %= ATt = Ag(t) = z(t) = Ax(t)
» Uma outra propriedade importante da matriz de transicao de estado é obtida como
segue:
w(ty) = A0 (1), a(ts) = T (ty)

Como tg é arbitrério, fazendo-se tg = t1, tem-se
z(ts) = eA(tgftl)m(tl) - eA(tzftl)eA(tlfto)m(tO)

Portanto,
eAltz—to) _ A(tz—t1) jA(t1—to)

Aty

A matriz e2(17%0) faz a transicio de z(tg) a z1(t1) e e271) de z(t1) a z(tz).

» Se ty = tg, ent3o

T = eAlto—t1) JAlt1—t0) _ ,—Alt1—t0) JA(t1—t0) _ [6‘4(/.1—/«0)]*1 — o~ Alti—to)
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Anélise no espaco de estado

Matriz de transicdo de estado

> A matriz de transicio de estado e? pode ser calculada pelos seguintes métodos:

1. eAt = £~ [(s] - A)*l}, em que £ denota a transformada de Laplace.

Para provar essa expressdo, note que

[deAt:| —c[eAta] = £[eA] A

dt
Por outro lado, da propriedade da transformada de Laplace da derivada, tem-se

L [det} = sl [eAt] —eAt =sL [eAt] -1

t=0
Igualando essas duas expressdes, obtém-se finalmente
L [eAt] A=sL [eAt] -I = L [eAt] (sI-A)=1
= LleM=@G6r-4)7" = eM=r7[(sT- A7

-1 . . -
2. eAt = ;L:() ay(t) A, usando o método polinomial (n polos distintos).

3. eAt = 2eM¥ 1, usando a decomposicio em autovalores e autovetores A = SAX 1.
Essa método é obtido diretamente da seguinte propriedade da matriz de transicdo de

-1
estado: se |Y| # 0 entdo e¥ XY~ =YXy !
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Anélise no espaco de estado

Matriz de transicdo de estado

Exemplo: Calcule et para a seguinte matriz A = {_03 _14}

1. Usando a transformada de Laplace: e** = £~} [(s[ - A)_l]

» A matriz (sI — A) é dada por
s -1
(SI_A):[S s+4}

» Sua inversa (sI — A)~! é dada por

of — -1 _ 1 (s+4) 1
(s = 4) (s+1)(3+3){ -3 S}

> Aplicando a inversa da transformada de Laplace, obtém-se
—t —3t

_ _ 13 t—e 3t e t—e
At _ 1 _ 1] _ =
e =L [(51 A) ] =3 [3(67& —e7t) 3e73t_ e—t:|
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Anélise no espaco de estado

Matriz de transicdo de estado

2. Usando o método polinomial: e*' = ;:01 e (t) AL
Os coeficientes ay(t) sdo obtidos do sistema ZZ;OI aXf = et comi=1,...,n,
ou seja:
| DYDY S ao(t) eMt
T XA A o ! ax(t) etz
[P TEED Y SRR Vo as(t) | _ |eMt
I A A2 o A {an—a () ernt
A matriz acima é conhecida como matriz de Vandermonde.
> O sistema de equacdes para o exemplo em quest3o é dado por:
(3€7t _ 67315)

[ .

a1 =

N =N =

(6—t _ 673t)

» Portanto, a solucdo fica sendo:

1 —t _ ,—3t —t _ ,—3t
et = ag(W)I + a1 (A = 5 { 3e ¢ ¢ ¢ }

3(e™3t —e7t) 3e73t — et
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Anélise no espaco de estado

Matriz de transicdo de estado
3. Usando a diagonalizacio: et = Se’ty 1

> Note que os autovalores de A sdo \; = —1e Ao = —3
. - -1 -1
> Os respectivos autovetores s3o v] = 1|eva=|34
» Portanto a matriz de autovetores ¥ = [v1 v2] é dada por
-1 -1
== 3]
e a matriz de autovalores A é dada por

_—1 0 At_eit 0
NP

» Finalmente, obtém-se

At _ s Atsm1 _ L [=1 —1] [e™! 0 -3 -1

B o | gy
et _ =3t e—t _ =3t

|:3(673t _ €7t) 3673t _ eft:|

N = N =
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Anélise no espaco de estado

Solugdo homogénea

» Exemplo: Calcule a solucdo homogénea do sistema

#(t) = [_03 ! 4} (t)

y(t) = [1 1] z(t)

para a condic3o inicial
o = [1 —1]T

» Do exemplo anterior, sabe-se que

ar 1[ 3¢t —e 3t et — 6315:|
€ = )

=3 3(6—3t _ 6—t) 363t _ ot
» Assim, o estado é dada por
z(t) = ety = |: ett]
e portanto a resposta homogénea fica sendo

y(t) =0
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Anélise no espaco de estado
Solug3o forcada

» Seja a equacdo no espaco de estado dada por

z(t) = Az(t) + Bu(t), z(to) = xo

v

Considere uma solucdo particular na forma

z(t) = e 71y(t),  com v(t) a ser determinado

v

Substituindo x () na equac3o de estado, tem-se

Aty (1) 4 A0 (1) = Ae* Ty (t) + Bu(t)

v

Como [eAt=t0)]=1 = ¢=A(t—t0)  obtém-se

o(t) = e 2710 Buy(t)

v

Considerando que u(t) = 0 para t < to e integrando, obtém-se

v(t) — v(to) f e~ ATt By(r) dr

v

Notando que x(to) = o = v(to), tem-se

x(t) = 100 4 f:o A Bu(r)dr, t>to

> Note que a saida é dada por y(t) = Cz(t) + Du(t)
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Anélise no espaco de estado

Solug3o forcada

» Exemplo: Calcule a resposta y(t) do sistema:
0 1 -1
A_[_3 _4}, B_{O}, c=[3 3], D=1,

S T
para a entrada em degrau u(t) = u(t) e condi¢do inicial zo = [1 —1} .
» Do exemplo anterior, foi visto que a solucdo homogénea é nula para esse sistema.

» Assim, resta calcular a resposta forcada dada por

t t
/ Ce* " Bu(r)dr = C (/ et d7'> B
0 0

[é (8 +e 3t 964) i (2 e 3 — 3et)] —eH

_1— e;st + Be;t %efzn (71 +e2t)

» Portanto, a saida y(¢) é dada por

t
y(t) = Ce™'zo +/ Ce* "I Bu(r)dr + Du(t) =e >, t>0
0
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Anélise no espaco de estado

Resposta ao impulso e fun¢do de transferéncia

> A resposta ao impulso h(t) é obtida da férmula anterior, com:

z0=0, to=0 e wu(t)=46(t)

» Assim, usando o fato que
| swswa =50
obtém-se
h(t) = Ce™ B+ D&(t), t>0
» Esse mesmo resultado pode ser obtido aplicando-se a transformada de Laplace em
z(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)
com condicdes iniciais nulas, ou seja
(sI — A)X(s) = BU(s)
Y(s) =CX(s)+ DU(s)
que fornece a funcdo de transferéncia H(s) dada por
Y(s)=H(s)U(s), H(s)=C(sI—A) 'B+D
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Anélise no espaco de estado

Resposta ao impulso e fun¢do de transferéncia

> Tendo em vista que
Y(s)= H(s)U(s), H(s)=C(sI—A) 'B+D
Claramente, a resposta impulsiva h(t) é dada por
h(t)=CL™" [(sI — A)™'| B+ Dé(t) = Ce** B+ Dé(t),  t>0
> A resposta completa do sistema y(¢) é a soma da resposta homogénea:
yh = CeA(t—to)xO
com a resposta forcada, dada pela convolugdo de h(t) com u(t):
¢
yr = h(t) *u(t) = / Ce* """ Bu(r) dr + Du(t)
to

> Vale a pena relembrar que:  L[y(t) = h(t) xu(t)] — Y(s) = H(s)U(s)

» A figura abaixo apresenta o diagrama de blocos da relacdo entrada-saida.

u(t) h(t) = Ce™ B + D4(t) y(t)
U(s) H(s)=C(sI — A 'B+D Y (s)
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Anélise no espaco de estado

Polos e estabilidade assintética

» Os polos estdo diretamente associados com os autovalores da matriz A.
» Para ver esse fato, considere o modelo no espaco de estado

& = Ar + Bu
y=Cx+ Du

» A func3o de transferéncia correspondente é dada por
H(s)=C(sI — A)"'B+D
> Usando a férmula da inversa de uma matriz X ' = adj(X)/|X|, tem-se

Cadj(s] — A)B
H(s)=————7—+D
() |sI — A|
» Percebe-se, portanto, que os polos de H(s) sdo as raizes do polinémio carateristico
|sI — A|, ou seja, os autovalores \; da matriz A.

» Portanto, o sistema sera assintoticamente estavel se a parte real dos autovalores
Xi(A) for negativa, ou seja, Re[A;(4)] < 0.

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP) ES728 — Controle Avancado de Sistemas 34 /50



Anélise no espaco de estado

Polos e estabilidade assintética

» Considere o sistema
T = Ax + Bu
y=Cz+ Du

» A func3o de transferéncia é dada por

Cadj(sI — A)B

-1
H(s)=C(sI—A) "B+ D= 5T — 4] +D
» Os polos sdo as raizes do polindmio caracteristico:
>> ¥ Comandos do Matlab
det(sI —A)=0 >> sysc = ss(A,B,C,D)
>> pole(sysc)
» Porém cancelamentos entre polos e zeros podem  >> pzmap(sysc)

ocorrer.

» Os zeros invariantes sdo os valores de A € C tais
que a matriz:

M—A B >>

c D >>

>>

perde posto. >>
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica controlavel
» Considere o sistema de ordem n dado por
y™ +ary™ T 4t any = bou™ + b 4 b
» A func3o de transferéncia correspondente é dada por

His) = Y(s)  bos" +bis" '+ 4 bu15+by _ b(s)
T U(s) stdarsnl 4 dan—istan  a(s)

> Note que Y (s) pode ser reescrito como

Y(s) = b(s)Q(s), com Q(s)=$U(s)

» Para construir o diagrama de blocos de H(s), primeiramente representa-se o termo

Qls) _ 1 _ L

U(s) a(s) T st a1s" 14 -+ an_15+ an

» Em seguida, representa-se o termo

Y(s) =b(s)Q(s) = (bos" +brs" " + -+ +bp15+bn) Q(5)
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica controlavel

> A representagdo do termo Q(s)/U(s), ou seja, da equagdo diferencial
" (8) + arg" "V (0) + -+ ang(t) = ult)

é claramente descrita pelo diagrama de blocos abaixo

u(t) g g q 1 90
_a2
[ —n ]
> Agora, é necessario representar o termo Y (s) = b(s)Q(s), dado por
Y(s) = (bos" +b1s" "+ + 15+ bn) Q)

que no tempo é

y(t) = boq"™ +b1g™ P 4 by 1G+ bag

> Note que os estados ¢, ¢, ...,q" V), ¢(™, necessérios para construir a saida y(t), ja
estdo disponiveis no diagrama acima.
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica controlavel

» O diagrama de blocos final é dado por

ulu ...q@q@
]

—a, |

» Para levantar o modelo de estado do sistema na forma canénica controlavel, deve-se
associar um estado a saida de cada integrador, como segue:

x1=gq L1 = T2
To = q —t itQ = I3
_ (n-1) o (n) _ — .=
Tn = (q In = ( =u A1Tn a2Tn—1 an 1
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica controlavel

P> A saida do sistema, nesse caso, é dada por
y(t) = bpx1 + by + - + b1y + boq(">
» Usando o termo q("> =U—a1%Tn — A2Tn—1 — *** — Apx1, tem-se
y(t) = (bn — boan)z1 + (bn—1 — boan-1)x2 + -+ - + (b1 — boai)xn + bou

» Na forma matricial, com z(t) = [#1 22 -+ 2n |7 tem-se

i:l O 1 O e O 1 O
Ta 0 0 1 0 T2 0

= + u(t)
j:n —Qn —Qn—-1 —Qn—2 e —ax Tn 1

= [bn —boan, -+ b1 — boal] m(t) + [bo]u(t)

ou seja
z(t) = Acz(t) + Beu(t)
y(t) = Cea(t) + Deu(t)
> Note que os coeficientes do polinémio caracteristico a(s) estdo na ultima linha da

matriz A. e que os elementos da matriz B. s3o nulos, exceto o da dltima posico.
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica observavel

» Considere o sistema de ordem n dado por

y(n) + aly(nfl) + ot any = bou™ + biu™ Y £+ bou

» A funcdo de transferéncia correspondente é

H(s) = Y(s)  bos" +b1s" 4+ bu15+by  b(s)
T U(s) s"daisnl4 - dan—istan  a(s)

» Pode-se mostrar que a sua representacdo na forma canénica observavel é dada por

Cb1 0 0 0 —0Qn T1 bn - boan
To 1 0 -+ 0 —an T2 brn—1 —boan-1
= . , |+ : uf(t)
T 00 -+ 1 —a Tn b1 — boa
y= [0 0 -+ 0 1] x(t) + [bo]u(t)
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica observavel

> Seja a fungdo de transferéncia

His) = bos" +bis" ' 4+ bu1s+ba _ b(s)
T osndasn 4 dap_1s+an | a(s)

» Considere o caso n = 3. Usando a relacio

Y(s)=H(s)U(s) = %U(s)

tem-se a(s)Y (s) = b(s)U(s), ou seja,
Y (s) +a15Y (s) + aasY (s) + asY (s) = bos’U(s) 4 b1s*U(s) + basU(s) +b3U (s)
» Essa equacdo pode ainda ser reescrita como

bsU(s) — azY (s) = s°Y (s) — bos’U(s) + a15°Y (s) — bis°U(s) + azsY (s) — basU(s)

Py (s)
> Multiplicando o termo Pi(s) por s™', tem-se

s Pi(s) = 8°Y (s) — bos U(s) + a1sY (s) — bisU(s) +a2Y (s) — b2U(s)

Pa(s)
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica observavel

> Multiplicando agora o termo Pa(s) por s™', tem-se
s Py(s) = sY (s) — bosU(s) +a1Y (s) — b1U(s)
P3(s)
» Multiplicando o termo Ps(s) por s~*, obtém-se, finalmente,
s Py(s) = Y (s) — boU(s) = Y (s) = boU(s) + s~ " Ps(s)

» O diagrama de blocos é apresentado abaixo.

v ]

l l
o
S Pi(s) m Xs(s) Py(s) m Xa(s) Py(s) m Xi(s

T T T

Y(s)
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica observavel

» Definindo os estados x1, 2 € x3 como indicado no diagrama de blocos, tem-se
y(t) = z1(t) + bou(t)
Z1(t) = z2(t) + bru(t) — a1y(t) = —arx1(t) + z2(t) + (b1 — boa1 )u(t)
i’z(t) = xg(t) + bgu(t) — agy(t) = —azl‘l(t) =4 1‘3(15) +4 (b2 — boag)u(t)
i’g(t) = bgu(t) — agy(t) = —(131‘1(1’) + (bg — boa3)u(t)
» Na forma matricial, tem-se
z(t) = Aoz(t) + Bou(t)
y(t) = Cox(t) + Dou(t)
com
—ai 1 0
Ao = | —a2 0 1

—as 0 0

, Co=1[1 0 0], D= [b]

bl — boCLl
, Bo= [b2—boaz

bs — boas
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Anélise no espaco de estado
Forma canénica modal
» Considere a func3o de transferéncia
Y(s)  bos" + b1s" L4+ bp_15+ by

H = =
(5) U(s) s +ars" L+ 4+ an_15+an

com polos distintos.
» Suponha que H(s) tenha a seguinte decomposicdo em fracdes parciais:
C1 C2 Cn

H(s)=co+ + +F
s—p1 S—p2 5—pn

» Note que cada fracdo parcial
Yi(s) ci
U(s) s—ops

pode ser representada pelo seguinte diagrama de blocos:

[ v

U(s) —O

][

3

» Fica claro que a funco de transferéncia H(s) serd a soma (a conex3o em paralelo)
de cada um dos blocos H;(s).
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica modal
» Exemplo: Considere a func3o de transferéncia
s+ 2 2 1
H(s) = = -
$24+7s+12 s+4 s+3
» Sua representacdo na forma canénica modal é

u(t) O T2 —O— )

» O modelo no espacgo de estado desacoplado é obtido diretamente do diagrama:

C

a'c1=u—4x1, d:gzu—ng, y=2x1—x2

ou seja, as matrizes de estado (A, B, C, D) sdo dadas por

Ap = {_04 _03] , Bm= H , Cm=[2 —1], Dn=][0]

> A solucdo ;(t) é dada por: z;(t) = ePi*z;(0) 4 fot ePit=y(r)dr, t>0.
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Anélise no espaco de estado

Forma canénica de Jordan

» Suponha que a fun¢do de transferéncia H(s) tenha a decomposicdo:

c1 C2 ce Cet1 Cn
H(s) =co+ + 4+ 4+ e
(s) 0 s —p1 (s —p1)? (s—p1)*  s—pes1 S — Dn

=co+ Hi(s) + Ha(s) + -+ He(s) + Heya(s) + - + Hn(s)

em que p; tem multiplicidade £ e os polos restantes s3o todos distintos.
> Para obter a representacdo de H(s), basta notar que uma fracdo parcial na forma

_Yi(s)
U@s)  (s—m)*

tem a representac3o abaixo (para o caso £ = 2):
U(s) 1

~
|\

8 J L

p1 p1

> A func3o de transferéncia H(s) serd entdo composta pela conexdo em paralelo dos
blocos H;(s), incluindo todas as possiveis multiplicidades.

H[(S)

1 Ye(s)
_ c2
S
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Anélise no espaco de estado

Forma canénica de Jordan
» Exemplo: Suponha que a fun¢do de transferéncia H(s) seja dada por
C1 C2 C3
+ 5 +
s—p1 (s—p2)® s—ps

H(s) =

» Sua representacdo na forma candnica de Jordan estd apresentada abaixo.

T T
O 1 f 1 o
I 1
u(t) T3 T3 To T2 y(t)
O J O / c2 O
]— P2 L p2
T T
O 4 f 4 cs
I b3
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Anélise no espaco de estado

Forma canénica de Jordan

» O modelo no espaco de estado é obtido diretamente do diagrama, como segue:
T1 = U+ p171
T2 = T3 + P22
T3 = u+ p2T3
T4 = U+ P3x4

> A saida y(t) é dada por

Y = C1T1 + C2X2 + €374

» Portanto, as matrizes Ay, By, Cy e Dy, na forma de Jordan, sdo dadas por

p1 | O 0 0 1
0O [p2 110 0

Ay = 010 pm|o | By = K C(]:[cl c2 O 03}, D, =[0]
0 0 O |ps 1

» A matriz A tem trés blocos de Jordan: o primeiro de dimens3o 1 x 1, o segundo de
dimens3o 2 X 2 e o terceiro de dimensdo 1 x 1.

» Quando existirem polos com multiplicidade, o mais préximo que se pode esperar de
uma matriz A diagonal é a forma de Jordan, em que o elemento n&o nulo da
diagonal superior tera valor 1.
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Anélise no espaco de estado

Cancelamento de polos e zeros

> Na apresentacdo das formas canénicas, n3o foi considerado o fato que H(s) pode
conter cancelamentos de polos e zeros.

» Assumindo na expressdo anterior que c1 =1, ce =2, ¢c3 =3, pr =p2=1ep3s =3,
tem-se
1 2 3 4s® — 125 + 8s

H(s) = —
) = Y G T 53 T o6 122 — 1057 3

» O diagrama de blocos e a representacdo na forma candnica de Jordan foram
apresentadas anteriormente.

» Porém, fatorando H(s) como o produto de polos e zeros, tem-se equivalentemente

H(s)— M =D -1 (s —2) 45> — 8s

(s—=3)(s—1)3  (s—3)(s—1)2 s3—-5s2+75—3

» Percebe-se que ocorreu um cancelamento de polo e zero, reduzindo assim a ordem
de H(s) de quatro para trés.
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Anélise no espaco de estado

Cancelamento de polos e zeros

» Para essa funcdo de transferéncia H(s), agora de ordem trés, uma representacdo na
forma de Jordan pode ser dada por

1 1 0 0
A,:lo 1 01, BJzH, Cr=[2 1 3

0 0 3 1

» Uma outra representacdo com A na forma de Jordan é dada por

1 1 0 1 -5
Ajzlo 1 0]7 31:4[—2]7 Cr=[-4 8 12
0 0 3 1
» A matriz da transformac3o de similaridade que relaciona essas duas representacdes é
dada por

-2 5 0

T=]0 -2 O]

0 0 4
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