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Nota ao leitor

» Estas notas sdo baseadas principalmente nas referéncias:

» K. Ogata, Engenharia de Controle Moderno, 4% edicio, Pearson Education do Brasil,
2003.

» G. F. Franklin and J. D. Powell and A. E.-Naeini, Feedback Control of Dynamic
Systems, 6th Ed., P.-Hall, 2010.

» G. F. Franklin and J. D. Powell and A. E.-Naeini, Digital Control of Dynamic Systems,
2nd Ed., Add.-Wesley, 1994.

» Material suplementar:
> K. Ogata, Discrete-time control systems, 2nd Edition, P.-Hall, 1995.

» R. C. Dorf and R. H. Dorf, Sistemas de controle Modernos, 8% edicdo, LTC Livros
Técnicos e cientificos, 2001.

> R. Rowland, Linear Control Systems: Modeling, analysing, and design, John Wiley

J.
& Sons, Inc., 1986.

» B. C. Kuo, Automatic Control Systems, Tth edition, Prentice Hall, 1994.
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Conceitos de modelagem de sistemas
Sistema carro-péndulo

» Considere o sistema carro-péndulo da figura abaixo.

» Energia cinética:

1. o 1 o 1 o5 1_ .9
T==-M = = =1
5 T +2mmc+2myc+2 <0
» Comz.=x+ ésin@, Te =12 + %90050, Yo = f%cosﬂ, Yo = %ésinﬂ, tem-se
2 2
T = %M¢2+%m (iJréGcosG) + %m (é@sin@) +%Ic02
1 s 1 2.5 1 .. 1.
=3 (M +m)z” + ZmZO + émlacGCosH + §I59
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Conceitos de modelagem de sistemas

Sistema carro-péndulo

» Energia potencial:

U= %ka + mg£

3 (1 —cos0)

» Equacdao de Movimento via Lagrange:

d (oT 8T 8U
a (aq) aq Q’u q= (:C>9)

» Para a coordenada x, tem-se

oT 1 oT

% (M+m)x+2ml€cosi9 %:O
d (oTy 1 1 o oU
— (a)—(M+m)x+§ml9c056’f§ml9 sin 6, %—lm

» Fornecendo assim a primeira equacdo:

(M +m)i+ %ml (écos&—ézsine) +ci + kxz = f(t)

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP) ES710 - Controle de Sistemas Mecanicos 4/15



Conceitos de modelagem de sistemas

Sistema carro-péndulo

» Para a coordenada 6, tem-se

or I’ or 1o

% —0—|— mlmcos@—k[ 0, 0 = —imlmﬂsm@

or 12 ou !
(89) —0+I 6+ ml(mcos07m0sm0) @—mggsm@

» Fornecendo assim a segunda equacio:
(I + 1/4mi*)0 + 1/2ml cos 0i: 4+ 1/2mgsin 6 = 0
» Portanto, a equacdo de movimento n3o linear é dada por
(M +m)é + 1/2ml(f cos 0 — 6% sin ) + ci + kz = f(t)
(Ic + 1/4m12) 6 +1/2ml (i cos 6 + gsin ) = 0
> Desacoplando as equacdes acima (com I, = mi?/12), tem-se
(M +m — 3/4m cos” 0)i — 1/2mif? sin @ — 3/4mg cos sin @ + - - -
+ct+ ke = f(t)
2/3(M +m — 3/4m cos” 0)16 + 1/2mi” cos sin @ + (M + m)gsin — - - -
— (cx + kx) cosO = — f(t) cos @
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Conceitos de modelagem de sistemas

Sistema carro-péndulo
» Com k =0e c=0, a equacdo linearizada, na origem, é dada por
Mi — 3/4mgf = f(t), M =M +1/4m
2/3M16 + Mg = —f(t), M=DM+m

» Aplicando Laplace na equagdo acima, tem-se
Ms*X (s) — 3/4mgO(s) = F(s)
2/3M1s*O(s) + MgO(s) = —F(s)

> A func3o de transferéncia entre F'(s) e ©(s) é dada por

_O(s) _ 3/2
Hos(9) = ) = ~ 22 +3/2Mg

> A func3o de transferéncia entre F'(s) e X(s) é dada por

X(s) I1s* +3/2g

H.¢(s) = = — =
s(e) F(s)  Mis* +3/2Mgs?
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Conceitos de modelagem de sistemas
Sistema carro-péndulo
» A funcdo de transferéncia
O(s) 3/2

_O(s) _
Hos(s) = F(s)  Mis2+3/2Mg

pode ser rescrita na forma

1 > 3 Mg 1
H _ — 727‘7 n - = ~ _ =
or(s) W T com w 5 11 e v p

» Perceba que os polos de Hyy(s) estdo localizados em s1,2 = tjwn.
» A funcdo de transferéncia
X(s 1s> +3/2g
foy ey = X0 18 48/%
F(s)  s2(Mls? +3/2Mg)

pode ser rescrita na forma

2 $% + w?
fo( ) 3"}/&) 152(527-‘,—“])’ com  wy = \/3/2\/9/1

> Perceba que os polos de H,¢(s) estdo localizados em s1,2 = jw, € s34 = 0.

» Os dois zeros de H, ¢ (s) estdo localizados em s;12 = tjw.. Note que /g/l
corresponde a frequéncia natural de um péndulo gravitacional simples ideal.
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Conceitos de modelagem de sistemas
Sistema carro-péndulo
» Diagrama de Bode de Hos(s) e Hay(s), assumindo-se M = 0.5 kg, m = 0.3 kg,
I1=04m,g=981m/s>, c=0ek=0.

Bode Diagram

501

—— Hgy(s)
or Hyp(s)

Magnitude (dB)

-50r

-100
180
1351
90
451

Phase (deg)
=)

45
90

-1351
180 1 0 1 2

10 10 10 10

Frequency (radis)

» Observe que no diagrama de Bode de H(s) existe uma antirressonéncia na

frequéncia w. = 1/3/24/g/l = 6.07 rad/s. Portanto, se a frequéncia de uma
excitacdo harménica f(t) for w., o carro ficard imével e apenas o péndulo oscilara.

» Quanto maior a frequéncia de excitacdo, com w > w, = \/3/2v/ (Mg)/(Ml) = 7.15
rad/s, menores serdo os deslocamentos do carro e do péndulo.
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Conceitos de modelagem de sistemas

Motor-carga controlado pela armadura

» Considere o motor CC (corrente continua) de im3 permanente, cujo principio de
funcionamento esta apresentado na figura abaixo.

> Para esse sistema, o torque do motor 7, [Nm] é dado por
Tm:K1¢ia :Kmia7 Km :K1¢

em que ¢ é o fluxo magnético [weber], i, é a corrente na armadura [ampére] e K; é
uma constante.

» A forca contra-eletromotriz V4 [volt] é dada por
Vo = Kodwm = Kpwm, Ky, = K29

em que wy, € a velocidade angular do rotor [rad/sec] e K2 é uma constante.
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Conceitos de modelagem de sistemas

Motor-carga controlado pela armadura

» A armadura pode ser descrita pelo circuito RL abaixo, em que a corrente i, é
gerada por um tensdo de controle V().

L la R
V(t Vi
(® s (M)—
o . L, dig .
» A equacdo diferencial que governa o circuito é: LE + Ri,=V -V,
» Como o fluxo da armadura é constante, tem-se
Tm — Kmiuy e ‘/b = wam
» Curvas de torque versus velocidade
Torque
Torque de “stall”
-
Sem carga
0 Velocidade do motor w .y, [rad/s]
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Conceitos de modelagem de sistemas

Motor-carga controlado pela armadura

» Notando que o eixo do motor estd conectado a uma carga de inércia J e esta sujeito
a acdo de um atrito viscoso b, a equacdo de movimento é dada por

Jém + bém =Tm
» Usando a equacdo do motor derivada anteriormente, dada por
dig . ) ;
LS8 Ria =V —Vi, =Ko, € Vi = Kowm, @ =0

» Obtém-se o seguinte sistema de equacgdes acopladas:

IO - = Koni (U b9)8n(s) = Knnla(s)
L% N Riy =V — Ky, (Ls + R)Ia(5) = V — sKyOm(s)

» Cuja representacdo por diagrama de blocos é dada por

Vv 1 I, 1 Qm 1 Om
-O— %-—M( o -
Ls+ R Js+b s

I @A

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP) ES710 - Controle de Sistemas Mecanicos 11/15



Conceitos de modelagem de sistemas

Impedancias complexas

» Exemplo: Considere o sistema abaixo

> Assim

ZoIh :(Z3+Z4)IQ e LH+1=1

» Fornecendo
Za

o( 2) = (Z3+ Zs)I2 2 7ot Zat Za
Z3 4 Zy
of1 = (Zs + Za)( 1) 1 7o+ Za + Za
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Conceitos de modelagem de sistemas

Impedancias complexas

» Sabe-se também que

Z2(Z3 + Za)
Vi =711+ 71, = |Z —_——
(s) I+ Z2h 1+Z2—|—Z3+Z4
AV
Vo =Zylo = ——"F——
(5) R/ Zs+ Za
» Portanto
Vo(s) Z2Zy
Vi(s)  Z1(Za+ Zs+ Z4) + Z2(Z5 + Za)
» Substituindo Z; = Ry, Z» = Cls’ Z3=Roe Z,= i obtém-se
Vo(s) s
Vi(s) Rl(cis L) (Rz + cTs)
1

- R1C1R2C28% + (R1Cy + R2C2 + R1C2)s + 1
» Circuito em cascata (em série) as impedancias somam.
» Circuito em paralelo, a impedancia equivalente é dada por:

1 1 1 AVAS

- 4= g = 2122

Z° 77 7+ 7
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Conceitos de modelagem de sistemas
Amplificadores operacionais (Amp Ops)
» Controlador PID.

Ry
o
> Foi visto que “2((33)) = _28 e que “/})((:)) _ _%_
> Note que
1
Zi(s) = le = Lz
Ri1+ Cl Ri1Cis+1
1 RoCos +1
ZQ(S)—RQ{—*:L

Cas Cas
» Fornecendo

VO(S) . VO(S) V(S) . R4 Zo R4 (RQCQS + 1) (R1C15 + 1)
CQS Rl

Vi(s) ~ V(s) Vi(s) RsZi Rs
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Conceitos de modelagem de sistemas
Amplificadores operacionais (Amp Ops)
P> A expressdo anterior pode ser reescrita como

VO(S) _ R4(R1C1 =+ R2CQ) 14 1 1 R1C1R2Co s
Vi(s) R3sR1C5 (R1C1 4+ R2C2) s R1C1 + R2C5
——— —
KP T; Td
» Portanto Vo (s) T
olS i
=K,(1+ —+T,
‘/1(5) P( + s + ds)
com
Ra(R1C1 + R2C2) 1 R1C1R2Cy
K, = 712 = =, T = ———— ==
P R1C1 + R2Co ¢ R1Cy 4+ R2C>

RS Rl 02 ’

» Essa funcdo de transferéncia pode ser ainda reescrita como

VO(S) Kl
=K, +—+K
Vi(s) p+ 5 + Kgs
com K; = K, T; e Kg = K, Tq dados por
R4 R4R201
Ki=———+, Ki=——5—
R3R1Ca ¢ Rs
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