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Nota ao leitor

» Estas notas s3o baseadas principalmente nas referéncias:

» K. Ogata, Engenharia de Controle Moderno, 4% edicio, Pearson Education do Brasil,
2003.

» G. F. Franklin and J. D. Powell and A. E.-Naeini, Feedback Control of Dynamic
Systems, 6th Ed., P.-Hall, 2010.

» Material suplementar:
» R. C. Dorf and R. H. Dorf, Sistemas de controle Modernos, 8% edicdo, LTC Livros

Técnicos e cientificos, 2001.

> R. Rowland, Linear Control Systems: Modeling, analysing, and design, John Wiley

J.
& Sons, Inc., 1986.

» B. C. Kuo, Automatic Control Systems, 7Tth edition, Prentice Hall, 1994.
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Sistemas elétricos

» Modelo matematico de alguns sistemas elétricos basicos.

% B % I L.
> Resistor 6hmico R. A diferenca de potencial (tensdo) v [V] nos terminais do resistor
R[], a qualquer instante, é proporcional a corrente ¢ [A], ou seja,

v=Ri

» Indutor L. A diferenca de potencial v [V] nos terminais do indutor L [H], a qualquer
instante, é proporcional a corrente ¢ [A], ou seja,

di 1
v T <= 7 L/vdt

» Capacitor C. A diferenca de potencial v [V] através do capacitor C' [C], num
instante de tempo ¢ [s], depende da carga elétrica ¢ acumulada nas placas do
capacitor, ou seja,
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Sistemas elétricos

» A corrente i que flui através do capacitor é igual a razdo com que as cargas elétricas
se movem, i.e. ¢ = dg/dt.

» Dessa forma, a carga total acumulada nas placas do capacitor é dada por

q:/idt

» Substituindo a carga g na equacdo da tensio v = ¢/C, tem-se

U:é/idt

» Derivando a tensdo v e usando a relacio i = dg/dt, tem-se

dv 1dg 1.

at —cdt ¢’
» Portanto, a corrente pode ser determinada através da relacao
dv
i=C—
dt
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Sistemas elétricos

P Lei dos nés. A lei dos nés estabelece que a soma algébrica das correntes que entram

num né é nula, ou seja,
E ;=0

» Como regra geral, admite-se que a corrente pode ser indicada a priori sem
necessidade de se saber se a corrente circula verdadeiramente no sentido indicado.

» Como convencdo, uma corrente indicada como entrando num né serd contada
positivamente. No caso contrario, serd contada negativamente.

» Lei das malhas. A lei das malhas estabelece que a soma algébrica das tensdes ao
longo de um circuito fechado, ou numa malha fechada, é nula, ou seja,

Z’Uj:()

» Da mesma forma, deve-se comecar por estabelecer a priori as tensdes aos terminais
de cada dipolo e o sentido do percurso do calculo em cada malha.

» Por convencio, as tensdes definidas de tal modo que o sentido do percurso entre
pelo polo positivo e saia pelo polo negativo serdo contadas positivamente.
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais
Sistemas elétricos

» Exemplo: Para ilustrar esse método de analise, considere o circuito abaixo.

i1 A g
. t R, Tdet T Ry T
v/ — Ry Ry

Bl- —

» Para aplicar a lei dos nés, seleciona-se um né, por exemplo o ponto A, e denota-se
por v4 a tensdo desse né com relacdo a um né de referéncia, né B.

» Aplicando a lei dos nés em A, tem-se
i1 —12 —1i3 =0 — 11 = 19 + 13
» Aplicando a lei das malhas na primeira malha (a malha da esquerda), tem-se
—v+ VR, + VR, =0
em que vg; € a tensdo através do resistor R;.

» Como a corrente através de Ry é i1 e a tensdo em Rz é va, tem-se de imediato que
v —vaA

v=11R1+va — i1 =
Ry
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Sistemas elétricos
» Como a corrente que passa por Rg é i, tem-se

vA

VA = VR, = 122 — 19 = N
2

» Agora, aplicando a lei das malha na segunda malha (a malha da direita), tem-se
—VUR, +VR3 + VR, =0
» Como a corrente i3 circula através de R3 em série com R4, e a tensdo nessa

combinacdo também é v4, tem-se

VA

VA = URy; + VR, = 13([3 + R4 = i3 = ————
s+ vy = is(Ra + Ra) o
» Substituindo os valores de i1, iz e i3 na equacdo i1 = i2 + i3, tem-se

vaA_viA+ vA
R Rs Rs + Ry

» Agora é possivel isolar a tens3o v 4, fornecendo

Ry (R3 + R4)
Rao(Rs + R4) + Ri(R2 + Rs + Ra)

vA =V
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Sistemas elétricos

>

>

Método das correntes de malha. Considera-se que as correntes circulam nas malhas
como descrito na figura abaixo.

Rq R3
— /13 R /13 Ry

Assim, é necessario aplicar a lei das malhas para cada uma das malhas acima.

|+

Para a primeira malha com corrente i1, tem-se
v=1R1+ (’i1 — i2)R2
De forma similar, para a segunda malha, com corrente iz, tem-se
0 =1i2R3 +i2Ra + (i2 — i1)R2

Dessa forma, obtém-se duas equacSes algébricas em i1 e iz, que podem ser
resolvidas simultaneamente.

Uma vez obtidas as correntes, a tensdo nos resistores é prontamente determinada.
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Sistemas elétricos

» Exemplo: Considere o seguinte circuito resistor-capacitor.

» Aplicando a lei das malhas, com vg = iR, obtém-se
VR + Vo = VE — iR+ ve =vE

» Usando a relac3o entre corrente e tensdo num capacitor, dada por

. dvc
— o<
BT
e definindo 7 = RC' a constante de tempo do circuito, obtém-se
dvc(t
P%Q+m@:w@

» Essa equac3o descreve a relacdo entre a tensdo de entrada vg e a de saida vc.

» Essa é uma equacio diferencial de primeira ordem, portanto, para que seja resolvida,
é preciso uma condic3o inicial, ou seja, uma tens3o vco no tempo t = 0.
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Sistemas elétricos

» Exemplo: Considere o seguinte sistema resistor-indutor-capacitor.
R . L

K
v E+£T C

» Aplicando a lei das malhas para esse circuito, obtém-se

vL + VR + Vo = VE

» Para o resistor, vg = iR. Para o indutor, v, = L(di/dt). Assim, tem-se

di
L— +iR+vc=v
au + 1R+ vc E
» Usando a relacdo entre corrente e tens3o através do capacitor C, dada por
: dve di d*ve
i=C—— = —=C
dt dt de?

obtém-se a seguinte equac3o diferencial linear de segunda ordem:
LC%c(t) + RCic(t) + ve(t) = ve(t)
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Solugdo da equagdo diferencial homogénea

» A solucdo homogénea da equacdo diferencial de primeira ordem, dada por
To(t) +v(t) =0, v(0) = vo,
pode ser obtida considerando que a solucdo geral tem a forma
vn(t) = Ae’
» Derivando essa solucdo e substituindo-a na equac3o diferencial, tem-se
0=r1Ase’ + 4! — 0= (ts+ 1)A4e” = (rs+1)=0
> Resolvendo, obtém-se s = —1/7. Assim, a soluc3o geral da homogénea é dada por
on(t) = Ae” /7
» A constante A é determinada usando-se a condic3o inicial
v (0) = Ae’ = A = v
» Portanto, a solucdo homogénea fica sendo
vp(t) = voe /T
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais
Solugdo da equagdo diferencial ndo homogénea

» A solucdo da equacdo diferencial ndo homogénea
To(t) +v(t) =p(t),  v(0) = o,
é dada pela solucdo geral da homogénea v;, mais a solucdo particular v,
v(t) = vn(t) + vp(t)
» Considerando p(t) = E constante, pode-se escolher v, também constante:
vp(t) =C
» Substituindo na equacdo diferencial, obtém-se a integral particular:
T0,(t) +vp(t) = E = v,(t)=F
» A solucdo geral da equacdo ndo homogénea passa a ser
v(t) =vn(t) +vp(t) = Ae™ "+ E
» A constante A é determinada usando-se a condic3o inicial, como segue

vw=A4+F — A=wv—F

v

Consequentemente, a solucdo completa fica sendo
v(t) =vee T+ B(1—e VT
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Solugdo da equagdo diferencial ndo homogénea

» Solucdo completa para uma entrada p(t) qualquer. Considere a equag&o anterior
To(t) +o(t) =p(t),  v(0) =wvo,
» Considere que a solucdo seja dada por
o(t) = e Ty(t), com y(t) a determinar

» Substituindo a solugdo v(t) na equag¢do diferencial, tem-se

—1 4y —t/r. s
7| e UTyt) + e Ty) | + e Ty(t) = p(t)

—e Ty(t) + e Tyt + e Ty(t) = p(t)
e Ty(t) = p(t)
- 9(t) = ~e/p(1)
T
» Para obter y(t), é preciso integrar ambos os lados da equagdo acima:

y(t) —y(0) = 1 / ¢*/"p(a)dar

T
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Solugdo da equagdo diferencial ndo homogénea
» Agora, usando o fato de que

v(t)=e Tyt) = yt)=e"To()

e notando que y(0) = v(0), a equacdo

fica sendo .
e’ Tu(t) —v(0) = l/ e "p(a)da
0

P> Portanto

» Finalmente, obtém-se a solucdo completa abaixo:

¢
v(t) = e_t/Tv(O) + 1/ 6_<t_a)/Tp(a)da
T
0
14/28
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Solugdo da equagdo diferencial ndo homogénea
» Exemplo: Calcule a resposta do circuito resistor-capacitor para uma tens3o de

entrada constante p(t) = E [V] e tens&o inicial no capacitor v(0) = vo [V].

» A equacdo do circuito é dada por
T0(t) + v(t) = p(t), v(0) = vo, T=RC

» A solucido completa é dada por

T

t
v(t) = e u(0) + l/ e = p(a)da
0
» Assim

_ el [t
v(t) = voe YT 4 Fe t/Tf/ e "da
T Jo
t

_ voe—t/‘r + Ee—t/r (6t/7‘ - 1)
0
— e T+ E (1 — eft/T)

_ voe—t/‘r +Ee—t/7'ea/7
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Regimes homogéneo, forcado, transiente e estacionario

» A solucao completa também pode ser particionada em um termo relacionado ao
regime transiente e um termo relacionado ao regime estacionario (permanente).

» Para a equacio diferencial de primeira ordem (como a do circuito RC), obteve-se

1t
v(t) = voe T + - / e p(a)da
—— 0

homogénea forcada

» Assim, considerando que a tensdo de entrada p(t) = E é constante, tem-se
o(t) =voe T+ E(1—e )
N—— N————’

homogénea forcada

» Que pode ainda ser decomposta como a soma dos regimes transiente e estacionario

v(t) = (vo — E eft/T E
(t) = (vo ) +
transiente permanente

» Assim, em regime permanente com t — co, a resposta claramente é dada por
v(t) = E e o capacitor estard plenamente carregado.
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Regimes homogéneo, forcado, transiente e estacionario
» Exemplo: Considere o exemplo do circuito resistor-capacitor, em que R = 2 k],
C =0.1 [mF], vco = 0.6 [V] e ve(t) =2 [V].

> A figura abaixo apresenta as respostas homogénea vy, forcada vy, transiente v,
permanente v, e completa.

2, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
Uh
p o vf
— 14 ;7 --- Ut
= g — Vp
3 —— completa
] )
é 0 /(’__,,4,,777 ,,,,,, .
14 -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Tempo ¢ [s]
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Sistema mecénico com um grau de liberdade

» Mola de rigidez k. Pela lei de Hooke, tem-se que a forca F' exercida pela mola é
proporcional ao deslocamento & com sentido oposto.

F
F =kx

x

» Amortecimento. Coeficiente de amortecimento c. Nesse caso, a forca é proporcional
a velocidade & com sentido oposto.

F
H F:cv:cd—x — F=cz

dt

» Inércia. Segunda lei de Newton.
forca —— aceleracdo

massa
dv d%x .
F:ma:ma:m@ - F=mz
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Sistema mecénico com um grau de liberdade

» Exemplo: Considere o sistema massa-mola abaixo, sujeito a acdo da gravidade.

Equilibrio
da n;o]a 77777777 J(;i B Tk Posic3o de

T equilibrio estatico
Ty

[

» Devido a acdo da gravidade, a mola se deflete e a nova posicdo de equilibrio
estatico, denotada pela constante ¢, é dada por

kd = mg

» No diagrama de corpo livre (DCL), fx e f4 sdo, respectivamente, a forca da mola e
a forca devido a gravidade:

fe =k(z +6) e fg =mg
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Sistema mecénico com um grau de liberdade

» Aplicando a segunda lei de Newton, a partir do DCL, obtém-se
+¢ZForgas= —fx + fg =mi
» Portanto, a equacdo de movimento é dada por
—fk+ fg =ma - —k(x + 8) + mg = m#
» Lembrando que kd = mg, do equilibrio estatico, obtém-se

mi+ kxr =0

» Definindo a frequéncia natural por w, = /k/m, a equacdo de movimento pode
ainda ser rescrita na forma
. 2
T+ wpr =0

» Essa equacdo diferencial linear de segunda ordem requer duas condicGes iniciais:

z(t=0)=xo e Z(t=0) =wo
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Sistema mecénico com um grau de liberdade

» Solucdo homogénea da equacdo diferencial do sistema massa-mola, dado por
my(t) + ky(t) =0 “Equacdo homogénea”
com condi¢des iniciais
yt=0 =y e Yt=0)=1o
» Primeiramente, considera-se que a solucido é harménica, tendo a forma:

y = Z cos(wnt + ¢)

> A primeira e segunda derivada de y(t) ficam sendo

Y = —Zwy sin(wnt + @)

i = —Zw? cos(wnt + )
» Substituindo na equacgdo diferencial, obtém-se

—mZw? cos(wnt + ¢) + kZ cos(wnt + ¢) = 0
» Equivalentemente, tem-se
(k — mw2) Z cos(wnt + ¢) =0
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais
Sistema mecénico com um grau de liberdade

» Observe que a solucdo abaixo deve ser satisfeita para todo instante de tempo t:
(k — mw?)Z cos(wnt + ¢) =0
> Consequentemente, chega-se a expressao
k—mwl=0
cuja solucdo, é a frequéncia natural w, [rad/s], dada por w, = \/%
> A fase ¢ é determinado usando-se as condi¢des iniciais
yt=0)=y e Yt=0)=%
» A condic3o inicial de deslocamento fornece
y(0) = yo = Z cos(¢) = cos(¢) = yo/Z
» A condic3o inicial de velocidade fornece
9(0) = go = —Zwn sin(¢) = sin(¢) = —go/(Zwn)
» Assim, a fase ¢ é dada por

sin(¢) _ -1 { —%o
cos(¢) - ¢ =tan (youm)
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais
Sistema mecénico com um grau de liberdade

> A solucdo y(t) é dada por
y(t) = Z cos(wnt + ¢) = Z [cos(wnt) cos(¢) — sin(wnt) sin(¢)]

v

Portanto, usando o fato que
cos(¢) =yo/Z e  sin(¢) = —yo/(Zwn)

Obtém-se finalmente

v

y(t) = yo cos(wnt) + 22 sin(wnt)

Wn

v

O periodo natural 7 [seg] das oscilacdes é obtida de w,7 = 27, ou seja

2 m
:7:2 e
T o 7r1/k

> A frequéncia natural f, [Hz] sera

1 Wn 1 k

== T wm
> Podendo ainda ser expressa em termos da deflexdo estética, 6 = mg/k, como
1 /g
Jn = 2r V 6
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Sistema mecénico com um grau de liberdade: rotacional

» No caso de sistemas rotacionais, o deslocamento passa a ser um deslocamento
angular, geralmente representado por 6.

» A velocidade angular, denotada por w, é dada por

b0
ot
» Assim, a acelerac3o angular é dada por
Qo _ &0 _
At Az

» O torque T aplicado ao sistema possui as seguintes relacdes:

» Mola torcional de rigidez k:

T = k6
P> Coeficiente de amortecimento c: )
T = ch
> Momento de inércia I: B
T =10
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais
Sistema mecénico com um grau de liberdade: rotacional

» Exemplo: Considere o sistema torcional apresentado abaixo.
0
™~

» Nesse sistema, um torque externo Tk é aplicado a uma massa com momento de
inércia I, acoplada a uma barra de rigidez k e coeficiente de amortecimento c.

» O diagrama de corpo livre para esse sistema estd apresentado na figura abaixo.

W)

T. Tk 0 TE

» Sob acdo de T', a massa I sofre uma rotagdo 6. Assim, as reacdes sdo
Th=k e T.=cb
» O balanco de torques, usando a segunda lei de Newton, fornece
DY T=Te-T.-T=10 -  [0+c0+k=Ts
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Sistema mecénico com muiltiplos graus de liberdade

» Considere o sistema abaixo.

t
mi — W] mao — W ms i()

» Os procedimentos para obter a equacdo diferencial que governa esse sistema sdo
idénticos aos executados anteriormente, usando-se a segunda lei de Newton.

» O diagrama de corpo livre para esse sistema estd apresentado na figura abaixo.

=

AF}CI‘* —»Fk2<— .f(t)

ma2 ms3 b
HF01<7 HFczk

(@] @] @] [@] (@] @]

» Considerando o sinal das forcas representado no diagrama de corpo livre, tem-se

Figy = ki(z2 — 21), Fi, = ka(z3 — x2)
F., =ci(z2 — 21), Fey = co(23 — d2)
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Sistema mecénico com muiltiplos graus de liberdade

» Aplicando o balanco das forcas para cada uma das massas m;, i = 1,2, 3, dado por
+ ..
— Zij + ch = m;L;
J

em que Fy; e Fi; séo as forcas atuantes no corpo 4, tem-se

Fi, + F., = mid1
—Fy, + Fy — Foy + Foy = maio
f(t) — Fyy — Fe, = msis
» Equivalentemente,
mi1i1 — ki1(x2 —z1) — c1 (&2 — 1)
maois + ki(x2 — 1) — ka(x3 — x2) + c1(d2 — ©1) — ca(d3 — &2)
m3i3 + k2(x3 — x2) + c2(d3 — £2) = f(¢)

=0
=0

» Essa equac3o pode ser reescrita na forma matricial, como segue:

m1 O 0 1 c1 —c1 0 x1 k1 —k1 0 x1 0
0 mg 0| |&2|+|—c ca+eca —caf| |Z2|+|—k1 ki+ka —kaf |z2| = |0] f(t)
0 0 ms I3 0 —ca c2 T3 0 —ko ko x3 1

> Assim, tem-se: Mi+ Ci+ Kz = Ff(t)
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Conceitos de modelagem de sistemas e Equacdes Diferenciais

Analogia entre sistemas mecéanicos e elétricos

» A equacdo de movimento de um sistema massa-mola-amortecedor é dada por
ma(t) + ci(t) + kx(t) =0
que pode ser reescrita na forma
E(t) + 20w (t) + waz(t) =0
com w, = \/% (=cfccece= 2vkm.
» Ja a equacdo diferencial do circuito RLC é dada por
LCo(t) + RCO(t) + v(t) = 0

que em termos da carga ¢(t) = Cv(t) passa a ser

Li(t) + R4(t) + Cq(t) =0,  C = é

Podendo ainda ser reescrita na forma
(1) + 2Cwnd(t) + wnq(t) = 0
definindo w,, = \/C'/L, (=R/ccecc=2V CL.

» Claramente ambas equacdes, em termos de ¢ e w,, possuem a mesma soluc3o.
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