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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Introdução

No caṕıtulo anterior apresentamos alguns conceitos importantes re-
lacionados à análise de sistemas lineares invariantes no tempo (SLIT)
descritos por representação no espaço de estado, como por exem-
plo, a solução das equações de estado, as diferentes realizações e o
estudo de estabilidade via critério de Lyapunov.

Este caṕıtulo é dedicado ao projeto de controle de SLIT para os
doḿınios de tempo cont́ınuo e discreto.

De forma a dar ênfase aos aspectos mais relevantes, os desenvolvi-
mentos que seguem são realizados para sistemas com uma entrada
e uma sáıda SISO, mas podem ser generalizados para o caso de
múltiplas entradas e múltiplas sáıdas MIMO. Discussões a este res-
peito será realizada ao longo do texto.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Projeto via Representação de Estado

Considere um sistema LIT com função de transferência

G (s) =
ŷ(s)

û(s)
=

∑nu
i=0(bi − bnai)s

i

∑nx
i=0 ai s

i
+ bn

sendo ai , bi ∈ R, anx = 1 com nu ≤ nx − 1 e sua representação em
espaço de estado

ẋ = Ax + Bu

y = Cx + Du

que na forma canônica controlável, com ci = bi − bnai , é dada por

A =








0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

−a0 −a1 −a2 · · · −anx−1







, B =










0
0
...
0
1










, C =










c0
c1
...
cnu
0










′

, D = bn
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Projeto via Representação de Estado

A estrutura de controle a ser adotada está apresentada na figura a
seguir, em que os ganhos matriciais K ∈ R

1×nx e M ∈ R
nx×1 são as

variáveis a serem determinadas de forma a sintetizar a lei de controle
u(t) que atuará na planta G (s).

r̂
M û x̂K ẋ = Ax + Bu

D

C

Planta

ŷ
+

++

−

Note que esta estrutura considera que todos os estados x ∈ R
nx

estão dispońıveis, hipótese que será eliminada mais a frente.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Projeto via Representação de Estado

A partir do diagrama de blocos anterior, temos

u(t) = K (Mr(t)− x(t))

em que r(t) é o sinal de referência. Conectando esta entrada de
controle no sistema, obtemos o sistema em malha fechada

ẋ = (A − BK)x + BKMr , x(0) = x0

y = (C − DK)x + DKMr

cuja função de transferência é F (s) = S(s)KM com

S(s) = (C − DK ) (sI − (A− BK))−1
B + D
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Projeto via Representação de Estado

Note que a função de transferência em malha fechada F (s) é uma
função escalar sobre a qual podemos realizar as seguintes observações :

Os seus polos dependem exclusivamente do ganho K , que deve
ser determinado de forma a alocá-los em posições adequadas
do plano complexo, de acordo com os critérios de desempenho
especificados no projeto. Esta primeira etapa é chamada de
problema de regulação.

A segunda etapa, após determinar o ganho K , refere-se ao
cálculo da matriz M de tal forma a assegurar um desempenho
adequado em regime permanente.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Projeto via Representação de Estado

O problema de regulação consiste, portanto, em determinar K de
forma que os polos de F (s), ráızes da equação caracteŕıstica

det (sI − (A− BK)) = 0

sejam alocados em posições adequadas, por exemplo, dentro de uma
região Ω de interesse. Assim, escolhendo os polos p1, · · · , pnx loca-
lizados no interior de Ω, podemos determinar o polinômio

P(s) =

nx∏

i=1

(s − pi ) = snx +

nx−1∑

i=0

dis
i

e, assim, calcular K =
[
k1 · · · knx

]
tal que

det (sI − (A− BK)) = snx +

nx−1∑

i=0

di s
i

︸ ︷︷ ︸

P(s)
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Projeto via Representação de Estado

No Matlab existem duas funções que podem ser utilizadas para o
cálculo de K :

A função acker : K = acker (A,B , p) em que p é o vetor
contendo os autovalores desejados. Esta função é baseada na
fórmula de Ackermann e se aplica exclusivamente para siste-
mas SISO. Este método não é numericamente confiável para
problemas com ordem maior do que 10, mas funciona bem para
sistemas com ráızes repetidas.

A função place : K = place(A,B , p) é melhor no caso de
sistemas com ordens elevadas e pode ser utilizada para siste-
mas MIMO. Entretanto, não pode ser adotada quando p possui
ráızes repetidas.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Projeto via Representação de Estado

Note que se o sistema (A,B ,C ,D) estiver na forma canônica controlável,
o ganho K pode ser obtido através da igualdade de matrizes

A− BK =








0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

−a0 − k1 −a1 − k2 −a2 − k3 · · · −anx−1 − knx







=

=








0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

−d0 −d1 −d2 · · · −dnx−1








o que fornece

K =
[
d0 − a0 d1 − a1 · · · dnx−1 − anx−1

]
∈ R

1×nx
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Projeto via Representação de Estado

A segunda etapa do projeto consiste em determinar M de forma
a ajustar o desempenho em regime permanente. Considerando que
ŷ(s) = F (s)r̂(s) temos as seguintes condições :

Erro nulo para entrada degrau unitário :

F (0) = S(0)KM = 1 =⇒ M = S(0)−1K ′(KK ′)−1

Erro nulo para entrada rampa unitária : Neste caso KM deve ser uma
função de transferência h(s) = KM(s) de forma a ser posśıvel impor :

F (0) = S(0)h(0) = 1 e F ′(0) =

(
d

ds
(S(s)h(s))

)

s=0

= 0

O item anterior pode ser generalizado para r(t) = tα, α ≥ 2.

Vale ressaltar que os polos e zeros de h(s) são também polos e zeros
de F (s), o que indica que a escolha da dinâmica de h(s) deve ser
feita com cuidado.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Exemplo : Considerando o motor CC já estudado anteriormente
com função de transferência

G (s) =
ŷ(s)

û(s)
=

0.07143

s2 + 1.0714s + 0.1429

em que y é a velocidade angular e u a tensão de alimentação, deseja-
se através da representação em espaço de estado na forma canônica
controlável determinar os ganhos K ∈ R

1×2 e M ∈ R
2×1 de tal

forma que o sistema em malha fechada satisfaça os seguintes requi-
sitos :

seja estável e acompanhe um degrau unitário com erro nulo
em regime permanente.

não apresente sobrelevação no sinal de sáıda em relação ao
degrau de entrada no doḿınio do tempo.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

A representação em espaço de estado do sistema é dada por

ẋ =

[
0 1

−0.1429 −1.0714

]

x +

[
0
1

]

u

y =
[
0.07143 0

]
x

Três casos distintos foram considerados :
Polos em malha fechada definidos por P(s) = (s + 0.25)2

A− BK =

[
0 1

−0.0625 −0.5

]

⇒ K =
[
−0.0804 −0.5714

]

S(0) = 1.1429 ⇒ M =

[
−10.8829

0

]

Polos em malha fechada definidos por P(s) = (s + 0.5)2

A− BK =

[
0 1

−0.25 −1.00

]

⇒ K =
[
0.1071 −0.0714

]

S(0) = 0.2857 ⇒ M =

[
32.6791

0

]
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Polos em malha fechada definidos por P(s) = (s + 2)2

A− BK =

[
0 1
−4 −4

]

⇒ K =
[
3.8571 2.9286

]

S(0) = 0.0179 ⇒ M =

[
14.5184

0

]

As figuras a seguir apresentam a evolução da sáıda y(t) e do esforço
de controle u(t) para os casos 1, 2 e 3 para r̂(s) = 50/s [rad/s].
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

É importante observar que quanto mais distantes os polos do sistema
em malha fechada estiverem dos polos em malha aberta, maiores em
módulo devem ser os elementos dos ganhos de realimentação K e,
consequentemente, a intensidade do controle u(t) aumenta de forma
expressiva.

Considere agora que o objetivo seja assegurar erro nulo para a en-
trada rampa unitária considerando os polos em malha fechada defi-
nidos por P(s) = (s + 0.5)2. Neste caso, adotando

K =
[
0.1071 −0.0714

]

devemos determinar M(s) tal que F (0) = 1 e F ′(0) = 0. Definindo,

M(s) =
τs + 1

2s + 1

[
m1

m2

]

temos

F (0) = 1 ⇒
[
m1

m2

]

=

[
32.6791

0

]
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

e, além disso,
F ′(0) = 0 ⇒ τ = 6

A figura a seguir apresenta, à esquerda, a resposta do sistema a uma
entrada degrau r̂(s) = 50/s e, à direita, a resposta à entrada rampa
r̂(s) = 1/s2 para os casos com M e M(s).

0 5 10 15 20 25 30
0

10

20

30

40

50

60

70

y

t
0 5 10 15 20 25 30

0

5

10

15

20

25

30

y

t

Observe que o projeto de controle considerando erro nulo para rampa
unitária foi realizado às custas do aparecimento de uma sobrelevação
na sáıda devido ao zero acrescentado em F (s).
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Neste momento, duas perguntas são pertinentes :

Questão 1 : Quando é posśıvel determinar K de maneira a alo-
car todos os polos em posições desejadas no plano complexo ?

A resposta vem de uma propriedade importante chamada contro-
labilidade que será apresentada em seguida.

Questão 2 : Onde alocar os polos em malha fechada do sis-
tema de maneira a atender critérios de desempenho no regime
transitório ?

A resposta para esta pergunta não é simples. No curso anterior
a ideia era alocar os polos dominantes dentro de uma região Ω
que foi obtida a partir de critérios de desempenho como tempo
de estabilização e sobrelevação, deduzidos para uma função de
transferência de segunda ordem. Entretanto, com a possibili-
dade de alocar todos os polos, um critério que permite conci-
liar comportamento transitório, mantendo o esforço de controle
dentro de limites aceitáveis será apresentado posteriormente.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Controlabilidade

O sistema ẋ = Ax + Bu, ou o par (A,B), é dito ser controlável
se para qualquer estado inicial x(0) = x0 e qualquer estado final
x(T ) = xT existir uma entrada u(t) capaz de transferir x0 a xT em
tempo finito. Caso contrário, o sistema é dito ser não controlável.

O lema a seguir estabelece um teste simples para verificar se o par
(A,B) é controlável.

Lema

O par (A,B) é controlável se e somente se a matriz

C =
[
B AB A2B · · · Anx−1B

]
∈ R

nx×nx

denominada matriz de controlabilidade, for não singular.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Comentários :

Como vimos no caṕıtulo anterior, o modelo (Ã, B̃) na forma
canônica controlável pode ser obtido a partir da transformação
Γ = CM da seguinte forma (Ã, B̃) = (Γ−1AΓ, Γ−1B).
Logo, para a descrição do sistema na forma canônica controlável,
a matriz Γ deve ser não singular. Como a inversa de M sempre
existe pois seu determinante fornece det(M) = (−1)nx−1 então
C deve ser não singular.

A controlabilidade de um sistema pode também ser verificada ana-
lisando o gramiano de controlabilidade.

Lema

O par (A,B) é controlável se e somente se o gramiano de controla-
bilidade

WC (T ) =

∫ T

0
eAτBB ′eA

′
τdτ

for não singular.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

De fato, se um sistema ẋ = Ax + Bu, x(0) = x0 for controlável, a
sua solução em um instante arbitrário t = T é dada por

x(T ) = eAT x0 +

∫ T

0
eA(T−τ)Bu(τ)dτ

A função que satisfaz a igualdade é

u(t) = −B ′eA
′(T−t)WC (T )−1(eAT x0 − xT )

Substituindo u em x(T ) e levando em conta que

WC (T ) =

∫ T

0
eAτBB ′eA

′τdτ =

∫ T

0
eA(T−τ)BB ′eA

′(T−τ)dτ

temos

x(T ) = eAT x0 −WC (T )WC (T )−1(eAT x0 − xT )

= xT

somente se WC (T )−1 for não singular !
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Além disso se o gramiano for semidefinido positivo, ou seja,WC (T ) ≥
0 existe χ 6= 0 tal que

χ′WC (T )χ =

∫ T

0
χ′eAτBB ′eA

′τχdτ

=

∫ T

0
z(τ)′z(τ)dτ ≥ 0

Logo, deve existir z(t) = B ′eA
′tχ = 0,∀t ∈ [0,T ]. Portanto, z(t) e

suas derivadas sucessivas devem ser nulas em t = 0, logo







B ′χ
B ′A′χ

...

B ′A
′nx−1χ







= 0

ou seja, C′χ = 0. Logo se o par (A,B) for controlável, então C deve
ser não singular e, portanto, C′χ = 0 se verifica somente se χ = 0 e
único, o que implica que WC (T ) deve ser positiva definida.
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Exemplo : Considere o circuito apresentado a seguir. Considerando
que as variáveis de estado são definidas como x1 = v1 e x2 = v2,
obtenha a representação em espaço de estado do sistema e verifique
se ele é controlável.

u

CC

R R

v1 v2
+
−

A representação do sistema em espaço de estado é dada por
[
ẋ1
ẋ2

]

=

[
−1/(RC ) 0

0 −1/(RC )

] [
x1
x2

]

+

[
1/(RC )
1/(RC )

]

u
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A matriz de controlabilidade é dada por

C =
[
B AB

]
=

[
1/(RC ) −1/(RC )2

1/(RC ) −1/(RC )2

]

⇒ det(C) = 0

⇓

O sistema é não controlável !

A conclusão acima é evidente uma vez que a entrada u pode trans-
ferir x1 ou x2 para qualquer valor, mas não pode levar x1 e x2 para
valores arbitrários. Por exemplo, para x1(0) = x2(0) = 0, indepen-
dentemente da entrada x1 sempre será sempre igual a x2.
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Regulador Linear Quadrático

Não é fácil decidir onde alocar os polos em malha fechada do sis-
tema que desejamos controlar. Polos estáveis muito distantes do
eixo imaginário geram as seguintes implicações :

O sistema em malha fechada chega à estabilidade em um tempo
bastante reduzido

Em contrapartida :

O sistema fica senśıvel a rúıdos de alta frequência, uma vez que
a sua largura de faixa aumenta

Os ganhos de realimentação tornam-se muito elevados e, como
consequência, a amplitude do esforço de controle passa atingir
valores que impedem a implementação do controlador.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Regulador Linear Quadrático

De forma a estabelecer um compromisso entre obter um comporta-
mento adequado no regime transitório e um esforço de controle den-
tro de limites aceitáveis para a implementação, calculamos o ganho
matricial K através da solução do seguinte problema de otimização

J(u) = min
K∈R1×nx

∫
∞

0

(

x(t)′Qx(t) + ρu(t)2
)

dt

em que x(t) e u(t) devem satisfazer as seguintes equações

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = x0

u(t) = −Kx(t)

O controlador K que resolve este problema é conhecido como Re-
gulador Linear Quadrático.

Profa. Grace S. Deaecto ES728 DMC / FEM - Unicamp 26 / 91
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Regulador Linear Quadrático

O papel da matriz 0 ≤ Q ∈ R
nx×nx e do escalar ρ > 0 é de definir

o peso relativo que o estado e o sinal de controle têm no cálculo do
critério J(u). Note que :

Se Q ≫ ρIn > 0 então :

O sistema responde com maior velocidade

O sinal de controle pode assumir valores elevados causando a
saturação dos atuadores

Se ρIn ≫ Q ≥ 0 então :

O sistema responde mais lentamente

O esforço de controle é reduzido
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Regulador Linear Quadrático

Após definir Q e ρ, o ganho K pode ser calculado como apresentado
a seguir :

Regulador Linear Quadrático

A solução ótima do problema linear quadrático J(u) é dada por
u = −Kx com

K = ρ−1B ′P

sendo P = P ′ > 0 a solução da seguinte equação de Riccati

A′P + PA− ρ−1PBB ′P + Q = 0

Ademais, o valor ḿınimo do critério é dado por Jmin = x(0)′Px(0).
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Regulador Linear Quadrático

De fato adotando a função de Lyapunov v(x) = x ′Px e derivando-a
com relação ao tempo, obtemos

v̇ (x) = (Ax + Bu)′Px + x ′P(Ax + Bu)

= x ′(A′P + PA)x + u′B ′Px + x ′PBu

= x ′(A′P + PA− ρ−1PBB ′P)x − ρu′u+

+ ρ(u + ρ−1B ′Px)′(u + ρ−1B ′Px)

= −x ′Qx − ρu′u + ρ(u + ρ−1B ′Px)′(u + ρ−1B ′Px)

cuja integral de t = 0 a t → ∞ fornece

J(u) = v(x0)−✘
✘
✘
✘✘✿

0
v(x(∞)) + ρ

∫
∞

0
(u + ρ−1B ′Px)′(u + ρ−1B ′Px)dt

≥ v(x0)

pois v(x(∞)) = 0 devido à estabilidade do sistema em malha fe-
chada. Além disso Jmin = v(x0) = x ′0Px0.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Regulador Linear Quadrático

No Matlab este projeto pode ser realizado a partir da seguinte
função

[K,P,E] = lqr(sys,Q,ρ)

sendo sys o sistema em representação de estado obtido através
do comando

sys = ss(A,B,C,D)

K é o regulador linear quadrático, P é a solução da equação de
Riccati e E fornece os autovalores do sistema em malha fechada.

Existe uma relação direta entre as escolhas das matrizes Q e ρ e o
desempenho do sistema no regime transitório ?

Felizmente a resposta é positiva e está apresentada em seguida.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Regulador Linear Quadrático

Ao ponderarmos no critério quadrático uma combinação linear dos
estados z = Vx e definirmos Q = V ′V com V ∈ R

nz×nx , temos :

Lugar das Ráızes Simétrico

Seja ϕ(s) = V (sI −A)−1B e ρ > 0. Os polos do sistema em malha
fechada ẋ = (A− BK )x , em que K é o ganho ótimo solução do
problema linear quadrático, são as nx ráızes de

1 + ρ−1ϕ(−s)′ϕ(s) = 0

situadas no semiplano esquerdo complexo.

Como ϕ(s) é conhecida, uma localização desejada dos polos é
imposta através da escolha de ρ > 0.
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Exemplo : Considere novamente o motor CC descrito na forma
canônica controlável. Projete reguladores lineares quadráticos para
Q = I e ρ = {2, 10, 50} e os ganhos M associados de maneira a
obter erro nulo para entrada degrau unitário.

Para ρ = 2 a solução da equação de Riccati é dada por

P =

[
2.1102 1.1570
1.1570 1.2068

]

que permite determinar o ganho de realimentação

K =
[
0.5785 0.6034

]

que aloca os polos em −0.8374 ± 0.1420j . O ganho M

associado é dado por

M =

[
17.4579

0

]
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Para ρ = 10 a solução da equação de Riccati é dada por

P =

[
2.9347 2.0412
2.0412 2.1551

]

que permite determinar o ganho de realimentação

K =
[
0.2041 0.2155

]
e M =

[
23.7997

0

]

que aloca os polos em −0.9023 e −0.3846.

Para ρ = 50 a solução da equação de Riccati é dada por

P =

[
3.7365 2.9074
2.9074 3.0912

]

que permite determinar o ganho de realimentação

K =
[
0.0581 0.0618

]
e M =

[
48.3926

0

]

que aloca os polos em −0.9130 e −0.2202.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

A figura a seguir apresenta a resposta do sistema e o esforço de
controle correspondente para ρ = 2, ρ = 10 e ρ = 50.
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Note que, como esperado, a medida que ρ aumenta o esforço de
controle diminui mas, em contrapartida, o sistema se torna mais
lento.
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Exemplo :Para V = [1 0], utilizando o lugar das ráızes simétrico,
refaça o projeto de controle do motor CC para que o sistema em
malha fechada tenha o menor tempo de estabilização posśıvel e não
apresente oscilação.
Utilizando V apresentada, obtemos imediatamente

ϕ(s) =
1

s2 + 1.0714s + 0.1429

A figura abaixo mostra o lugar das ráızes simétrico. O valor de ρ = 6
permite obter o desempenho desejado.
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System: untitled1
Gain: 0.165
Pole: -0.657 + 9.35e-09i
Damping: 1
Overshoot (%): 0
Frequency (rad/s): 0.657
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Ambos os polos foram alocados em −0.66 fazendo com que P(s) =
s2 + 1.32s + 0.4356. Consequentemente, o ganho é dado por

K =
[
0.2927 0.2486

]
e M =

[
20.8346

0

]

A figura abaixo apresenta a resposta do sistema, bem como o esforço
de controle associado.
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Observador de Estado

A grande vantagem do projeto de controladores via realimentação
de estado é a possibilidade de alocar todos os polos do sistema em
malha fechada em posições adequadas do plano complexo de forma
impor ao sistema controlado qualquer desempenho desejado.

No entanto, o controlador depende da medida de todos os estados
do sistema, o que muitas vezes é imposśıvel de ser obtida, seja
por motivos de custos dos sensores ou por impossibilidade f́ısica de
implantação dos medidores.

Neste caso, uma forma de contornar esta dificuldade é estimar os
estados tendo como base as informações dispońıveis na sáıda.

A estrutura que permite estimar o estado do sistema é chamada de
observador de estado.
Profa. Grace S. Deaecto ES728 DMC / FEM - Unicamp 37 / 91
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Observador de Estado

A figura seguinte apresenta em destaque o observador de estado.

r̂
M

û

x̂o ≈ x̂

K
ẋ = Ax + Bu

Observador

y = Cx +Du

ẋo = Axo + Bu + L(y − yo)

yo = Cxo +Du

Planta

ŷ+

−

Note que L ∈ R
nx×1 é o ganho do observador a ser determinado.

Além disso, como não se conhece x , geralmente xo(0) 6= x(0).
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Observador de Estado

Definindo o erro entre o estado verdadeiro e o estado estimado como
sendo eo(t) = x(t)− xo(t), temos

ėo = ẋ − ẋo

= Ax + Bu − (Axo + Bu + L(Cx + Du − (Cxo + Du)))

= A(x − xo)− LC (x − xo)

= (A − LC )eo

Note que o ganho L deve tornar a matriz (A−LC ) estável para toda
condição inicial eo = x(0) − xo(0). Mas não apenas isto :

O erro eo(t) deve tender a zero com uma velocidade aceitável. En-
tretanto, alocar os polos de (A − LC ) muito distantes do eixo ima-
ginário, faz com que as componentes dos ganhos L sejam elevadas
e a largura de faixa do observador seja grande deixando-o suscet́ıvel
a rúıdos de alta frequência. Logo, deve haver um compromisso !
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Observador de Estado

Considerando a existência de rúıdos no sistema, ou seja

ẋ = Ax + Bu + w

y = Cx + Du + υ

Neste caso, o erro de estimação é dado por

ėo = (A− LC )eo + w − Lυ

o que indica que o aumento de L faz com que a dinâmica do erro
seja mais rápida, mas em contrapartida aumenta a intensidade do
rúıdo de medição. Podemos considerar, por exemplo,

w(t) = Uδ(t) , υ(t) =
√
µδ(t)

para indicar a atuação do rúıdo em todo o espectro de frequência, já
que δ̂(jω) = 1, ω ∈ R, em que U ∈ R

nx×1 e µ são dados e definem
a intensidade e abrangência do rúıdo.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Observador de Estado

A equação do erro é dada por

eo(t) = e(A−LC)teo +

∫ t

0
e(A−LC)(t−τ)(w(τ)− Lυ(τ))dτ

= e(A−LC)txo + e(A−LC)tU
︸ ︷︷ ︸

ew (t)

−√
µe(A−LC)tL

︸ ︷︷ ︸

eυ(t)

Logo, um bom critério para a determinação do ganho L pode ser
escrito na forma

J(L) =

∫
∞

0

(
ew (t)

′ew (t) + eυ(t)
′eυ(t)

)
dt
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Observador de Estado

Assim, temos

J(L) =

∫ ∞

0

Tr (ew (t)
′ew (t) + eυ(t)

′eυ(t)) dt

=

∫ ∞

0

Tr (ew (t)ew (t)
′ + eυ(t)eυ(t)

′) dt

= Tr







∫ ∞

0

(

e(A−LC)t(UU ′ + µLL′)e(A−LC)′t
)

dt

︸ ︷︷ ︸

R







sendo R a solução da equação de Lyapunov

(A− LC )R + R(A− LC )′ + UU ′ + µLL′ = 0

que pode ser reescrita como

AR + RA′ − µ−1RC ′CR + UU ′ + µ(L− µ−1RC ′)(L− µ−1RC ′)′ = 0

Logo, L = µ−1RC ′ é o ganho tal que minL J(L) = Jmin = Tr(R).
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Observador de Estado

Assim, sendo w(t) e υ(t) dois rúıdos brancos independentes com
intensidades Q = UU ′ e µ > 0, o melhor compromisso entre velo-
cidade de convergência e largura de faixa do observador pode ser
obtido a partir da solução do problema linear quadrático

min
L

∫
∞

0

(
ew (t)

′ew (t) + eυ(t)
′eυ(t)

)
dt

︸ ︷︷ ︸

J(L)

que fornece o ganho ótimo L = µ−1RC ′ em que R > 0 é a solução
da equação de Riccati

AR + RA′ − µ−1RC ′CR + UU ′ = 0

Ademais, temos que Jmin = Tr(R).
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Observador de Estado

Podemos também resolver este problema utilizando o lugar das ráızes
simétrico.

Lugar das Ráızes Simétrico

Seja ψ(s) = C (sI − A)−1U e µ > 0 com U ∈ R
nx×nw . Os polos da

equação do erro ėo = (A− LC )eo , em que L é o ganho ótimo do
observador, são as nx ráızes de

1 + µ−1ψ(−s)ψ(s)′ = 0

situadas no semiplano esquerdo complexo.

Note que nw > 1 permite considerar rúıdos do tipo w(t) = Uw̄(t)
sendo w̄(t) ∈ R

nw×1.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Exemplo : Considere o motor CC já estudado mas levando em conta
que a carga está engastada em um ponto fixo através de um eixo
flex́ıvel com constante elástica κ. Neste caso, as equações são dadas
por :

Le
di

dt
+ Ri = u − Kc

dθ

dt

JT
d2θ

dt2
+ b

dθ

dt
+ κθ = cKi

em que JT = Jc+Jmc
2. Definindo x = [i θ dθ/dt] e considerando

que apenas a velocidade dθ/dt pode ser medida, temos

ẋ =





−R/Le 0 −Kc/Le
0 0 1

Kc/JT −κ/JT −b/JT



 x +





1/Le
0
0



 u

y =
[
0 0 1

]
x

Utilizando os valores numéricos já fornecidos e κ = 2 [Nm/rad],
projete um observador de estado com polos suficientemente mais
rápidos do que o polo mais rápido da planta.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

O polo mais rápido da planta é ≈ −0.9, logo os três polos do ob-
servador foram alocados em −2 resolvendo-se a seguinte equação

det(sI − (A− LC )) = Po(s) = (s + 2)3

que fornece

L =





−15.0000
−55.0000
4.9286





Para fins de conferência, no Matlab, este ganho pode ser obtido
através do comando

L = acker(A′, C′, [−2,−2,−2])
L = L′
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Considerando agora que os sinais de controle u(t) e de sáıda y(t)
sejam submetidos a rúıdos aditivos brancos, de tal forma que
U = 10−1B e

√
µ = 10−2 a partir da solução da equação de

Riccati

U = 1e− 1 ∗ B;
mu = (1e− 2)2;

[Lric, R, E] = lqr(A′, C′, U ∗ U′, mu);
Lric = Lric′;

obtemos

L =





1.7587
0.0000
0.4349





Os autovalores de A− LricC são {−0.6087± 0.3521j ,−0.2889}.
Para ilustrar a qualidade de ambos os projetos, considere que o
sistema evolui de condição inicial x(0) = [1 π/3 0]′ com entrada
u(t) = π/3, ∀t ≥ 0, e está sujeito a rúıdos.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

A figura a seguir apresenta a resposta obtida para cada um dos
projetos realizados.
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Note que ambos os observadores partem de condições iniciais nu-
las. Enquanto o observador com L é mais rápido, aquele com Lric
praticamente não sofre a influência do rúıdo.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Neste momento, é importante saber sob quais condições é posśıvel
determinar L de forma a estimar os estados do sistema com qualquer
desempenho previamente estabelecido.

Observabilidade

O sistema ẋ = Ax com y = Cx , ou o par (A,C ), é dito ser observável
se existir um instante t = T > 0 tal que o conhecimento de y(t)
para t ∈ [0,T ] permita determinar unicamente x(0). Caso contrário,
o sistema é dito ser não observável.

Sabemos que a solução de ẋ = Ax para x(0) = 0 fornece y(t) =
CeAtx(0) = 0, ∀t ≥ 0. Então como y(t) = 0, t ∈ [0,T ], suas
derivadas sucessivas também são. Assim







y(t)
y (1)(t)

...

y (nx−1)(t)








t=0

=








C

CA
...

CAnx−1








︸ ︷︷ ︸

O

x(0) = 0, Logo, det(O) 6= 0 para x(0) ser único.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Observabilidade

O lema a seguir estabelece um teste simples para verificar se o par
(A,C ) é observável.

Lema

O par (A,C ) é observável se e somente se a matriz O denominada
matriz de observabilidade, for não singular.

Alternativamente,

Lema

O par (A,C ) é observável se e somente se o gramiano de observa-
bilidade

WO(T ) =

∫ T

0
eA

′τC ′CeAτdτ

for não singular.
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Observabilidade

De fato, se um sistema ẋ = Ax for observável, o conhecimento de
y(t) = Cx(t) para t ∈ [0,T ] permite calcular de maneira única a
sua condição inicial x(0). Logo, pre-multiplicando

CeAtx0 = y(t)

por eA
′tC ′ e integrando ambos os lados de t = 0 a t = T , obtemos

x0 = WO(T )−1

∫ T

0
eA

′tC ′y(t)dt

que fornece uma única condição inicial x(0) = x0 somente seWO(T )−1

for não singular !
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Além disso se o gramiano for semidefinido positivo, ou seja,WO(T ) ≥
0 existe χ 6= 0 tal que

χ′WO(T )χ =

∫ T

0
χ′eA

′
τC ′CeAτχdτ

=

∫ T

0
z(τ)′z(τ)dτ ≥ 0

Logo, deve existir z(t) = CeAtχ = 0,∀t ∈ [0,T ]. Portanto, z(t) e
suas derivadas sucessivas devem ser nulas em t = 0, logo








Cχ
CAχ
...

CAnx−1χ







= 0

ou seja, Oχ = 0. Logo se o par (A,C ) for observável, então O deve
ser não singular e, portanto, esta condição se verifica somente se
χ = 0 e único, o que implica que WO(T ) deve ser positiva definida.
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Dualidade : Observabilidade e Controlabilidade

Analisando os conceitos de observabilidade e controlabilidade, nota-
mos que existe uma relação precisa entre ambos.

Dualidade

De fato, o par (A,C ) é observável se e somente se o par (A′,C ′)
for controlável.

De fato, o par (A,B) é controlável se e somente se o par (A′,B ′)
for observável.
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Projeto de Servomecanismos

O projeto de servomecanismos refere-se ao projeto mais geral. Ele
leva em conta a determinação dos ganhos K , M e L e que apenas
os sinais u e y estão dispońıveis.

r̂
M

û

x̂o ≈ x̂

K
ẋ = Ax + Bu

Observador

y = Cx + Du

ẋo = Axo + Bu + L(y − yo)

yo = Cxo + Du

Planta

ŷ+

−

O objetivo é fazer com que y siga a referência r com um erro
aceitável. De preferência nulo !
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Projeto de Servomecanismos

Supomos que o estado x ∈ R
nx não está dispońıvel para reali-

mentação. Ele será substitúıdo pelo estado estimado xo ∈ R
nx for-

necido pelo observador, o que torna posśıvel a implementação do
controle. Do esquema anterior, temos

Representação de estado da planta

ẋ = Ax + Bu

y = Cx + Du

Representação de estado do observador

ẋo = Axo + Bu + L(y − yo)

yo = Cxo + Du

Sinal de controle
u = K (Mr − xo)
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Projeto de Servomecanismos

Definindo a variável de estado aumentada xa ∈ R
2nx como

xa =





x

x − xo
︸ ︷︷ ︸

eo





obtemos

ẋa =

[
(A− BK) BK

0 (A − LC )

]

xa +

[
BKM

0

]

r

y =
[
C − DK DK

]
xa + DKMr

A equação caracteŕıstica do sistema em malha fechada é

det(sI − (A− BK))det(sI − (A − LC )) = 0

Ou seja, os seus polos são determinados através de K como se os
estados estivessem dispońıveis e através da escolha do ganho L.
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Projeto de Servomecanismos

Além disso a função de transferência em malha fechada é dada por

F (s) =
[
C − DK DK

]
[
(sI − (A− BK ))

−1
?

0 (sI − (A− LC ))
−1

][
BKM

0

]

+

+ DKM

= (C − DK ) (sI − (A− BK ))−1
BKM + DKM

que é exatamente a função de transferência em malha fechada
obtida para o caso em que o estado está dispońıvel. A
interrogação ? indica que o termo não é relevante na análise.
Estas observações decorrem o chamado Teorema da Separação.

Teorema da Separação

O projeto do observador para a obtenção de L e do controlador
para a obtenção de K e M podem ser feitos de forma separada e
independente.
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Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Projeto de Servomecanismos

Uma vez determinados K , M(s) e L é importante verificar como a
estrutura de controle pode ser implementada. Lembrando que

û = KM(s)r̂ − Kx̂o

definimos o escalar h(s) = KM(s) e, aplicando a transformada de
Laplace na equação do observador, temos

Kx̂o = Cu(s)û + Cy (s)ŷ

sendo

Cu(s) = K (sI − (A− LC ))−1(B − LD)

Cy (s) = K (sI − (A− LC ))−1L
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Cont́ınuo

Projeto de Servomecanismos

A figura a seguir mostra o esquema final a ser implementado.

+

+

+

−

Cu(s)

Cy (s)

G(s)
h(s)

r̂ û

K x̂o

ŷ
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Projeto via Representação de Estado

Considere um sistema LIT com função de transferência

G (z) =
ŷ(z)

û(z)
=

∑nu
i=0(bi − bnai)z

i

∑nx
i=0 aiz

i
+ bn

sendo ai , bi ∈ R, anx = 1 com nu ≤ nx − 1 e sua representação em
espaço de estado

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)

y(k) = Cx(k) + Du(k)

que na forma canônica controlável, com ci = bi − bnai , é dada por

A =








0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

−a0 −a1 −a2 · · · −anx−1







, B =










0
0
...
0
1










, C =










c0
c1
...
cnu
0










′

, D = bn
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Projeto via Representação de Estado

Os desenvolvimentos para os sistemas dinâmicos a tempo discreto
são muito similares aos introduzidos para os sistemas a tempo cont́ınuo.
Seguiremos, portanto, o mesmo caminho trilhado anteriormente mas
com as ferramentas matemáticas adequadas para tratar o caso dis-
creto. Considere novamente a seguinte estrutura de controle consi-
derando, neste primeiro momento, x ∈ R

nx dispońıvel.

r̂
M û x̂K xk+1 = Axk + Buk

D

C

Planta

ŷ
+

++

−
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Projeto via Representação de Estado

O objetivo é determinar os ganhos matriciais K ∈ R
1×nx eM ∈ R

nx×1

de forma a fazer com que y(k) siga a referência r(k) com desem-
penho adequado. A partir do diagrama de blocos anterior, temos

u(k) = K (Mr(k)− x(k))

em que r(k) é o sinal de referência. Conectando esta entrada de
controle no sistema, obtemos o sistema em malha fechada

x(k + 1) = (A− BK)x(k) + BKMr(k), x(0) = x0

y(k) = (C − DK )x(k) + DKMr(k)

cuja função de transferência é F (z) = S(z)KM com

S(z) = (C − DK) (zI − (A− BK ))−1
B + D

Profa. Grace S. Deaecto ES728 DMC / FEM - Unicamp 62 / 91



Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Projeto via Representação de Estado

A primeira etapa é resolver o problema de regulação, ou seja, deter-
minar K de forma que os polos de F (z) dados por

det (zI − (A− BK)) = 0

sejam alocados em posições adequadas, por exemplo, dentro de uma
região Ω de interesse. Assim, escolhendo os polos p1, · · · , pnx loca-
lizados no interior de Ω, podemos determinar o polinômio

P(z) =

nx∏

i=1

(z − pi ) = znx +

nx−1∑

i=0

diz
i

e, assim, calcular K =
[
k1 · · · knx

]
tal que

det (zI − (A− BK )) = znx +

nx−1∑

i=0

diz
i

︸ ︷︷ ︸

P(z)

Profa. Grace S. Deaecto ES728 DMC / FEM - Unicamp 63 / 91



Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Projeto via Representação de Estado

Note que se o sistema (A,B ,C ,D) estiver na forma canônica controlável,
o ganho K pode ser obtido através da igualdade de matrizes

A− BK =








0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

−a0 − k1 −a1 − k2 −a2 − k3 · · · −anx−1 − knx







=

=








0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

...
...

−d0 −d1 −d2 · · · −dnx−1








o que fornece

K =
[
d0 − a0 d1 − a1 · · · dnx−1 − anx−1

]
∈ R

1×nx
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Projeto via Representação de Estado

A segunda etapa do projeto consiste em determinar M de forma
a ajustar o desempenho em regime permanente. Considerando que
ŷ(z) = F (z)r̂(z) temos as seguintes condições :

Erro nulo para entrada degrau unitário :

F (1) = S(1)KM = 1 =⇒ M = S(1)−1K ′(KK ′)−1

Erro nulo para entrada rampa unitária : Neste caso KM deve ser uma
função de transferência h(z) = KM(z) de forma a ser posśıvel impor :

F (1) = S(1)h(1) = 1 e F ′(1) =

(
d

dz
(S(z)h(z))

)

z=1

= 0

O item anterior pode ser generalizado para r(k) = kαu(k), α ≥ 2.

Vale ressaltar que os polos e zeros de h(z) são também polos e zeros
de F (z), o que indica que a escolha da dinâmica de h(z) deve ser
feita com cuidado.
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

O ganho K pode ser calculado de forma a alocar os polos do sis-
tema em malha fechada em posições arbitrárias do plano complexo,
sempre que o sistema for controlável.

Controlabilidade

O sistema x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), ou o par (A,B), é dito ser
controlável se para qualquer x(0) = x0 e qualquer x(T ) = xT existir
uma entrada u(k) capaz de transferir x0 a xT em tempo finito. Caso
contrário, o sistema é dito ser não controlável.

O lema a seguir estabelece um teste simples.

Lema

O par (A,B) é controlável se e somente se a matriz

C =
[
B AB A2B · · · Anx−1B

]
∈ R

nx×nx

denominada matriz de controlabilidade, for não singular.
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Controlabilidade

Comentários :

Como no caso cont́ınuo este lema se baseia na existência da ma-
triz de transformação Γ = CM que permite descrever o sistema
na forma canônica controlável. Isto é posśıvel se e somente se
C é não singular.

A controlabilidade de um sistema pode também ser verificada ana-
lisando o gramiano de controlabilidade.

Lema

O par (A,B) é controlável se e somente se o gramiano de controla-
bilidade

WC (nx − 1) =

nx−1∑

k=0

AkBB ′A′k

for não singular.
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Controlabilidade

Note que o gramiano de controlabilidade pode ser escrito como

WC (nx − 1) =
[
B AB · · · Anx−1B

]

︸ ︷︷ ︸

C







B ′

B ′A′

· · ·
B ′A′nx−1







︸ ︷︷ ︸

C′

e será não-singular se e somente se C for não-singular. Além disso,
por ser não singular temos que o gramiano é uma matriz definida
positiva.
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Regulador Linear Quadrático

Para sistemas a tempo discreto, também podemos determinar o
ganho K de forma a estabelecer um compromisso entre obter um
comportamento adequado no regime transitório e um esforço de
controle dentro de limites aceitáveis para a implementação, através
da solução do seguinte problema de otimização

J(u) = min
K∈R1×nx

∞∑

k=0

x(k)′Qx(k) + ρu(k)2

em que x(k) e u(k) devem satisfazer as seguintes equações

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k), x(0) = x0

u(k) = −Kx(k)

O controlador K que resolve este problema é conhecido como Re-
gulador Linear Quadrático.
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Regulador Linear Quadrático

O papel da matriz 0 ≤ Q ∈ R
n×n e do escalar ρ > 0 é de definir o

peso relativo que o estado e o sinal de controle têm no cálculo do
critério J(u). Note que :

Se Q ≫ ρIn > 0 então :

O sistema responde com maior velocidade

O sinal de controle pode assumir valores elevados causando a
saturação dos atuadores

Se ρIn ≫ Q ≥ 0 então :

O sistema responde mais lentamente

O esforço de controle é reduzido

Profa. Grace S. Deaecto ES728 DMC / FEM - Unicamp 70 / 91
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Sistemas a Tempo Discreto

Regulador Linear Quadrático

Após definir Q e ρ, o ganho K pode ser calculado como apresentado
a seguir :

Regulador Linear Quadrático

A solução ótima do problema linear quadrático J(u) é dada por
u = −Kx com

K = (ρI + B ′PB)−1B ′PA

sendo P = P ′ > 0 a solução da seguinte equação de Riccati

A′PA− P − A′PB
(

ρI + B ′PB
)−1

B ′PA+ Q = 0

Ademais, o valor ḿınimo do critério é dado por Jmin = x(0)′Px(0).
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Sistemas a Tempo Discreto

Regulador Linear Quadrático

De fato adotando a função de Lyapunov v(x) = x ′Px e calculando
∆v(k) = v(x(k + 1))− v(x(k)), obtemos

∆v(x) = (Ax + Bu)′P(Ax + Bu)− x ′Px

= x ′A′PAx + x ′A′PBu + u′B ′PAx + u′B ′PBu − x ′Px

= x ′
(

A′PA− P − A′PB(ρI + B ′PB)−1B ′PA
)

x − ρu′u + V(u, x)

= −x ′Qx − ρu′u + V(u, x)
em que

V(u, x) =
(

u + (ρI + B ′PB)−1B ′PAx
)′(

ρI + B ′PB
)

×

×
(

u + (ρI + B ′PB)−1B ′PAx
)

Somando de k = 0 a k → ∞ vem

J(u) = v(x0)−✘
✘
✘
✘✘✿

0
v(x(∞)) +

∞∑

k=0

V(u, x) ≥ v(x0)
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Regulador Linear Quadrático

Além disso, da desigualdade anterior fica evidente que o menor
custo

Jmin = v(x0) = x ′0Px0

é obtido para
u = −(ρI + B ′PB)−1B ′PAx

No Matlab este projeto pode ser realizado a partir da seguinte função
[K,P,E] = lqr(sys,Q,ρ) sendo sys o sistema em representação
de estado a tempo discreto

sys = ss(A,B,C,D,T)

Alternativamente, pode ser utilizado [K,P,E] = dlqr(A,B,Q,ρ).

Assim como no caso cont́ınuo, existe uma relação direta entre as
escolhas das matrizes Q e ρ e o desempenho do sistema no regime
transitório.
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Regulador Linear Quadrático

Ao ponderarmos no critério quadrático uma combinação linear dos
estados z = Vx e definirmos Q = V ′V com V ∈ R

nz×nx , temos :

Lugar das Ráızes Simétrico

Seja ϕ(z) = V (zI − A)−1B e ρ > 0. Os polos do sistema em
malha fechada x(k + 1) = (A− BK )x(k), em que K é o ganho
ótimo solução do problema linear quadrático

J(u) = min
K∈R1×nx

∞∑

k=0

x(k)′Qx(k) + ρu(k)2

são as nx ráızes de

1 + ρ−1ϕ(z−1)′ϕ(z) = 0

situadas no interior do ćırculo unitário.
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Observador de Estado

Como já mencionado no caso cont́ınuo, a lei de controle projetada
necessita da informação de todos os estados do sistema, o que muitas
vezes é imposśıvel de ser obtida, seja por motivos de custos dos
sensores ou por impossibilidade f́ısica de implantação dos medidores.

Neste caso, uma forma de contornar esta dificuldade é estimar os
estados tendo como base as informações dispońıveis na sáıda.

A estrutura que permite estimar o estado do sistema é chamada de
observador de estado.
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Observador de Estado

A figura seguinte apresenta em destaque o observador de estado.

r̂
M

û

x̂o ≈ x̂

K
xk+1 = Axk + Buk
yk = Cxk + Duk

xok+1 = Axok + Buk + L(yk − yok)

yok = Cxok + Duk

Planta

ŷ+

−

Note que L ∈ R
nx×1 é o ganho do observador a ser determinado.

Além disso, como não se conhece x , geralmente xo(0) 6= x(0).
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Observador de Estado

Definindo o erro entre o estado verdadeiro e o estado estimado como
sendo eo(k) = x(k) − xo(k), temos

eo(k + 1) = x(k + 1)− xo(k + 1)

= Ax(k) + Bu(k)− (Axo(k) + Bu(k) + L(y(k)− yo(k)))

= A(x(k)− xo(k))− LC (x(k) − xo(k))

= (A− LC )eo(k)

Note que o ganho L deve tornar a matriz (A−LC ) estável para toda
condição inicial eo(0) = x(0) − xo(0). Mas não apenas isto :

O erro eo(k) deve tender a zero com uma velocidade aceitável. Um
deslocamento grande na posição dos polos do sistema faz com que
o ganho do observador L seja elevado deixando-o muito suscet́ıvel a
rúıdos de alta frequência. Logo deve haver um compromisso !
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Sistemas a Tempo Discreto

Observador de Estado

Considerando a existência de rúıdos no sistema, ou seja

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + w(k)

y(k) = Cx(k) + Du(k) + υ(k)

Neste caso, o erro de estimação é dado por

eo(k + 1) = (A− LC )eo + w(k)− Lυ(k)

o que indica que o aumento de L faz com que a dinâmica do erro
seja mais rápida mas, em contrapartida, aumenta a intensidade do
rúıdo de medição. Podemos considerar, por exemplo,

w(k) = Uδ(k) , υ(k) =
√
µδ(k)

para indicar a atuação do rúıdo em todo o espectro de frequência, já
que δ̂(jω) = 1, ω ∈ R, em que U ∈ R

nx×1 e µ são dados e definem
a intensidade e abrangência do rúıdo.
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Observador de Estado

A equação do erro é dada por

eo(k) = (A − LC )kxo +

k−1∑

ℓ=0

(A − LC )k−ℓ−1(w(ℓ)− Lυ(ℓ))

= (A − LC )kxo + (A− LC )k−1U
︸ ︷︷ ︸

ew (k)

−√
µ(A− LC )k−1L

︸ ︷︷ ︸

eυ(k)

considerando que ew (0) = eυ(0) = 0. Logo, um bom critério para a
determinação do ganho L pode ser escrito na forma

J(L) =

∞∑

k=0

(
ew (k)

′ew (k) + eυ(k)
′eυ(k)

)
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Caṕıtulo II : Projeto de Controle de Sistemas LIT

Sistemas a Tempo Discreto

Assim, temos

J(L) =

∞∑

k=1

Tr (ew (k)
′ew (k) + eυ(k)

′eυ(k))

=

∞∑

k=1

Tr (ew (k)ew (k)
′ + eυ(k)eυ(k)

′)

= Tr

( ∞∑

ℓ=0

(A− LC )ℓ(UU ′ + µLL′)(A− LC )′ℓ

︸ ︷︷ ︸

R

)

sendo R a solução da equação de Lyapunov

(A− LC )R(A− LC )′ − R + UU ′ + µLL′ = 0

que pode ser reescrita como

ARA′ − R − ARC ′(µI − CRC ′)−1CRA′ + UU ′+

+(L− ARC ′(µI − CRC ′)−1)(µI − CRC ′)(L− ARC ′(µI − CRC ′)−1)′ = 0

Profa. Grace S. Deaecto ES728 DMC / FEM - Unicamp 80 / 91
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Sistemas a Tempo Discreto

Observador de Estado

Logo, sendo w(k) e υ(k) dois rúıdos independentes com intensidades
Q = UU ′ e µ > 0, o melhor compromisso entre velocidade de
convergência e largura de faixa do observador pode ser obtido a
partir da solução do problema linear quadrático

min
L

∞∑

k=0

(
ew (k)

′ew (k) + eυ(k)
′eυ(k)

)

︸ ︷︷ ︸

J(L)

que fornece o ganho ótimo L = ARC ′(µI −CRC ′)−1 em que R > 0
é a solução da equação de Riccati

ARA′ − R − ARC ′(µI − CRC ′)−1CRA′ + UU ′ = 0

Ademais, temos que Jmin = Tr(R).
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Sistemas a Tempo Discreto

Observador de Estado

Podemos também resolver este problema utilizando o lugar das ráızes
simétrico.

Lugar das Ráızes Simétrico

Seja ψ(z) = C (zI − A)−1U e µ > 0 com U ∈ R
nx×nw . Os polos da

equação do erro eo(k + 1) = (A− BK )eo(k), em que L é o ganho
ótimo do observador, são as nx ráızes de

1 + µ−1ψ(z−1)ψ(z)′ = 0

situadas no interior do ćırculo unitário.

Note que nw > 1 permite considerar rúıdos do tipo w(t) = Uw̄(t)
sendo w̄(t) ∈ R

nw×1.
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Sistemas a Tempo Discreto

Neste momento, é importante saber sob quais condições é posśıvel
determinar L de forma a estimar os estados do sistema com qualquer
desempenho previamente estabelecido.

Observabilidade

O sistema x(k + 1) = Ax(k) com y(k) = Cx(k), ou o par (A,C ),
é dito ser observável se existir um instante k = kT > 0 tal que o
conhecimento de y(k) para k ∈ [0, kT ] permita determinar unica-
mente x(0). Caso contrário, o sistema é dito ser não observável.

Sabemos que a solução de x(k +1) = Ax(k) para x(0) = 0 fornece
y(k) = CAkx(0) = 0, ∀k ≥ 0. Então podemos escrever







y(0)
y(1)
...

y(nx − 1)







=








C

CA
...

CAnx−1








︸ ︷︷ ︸

O

x(0) = 0, Logo, det(O) 6= 0 para x(0) ser único.
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Sistemas a Tempo Discreto

O lema a seguir estabelece um teste simples para verificar se o par
(A,C ) é observável.

Lema

O par (A,C ) é observável se e somente se a matriz O denominada
matriz de observabilidade, for não singular.

Alternativamente,

Lema

O par (A,C ) é observável se e somente se o gramiano de observa-
bilidade

WO(nx − 1) =

nx−1∑

k=0

A′ℓC ′CAℓ

for não singular.

A prova do segundo lema segue o mesmo racioćınio daquele
utilizado no caso cont́ınuo.
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Sistemas a Tempo Discreto

Dualidade : Observabilidade e Controlabilidade

Analisando os conceitos de observabilidade e controlabilidade, nota-
mos que existe uma relação precisa entre ambos.

Dualidade

De fato, o par (A,C ) é observável se e somente se o par (A′,C ′)
for controlável.

De fato, o par (A,B) é controlável se e somente se o par (A′,B ′)
for observável.

Profa. Grace S. Deaecto ES728 DMC / FEM - Unicamp 85 / 91
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Projeto de Servomecanismos

O projeto de servomecanismos refere-se ao projeto mais geral. Ele
leva em conta a determinação dos ganhos K , M e L e que apenas
os sinais u e y estão dispońıveis.

r̂
M

û

x̂o ≈ x̂

K
xk+1 = Axk + Buk
yk = Cxk + Duk

xok+1 = Axok + Buk + L(yk − yok)

yok = Cxok + Duk

Planta

ŷ+

−

O objetivo é fazer com que y siga a referência r com um erro
aceitável. De preferência nulo !
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Projeto de Servomecanismos

Supomos que o estado x ∈ R
nx não está dispońıvel para reali-

mentação. Ele será substitúıdo pelo estado estimado xo ∈ R
nx for-

necido pelo observador, o que torna posśıvel a implementação do
controle. Do esquema anterior, temos

Representação de estado da planta

x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k)

y(k) = Cx(k) + Du(k)

Representação de estado do observador

xo(k + 1) = Axo(k) + Bu(k) + L(y(k)− yo(k))

yo(k) = Cxo(k) + Du(k)

Sinal de controle

u(k) = K (Mr(k)− xo)
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Sistemas a Tempo Discreto

Projeto de Servomecanismos

Definindo a variável de estado aumentada xa ∈ R
2nx como

xa =





x

x − xo
︸ ︷︷ ︸

eo





obtemos

xa(k + 1) =

[
(A− BK) BK

0 (A − LC )

]

xa(k) +

[
BKM

0

]

r(k)

y(k) =
[
C − DK DK

]
xa(k) + DKMr(k)

A equação caracteŕıstica do sistema em malha fechada é

det(zI − (A− BK))det(zI − (A− LC )) = 0

Ou seja, os seus polos são determinados através de K como se os
estados estivessem dispońıveis e através da escolha do ganho L.
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Projeto de Servomecanismos

Além disso a função de transferência em malha fechada é dada por

F (z) =
[
C − DK DK

]
[
(zI − (A− BK))

−1
?

0 (sI − (A− LC ))
−1

][
BKM

0

]

+

+ DKM

= (C − DK ) (zI − (A− BK ))−1
BKM + DKM

que é exatamente a função de transferência em malha fechada obtida
para o caso em que o estado está dispońıvel. A interrogação ? indica
que o termo não é relevante na análise.
Estas observações decorrem o chamado Teorema da Separação.

Teorema da Separação

O projeto do observador para a obtenção de L e do controlador
para a obtenção de K e M podem ser feitos de forma separada e
independente.
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Projeto de Servomecanismos

Uma vez determinados K , M(z) e L é importante verificar como a
estrutura de controle pode ser implementada. Lembrando que

û(z) = KM(z)r̂(z)− Kx̂o

definimos o escalar h(z) = KM(z) e, aplicando a transformada de
Laplace na equação do observador para xo(0) = 0, temos

Kx̂o = Cu(z)û + Cy (z)ŷ

sendo

Cu(z) = K (zI − (A− LC ))−1B

Cy (z) = K (zI − (A− LC ))−1L
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Projeto de Servomecanismos

A figura a seguir mostra o esquema final a ser implementado.

+

+

+

−

Cu(z)

Cy (z)

G(z)
h(z)

r̂ û

K x̂o

ŷ
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