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Preambulo

Este material é baseado nas notas de aula do curso Métodos Matematicos Aplicados a
Mecanica dos Fluidos, lecionado pela primeira vez em 2013 na FEM/UNICAMP. Este curso
se propoe a ensinar aos estudantes de Mestrado e Doutorado alguns métodos matematicos bas-
tante valiosos no tratamento analitico de problemas cientificos. Estas ferramentas permitem
compreender e analisar o comportamento das equacoes oriundas de problemas da Fisica, o que
muitas vezes nao é possivel ser feito através de técnicas numéricas. O objetivo maior destes
métodos é auxiliar na real compreensao da fisica, e ndo apenas em sua solugdo. Além disso,
veremos que muitos problemas aparentemente impossiveis de serem resolvidos possuem solugoes
analiticas, principalmente no contexto das distribuicées ou fungoes generalizadas.

Na primeira parte deste curso veremos os fundamentos dos chamados Métodos de Per-
turbacao ou Andlise Assintética. Este método permite, em muitos casos, encontrar solucoes tao
precisas quanto desejadas para problemas aparentemente sem solucao analitica. Esta parte foi
inspirada nas notas de aula do Prof. Grégoire Casalis [Casalis, 2004] do SUPAERO-Toulouse,
entretanto duas referéncias utilizadas amplamente sao os livros do Prof. Milton Van Dyke
[Van Dyke, 1975] e do Prof. Edward John Hinch [Hinch, 1991].

A segunda parte do curso trata da Teoria das Distribui¢des ou Fungoes Generalizadas con-
forme elaborada pelo Prof. Laurent Schwartz na década de 1950 [Schwartz, 1966, 1967a,b]. Esta
parte foi inspirada no livro de V.S. Vladimirov [Vladimirov, 2002] e no excelente artigo de F.

Farassat [Farassat, 1994].
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Capitulo 1

Analise Assintdotica

1.1 Introducao

Algumas equacoes de interesse em Fisica ou em Matemaética Aplicada possuem coeficientes
varidveis ou entao sdo nao-lineares, de forma que solugoes analiticas ndao podem ser encontradas

para muitas destas equacoes através de métodos usuais em Caélculo.

Entretanto, muitas vezes um pequeno parametro (perturbacdo) estd presente na equagcao.
Quando tal parametro encontra-se multiplicado por um termo de baixa ordem, muitas vezes
a solucao é encontrada desprezando-se tal termo. Este é o caso dos problemas de perturbac¢ao
regular. Nos casos em que este pequeno parametro encontra-se multiplicado por um termo de
alta ordem, entao a simplificacao da equacao pela eliminagao deste termo nos conduzira a uma

resposta incompleta. Este é o caso de problemas de perturbacdo singular.

Este capitulo apresenta alguns métodos que permitem encontrar solugdes para os casos sin-
gulares. Estas solucoes sao chamadas de aproximacoes exatas, pois nos permitem encontrar
aproximagoes tao boas quanto queiramos e de forma a conhecermos o erro de nossa aproximacao
(mesmo quando nao conhecemos a solucao exatal). Nos referimos ao conjunto destes métodos

como Andlise Assintdtica ou Métodos de Perturbagdo.

O objetivo de uma analise assintética é o de determinar o comportamento de uma fungao
bastante complicada comparando esta funcao, em regioes distintas, com fungoes conhecidas.
Tais fungdes conhecidas sdo chamadas de func¢oes de medigio (ou gauge functions, em inglés).
Usualmente séries de poténcia, fungoes exponenciais e fungoes logaritmicas sao utilizadas como
fungoes de medicao. A determinacao de quais fungoes utilizar e em quais regioes é a base da

analise assintoética.

Por fim, nota-se aqui que muitas vezes é preferivel conhecer o comportamento de uma dada
equacao perto de fronteiras ou em certas regides do espaco-tempo ao conhecimento de valores

pontuais exatos. Nestes casos, a analise assintOtica é uma poderosa ferramenta.
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1.2 Notacao de Landau

Definicao 1. Sejam f e ¢ duas funcoes reais ou complexas definidas sobre uma parte I do
conjunto dos numeros reais. Considere que 1 ndo se anule sobre I. Considere ainda que existe

uma constante A € R| A > 0. Entdo escrevemos que

f(x) =0®(z)), z €1
se

[f(@)/(x)] < A, Vo el

Definicao 2. Sejam as funcgoes f ey da Definigdo 1 e um nimero real “a”qualquer. Considere

um nidmero o € R| o > 0. Entdo escrevemos

[f(x)/¢(x)] < A, Vo €la—a,a+a]

Definicao 3. Sejam as funcgées f e ¢ da Definicao 1. Considere um nimero a« € R|a > 0.

Entao escrevemos

[f(@)/P(2)] < A, Vo €la, +oo]

Definicao 4. Sejam as funcées f e 1 da Definicio 1 e um nimero real “a”qualquer. Entao

ESCTrevemaos

se

T |/ () /()] = 0

Definicao 5. Sejam as funcées f e 1y da Definicdo 1 e um numero real “a”qualquer. Entao

ESCrevemos

f(@) ~¢x), © —a

se

lim |f(z)/¢(x)] = 1

r—a

e dizemos que as funcgoes f e Y sao equivalentes.
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1.3 Perturbacoes singulares e regulares

O estudo de equagoes diferenciais lineares nos mostra que hd uma relacao importante entre
estas e relagoes algébricas. Desta forma, podemos obter informacoes importantes da anélise de

perturbacoes de relagoes algébricas. Isto é feito a seguir.

1.3.1 Caso regular

Seja € < 1 um pequeno parametro (perturbacao). Desejamos encontrar a solugao da seguinte

equacao:

2 tex—1=0 (1.1)

Se fizermos € = 0, encontramos como solugao

r=—-1lex=1 (1.2)

Procedendo de forma diferente, se calcularmos a solugao da Eq. 1.1 (dado €):

et VAL
= % (1.3)

obtemos para € — 0 a mesma solucao: z = +1
Este é o caso regular: h&a continuidade das raizes em relacao a e. Isto ocorre porque a
perturbacao nao estd multiplicada pelo termo de mais alta ordem.

O mesmo ocorre com relacao a equagoes diferenciais.

1.3.2 Caso singular

Seja € < 1 um pequeno parametro (perturbacao). Desejamos encontrar a solugao da seguinte

equagao:

e’ +x—-1=0 (1.4)

Neste caso, se fizermos ¢ = 0 encontramos apenas uma raiz: = 1. Por outro lado, se
calcularmos a raiz da equacao 1.4 (dado )
—1++1+4e

x = 5e (1.5)

obtemos para € — 0:

r=-00 e x=1 (1.6)

Este é o caso singular: nao ha continuidade das raizes em relagao a e. Isto ocorre porque a
perturbacao esta multiplicada pelo termo de mais alta ordem.

O mesmo ocorre com relagao a equagoes diferenciais.
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1.4 Método dos desenvolvimentos assintéticos recobertos (MDAR)

Este é um método aplicado a equagoes diferenciais (ordindrias ou parciais) singulares. Este
método é bastante 1til quando tais perturbacoes geram equacoes do tipo camada limite. Este tipo
de equagao se caracteriza por uma rapida variagdo em determinada(s) regiao(des). Tal regiao
pode ocorrer tanto nas condigoes de contorno (nas fronteiras) como no interior do intervalo
considerado. O exemplo mais conhecido é o da camada limite proveniente das equacoes de
Navier-Stokes. Entretanto, em muitos problemas a camada limite n&o precisa ter um significado

fisico, sendo meramente uma regiao de variacao rapida da equacgao tratada.

1.4.1 Exemplo de camada limite em uma fronteira x=0

Seja a EDO:

(1.7)

Se fizermos ¢ = 0 s6 poderemos atender uma condicao limite, e o problema estara mal
posto. Percebe-se assim que a perturbacdo é singular (ela é multiplicada pelo termo de mais
alta ordem).

Se resolvermos numericamente esta equacgao, perceberemos que ela possui uma regiao de
rapida variacao, proxima a x = 0. Entretanto, em geral nao conheceremos a regiao de variacao
rapida, e deveremos empregar algumas técnicas para tentar prever tal regiao. Isto serd discutido
mais para frente.

Temos uma camada limite na regiao proxima a x = 0. Uma forma de lidar com ela é
empregar o MDAR. Para tanto separamos a equacao em duas regides: uma externa, longe da
CL; e uma interna, na CL. Encontraremos uma solugao para cada um destes limites assintoticos

e depois iremos sobrepd-los (recobrimento).

Escalas

Para a regiao da CL vamos mudar a escala da varidvel independente. Como nesta regiao a
variacao é rapida, devemos “amplid-la”’. Fazemos entao x = X, onde € < 1 e p > 0 e definimos

Y (X) = y(z). Aplicando esta mudanca de varidveis na Eq. 1.7:

Y e PY' £ XY +Y =0 (1.8)

Note que nenhuma aproximacao foi feita. Devemos agora encontrar o valor de p para manter
o termo de mais alta ordem na equacdo. O ideal é que este termo permanega com a mesma
ordem de grandeza do termo de ordem (de derivagao) imediatamente inferior. No caso da Eq.

1.8 temos p = 1, o que nos leva a:
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Y'+Y' +eXY' +€Y =0

=X

Solucgao externa

Suporemos que a solugdo externa é dada por uma série de poténcias. Dadas as escalas

encontradas:

y =0+ eyr + €y2 + o(€) (1.10)
onde y, = O(1) e com as seguintes condi¢oes de contorno:

yo(1) =1
(1.11)

yn(1) =0, ¥Yn >0

e a outra CC sera determinada no recobrimento com a regiao interna.

Inserindo a expansao dada pela Eq. 1.10 na Eq. 1.7, obtemos
(I+2)yy+yo =0

(I+2)y +y1 =~y (1.12)

(I +2)ys +y2 = =y

cujas solucoes sao:
yo =2(1 + )71

= (-1/2)1+z)"t +2(1 +2)3 (1.13)

yo = (—1/4)(1+2) '+ (-1/2) 1 +2) 2 +6(1 +2)°

\

A solugao externa (truncada na ordem 2) é

=2 4 L 2 ve( Loy by f +o(e?) (1.14)
YT T T are3) T U 203 T (rap) T W
Solugao interna

Para a solucao interna, utiliza-se a escala “ampliada” e busca-se uma expansao assintética.

Supondo que esta expansao é dada em série de poténcias:
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Y =Yy + €Y + €2Ys + o(e?) (1.15)

onde Y,, = O(1) e com as seguintes condigoes de contorno:

¥o(0) =1
(1.16)
Y,(0)=0, Yn>0
Inserindo a expansao dada pela Eq. 1.15 na Eq. 1.9, obtemos
Y/ +Y; =0

Y/ +Y] =-XY] - Y (1.17)

\ Y2//+Y¥: _XYII_Yi

cujas solugoes sao:
Yo=1+Ag(e™ —1)

Vi=-X+A(—iX%e X+ X)+A1(e X —1) (1.18)

Vo =X?2—2X + Ap(3 X% = X2 +2X) + A1 (—5 X% X + X) + Aa(e X = 1)

e onde Ag, A1 e As s@o constantes de integragdo a serem determinadas pelas condigbes de

recobrimento. A solucdo interna é entao:

Y =1+Ap(e X —1)+e[-X+A(—53X% X+ X)+ A4(e X - 1]+
(X2 -2X + Ap(3Xe ™ = X2 +2X) + A1 (-3 X% X + X) + Ap(e X = 1))+ (1.19)
+o(e?)

Recobrimento

Nas subsegoes anteriores foram obtidos desenvolvimentos assintéticos para a regiao externa
(Eq. 1.14) e para a regido interna (Eq. 1.19). Entretanto, o que se busca é um desenvolvimento
assintético que valha para todo o dominio do problema. Para tanto, é necessario que os desen-
volvimentos interno e externo possuam uma regiao de recobrimento. Neste ponto, é importante
observar que os desenvolvimentos interno e externo estao relacionados por x = eX.

Em termos técnicos, o recobrimento é feito “ordem por ordem” e é baseado nas seguintes

hipdteses:

e 7 desenvolvimento na regiao interna para X — 4oo (i.e., X > 1);



1.4. METODO DOS DESENVOLVIMENTOS ASSINTOTICOS RECOBERTOS (MDAR) 7

e I desenvolvimento na regido externa para z — 0 (i.e., z < 1)

Os valores das constantes sao entao determinados de forma que os desenvolvimentos interno
e externo coincidam. A regiao de validade do recobrimento pode ser determinada comparando-se
as ordens dos termos desprezados em cada etapa do recobrimento.

Ordem 0

A condicao X > 1 nos permite desprezar os termos em exponenciais de —X na solucao

interna, o que nos fornece em O(0):

Y ~1— Ag (1.20)

Igualando a Eq. 1.20 com o termos de ordem 0 do desenvolvimento externo (Eq. 1.14) com
x < 1 nos fornece Ay = —1.

Procede-se agora a determinacao da regiao de validade do recobrimento na ordem 0. A
condicao X > 1 implica que € < x. Por outro lado, ao igualar a solucao interna a externa,
desprezamos os termos —2x + o(z) de yo (basta expandir em série yy para perceber isto) face a
2, o que implica que x < 1. Na ordem 0, a regiao de recobrimento é valida para e < x < 1.

Ordem 1

Procede-se da mesma forma, comparando-se agora os termos yg + €y; com Yy + €Y7, sendo
que o valor de Ag ja foi determinado. Substituindo X por x/e na solucdo interna, e desprezando

os termos em exponenciais de — X, obtém-se:

Y ~2— 2z — €Ay + ofe) (1.21)

Expandindo-se a solucao externa em série de Taylor no entorno de x = 0:

y=2—-2x+o(x)+e¢ (2 - 121:E—|—O(.’E)> + o(e) (1.22)

Quanto a regiao de validade do recobrimento, é de se esperar que ela seja mais restrita que
a da ordem 0, logo ela deve estar inclusa em € < x < 1. Ainda, fazer corresponder as Eqs. 1.21
e 1.22 significa desprezar os termos 2 face aos temos em ¢, logo x < \/e. Temos entdo que em
O(1) a regido de validade do recobrimento é ¢ < = < €'/2. Dentro deste dominio, fica claro que
A =3

Ordem 2

Compara-se agora os termos 4o + €y + €2ys com Yy + €Y7 + €2Ys, sendo os valores de A
e de A; conhecidos. Substituindo X por x/e na solugao interna, e desprezando os termos em

exponenciais de — X, obtém-se:

Y~ (1= Ag)(1 — 2 +2?) +e(—A1 — 22 + 2407 + 24;) — € As + 0(€?) (1.23)

Expandindo-se a solucao externa em série de Taylor no entorno de x = 0:
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25 : ‘ ‘
£=0.1 y
““““ Y
2, a
>
15} : ]
1t : : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 1.1: Y e y até o(e?) com € = 0.1

y=2-2z+22>+o0(z?) +¢(3 — Fo+ F2?+o(z?)) + (1.24)
+e2 (24—1 — %m + %:ﬁ + 0($2)) + o(€?) '

Para fazer corresponder a Eq. 1.24 4 Eq. 1.23, é necessirio desprezar os termos em 2, ex? e

€2z do desenvolvimento externo face aos termos €2 do desenvolvimento interno. Destes, o mais
restritivo é o primeiro, o que fornece z < €2/3. O dominio de validade dos termos em 0(2) do
recobrimento é ¢ < z < €2/3. Dentro deste dominio, fica claro que Ay = —%.

Para o recobrimento, podemos nos contentar de:

y=2-2z+22>+0(2?) +e(3 - Fa+o(x)+

+e2 (2 + o(1)) + o(e?) (125

As figuras 1.1 e 1.2 apresentam os desenvolvimentos interno Y e externo y até o(e?) com
e = 0.1 e e = 0.01, respectivamente. Note que, uma vez feito o recobrimento, o desenvolvimento
interno “vale” da parede até a regiao de recobrimento, e o desenvolvimento externo “vale” da
regiao externa até a regiao de recobrimento. Note ainda que o recobrimento parece funcio-
nar melhor a medida que o valor de ¢ diminui (o que estd de acordo com a aproximagao que

buscamos).

Solucao composta

A solucao composta é uma construcio, baseada nos desenvolvimentos interno e externo e no
conhecimento da regido de recobrimento, que seja valida em todo o dominio do problema. Para
tanto, basta observar que as constantes foram determinadas baseadas na regiao de recobrimento,
e que temos aproximacoes validas tanto para a regiao “de recobrimento” e interna como para

a regiao “de recobrimento” e externa. A solucao interna se comporta como no recobrimento na
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2.5
e=001 | }\/(
2 4
- |
1.5 ]
1 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.2: Y e y até o(e?) com € = 0.01

regiao externa e a regiao externa se comporta como no recobrimento na regido interna. Ambas
as aproximacoes possuem 0 mesmo comportamento na regiao de recobrimento. Desta forma, a

solucao composta é dada por:

Ye = y +Y — recobrimento (1.26)

Uma forma alternativa de escrever a solugao (e talvez de mais simples compreensao) é a

proposta por Van Dyke (Van Dyke [1975])

m n n)m
fi + fo - [fo ]z
f~ (1.27)
m n min
S+ 1y =
onde f/™ é o desenvolvimento interno truncado em m termos, fJ' é o desenvolvimento externo
truncado em n termos e [f'];" sdo m termos dos n termos do desenvolvimento externo escritos
em varidveis internas (e vice-versa).

Para o exemplo em questao, a solugao composta pode ser escrita como:

3 21 11
Yo = (yo+Yo—2)+e<y1+Y1—2+2X> + €2 <y2+Yg—4+2X—2X2> +o(e?) (1.28)

As figuras 1.3 e 1.4 apresentam a solucdo composta y. até o(e?) e a solugdo numérica com
e = 0.1 e ¢ = 0.01, respectivamente. Note que a solucao composta se aproxima da solugao
numérica a medida que o valor de e¢ diminui.

1.4.2 Exemplo: camada limite em x=1

Considere agora a equagao:
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1.8

£=0.1

g, , ——assint.

0.8 ‘ ‘ ‘ ‘
0 02 04 06 08 1

X
Figura 1.3: y. até o(e?) e com € = 0.1
2
€=0.01
1.8} _
——assint
e ~_ L num
>
14
1.2
1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 1.4: y. até o(e?) e com € = 0.01
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ey —(1+2)y +y=0
(1.29)

y(0)=1 y(1)=1
Esta equacao é quase igual & Eq. 1.7, a tinica diferenga sendo o sinal do termo com derivada

de primeira ordem. Aqui, a solucao do desenvolvimento externo em ordem zero é:

Yo=a(l+z) (1.30)

onde a é uma constante de integracao. Se formos buscar uma solugao interna em x = 0, veremos
que chegaremos a uma contradigdo (pois a camada limite estd em x = 1). Assim, se fizermos

x=e’X,onde e < 1ep>0, para Y(X) = y(z), e inserirmos isto na Eq. 1.29:

eTPY e PY' - XY +Y =0 (1.31)

onde a Unica solugéo nao-trivial é obtida quando p = 1, o que nos leva a:

Yy —Y; =0 (1.32)

e cuja solugao é:

Yo = b+ ce® (1.33)

Como estamos supondo (erradamente) uma camada limite em z = 0, a condigao em z = 1
nos fornece a = 1/2 e as constantes b e ¢ sdo determinadas das condicoes em X = 0 e de
recobrimento. Na regiao de recobrimento, ¢ = 0 (para que a solugao esteja limitada) e b = 1/2
(para que yo(z — 0) = Yp(X — o0). Mas, a condigdo em X = 0 fornece b = 1, o que é
impossivel: logo a hipétese de camada limite em x = 0 estd erradal

Supondo agora que a camada limite se encontra em x = 1, a condigdo em = = 0 (aplicada
agora ao desenvolvimento externo) fornece a = 1. Para a solugao interna (na vizinhanca de
x = 1), faz-se a seguinte mudanca de varidveis: 1 —x = e? X, para Y (X) = y(x). Inserindo estas

novas variaveis na Eq. 1.29:

7Y £ 2¢PY — XY +Y =0 (1.34)

onde a Unica solugao nao-trivial é obtida quando p = 1, o que nos leva a:

Yy 4+2Y5=0 (1.35)

e cuja solugao é:

Yo =b+ce X (1.36)
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Figura 1.5: Y e y até o(1) com € = 0.1
2
1.87
1.67
> 1.4
1.2¢
1
0.8 ‘ ‘ ‘ ‘
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Figura 1.6: y. até o(1) e com € = 0.1

A condicao interna em X = 0 (ou seja, x

1) nos fornece ¢ = 1 —b. A condicao de
recobrimento yo(x — 1) = Y5(X — o0) fornece b = 2. O desenvolvimento interno em O(0) é:

Yo=2—e2X (1.37)

E a solugao composta é:

Yo=14xz — e 2170/ (1.38)
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1.4.3 Exemplo pratico: camada limite hidrodinamica turbulenta

The fluid flow close to a wall, in both open and internal flows, has distinct regions. This
comes from the fact that its behavior is not the same near the surface, where it is slowed down
by viscous effects, and far from the surface, were it is mainly inertial. In between these two
regions, there is a matching region. We will focus our analysis in terms of internal flows in
channels. However, the same development can be made for external flows.

Far from the wall, the characteristic velocity is the velocity in the center, U, and the cha-
racteristic length is the channel height h.4,q;. The mean velocity u in this region can be built

as a second order correction of the velocity in the center:

U
— ~ 1+ AF; 1.39
U + 1 ( )

C

where A is the first term of a gauge function (then, of order €) and Fj is a function of Y (of

order 1). Y is the coordinate y in terms of external scales:

Y

hcanal

Yy =

(1.40)

In the region near the wall, the flow is slowed down by viscosity. The scales are then small
in this region and the viscous effects cannot be neglected. The velocity scale is a small scale u,
and the length scale is the viscous length, v/u,. In this case, the mean velocity w in this region

can be considered as proportional to u.:

uﬂ* ~ fo (L.41)

where fy is a function of ¥, the coordinate 3 in terms of the internal scales:

yt = ys* (1.42)

As we said, it must exist a matching region between those two regions. If we consider the
gauge function as A = ?]—*C and proceed to the matching of the velocities and of their first
derivatives, we find the velocity in the matching region. So, doing Y — 0 and y™ — oo, in

external scales:

-U. 1
U= e o —logY + Cp (1.43)
Uy K
and in internal scales:
U 1 n
— =—logy™ +C; (1.44)
Us K
which gives us the well known log law. If we write Eq. 1.44 with yo = u—”*e*’fci, we find:
U Y
u = — log(— 1.45
- g(yo) (1.45)
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A dimensional analysis with the momentum equation indicates that u, = \/% .

1.5 Método WKB

O Método WKB deve seu nome a 3 fisicos que o desenvolveram na década de 1920: Wentzel,
Kramers e Brillouin. Ele é um outro método que se aplica a equagdes com uma perturbacao
singular. A particularidade deste método é que ele se aplica apenas a equagoes lineares (logo
razoavelmente limitado), sendo aplicado em problemas lineares envolvendo oscilagoes de curto
comprimento de onda.

Dado o comportamento linear do problema, as solugdes podem ser procuradas na formas de

somatdérios de fungoes exponenciais. Uma forma adequada é:

y(xr) = exp ((13 Zé"Sn(:n)> (1.46)
n=0

onde § é um pequeno parametro a ser ajustado e S, (z) s@o funcoes a serem determinadas. As

derivadas das solucoes da forma da Eq. 1.46 podem ser calculadas:
Y (z) = ! i 5"S! (x) | exp ! i 0" Sp(x) (1.47)
0 n=0 " 0 n=0 " '

(o] oo 2 oo
1 1 1
" _ < n Q! - n g/ — "S., 1.4
e < 520 sn<x>) - ( 520 sn<x>) exp ( 520 <x>) (1.49)
e, se nos limitarmos aos 4 primeiros termos do desenvolvimento:

y'(z) = [HSE+3(S]+28,S]) + (Y + S2 +25)85) +

1.49
+0 (S5 + 28,85 + 251.95) + 0(6%)] y() (1.49)
onde y(x) é dado pela Eq. 1.46.
1.5.1 Exemplo
Seja a EDO linear abaixo:
62y// + eme =0
(1.50)

y(0)=1 y(1)=0
Esta é a equagao do um oscilador (como veremos) e a técnica do MDAR néo pode, a principio,

ser utilizada aqui. Inserindo a expansao dada pela Eq. 1.49 na Eq. 1.50, obtemos:

2 2
S8+ 5 (SE+25051) + € (Y + 5P +28508) +0(€2) + ¥ =0 (1.51)

onde uma escolha natural é § = €. Na ordem dominante temos
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SE +e* =0 (1.52)

cujas solucoes sao:

507(1) = e’ + al
(1.53)

507(2) = —ie® + ay

onde aj e as sao constantes a serem determinadas. Na ordem seguinte, obtemos a seguinte

solucao:

1
Sy =—gu+b (1.54)

onde b é uma constante a ser determinada.
Como a equacgao é linear, a solugao geral pode ser escrita como a soma das contribuigoes

encontradas (Egs. 1.53 e 1.54). E facil mostrar que ela pode ser escrita na seguinte forma:
y=e %2 (aeiem/e + ﬁefiem/e> (1.55)
onde as constantes « e 5 sdo determinadas das condigoes de fronteira (Eq. 1.50). A solugao é:

apmcos (155) — cos (£2e81)
k)
€

Y= (1.56)

1—cos(

As figuras 1.7 a 1.9 comparam a solugao assintética dada pela Eq. 1.56 com a solucao
numérica, para € = 0.5, ¢ = 0.1 e ¢ = 0.05, respectivamente. Podemos perceber que trata-se
efetivamente de um oscilados, cuja frequéncia aumenta com a diminuicdo de e. Ainda, quanto

menor o valor de €, melhor é a aproximagao (como esperado).

1.6 Método de Miltiplas Escalas (MME)

Algumas EDOs descrevem o comportamento de osciladores para os quais existem duas escalas
de tempo distintas: uma de variagao rapida (alta frequéncia) e outra lenta. Dependendo das
ordens de grandeza envolvidas, o termo de variacao lenta pode “demorar” a aparecer na solucao
do problema, isto é, em curtos periodos de tempo, percebemos apenas as variagoes de alta
frequéncia. Entretanto, em periodos longos o efeito do termo lento nao pode ser desprezado.
Este é o caso tipico dos sistemas planetarios, e por este motivo o termo lento é usualmente
chamado de termo secular. Nestes casos, para solucionar corretamente o problema é necessario
que as duas escalas de tempo sejam consideradas. Este é o objetivo do Método das Multiplas

Escalas.



16 CAPITULO 1. ANALISE ASSINTOTICA

1
€=05 ——assint
0,
> -1}
_27
_3 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.7: Comparacao da solucdo assintética até o(e?) e com € = 0.5 com a solugdo numérica

1 ‘ ‘
€=0.1
0.5t
> 0
-0.5¢
——assint
“““““ num
_1 f
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 1.8: Comparacio da solugio assintética até o(e?) e com € = 0.1 com a solucio numérica
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£=0.05

—4r —— assint
“““““ num
_6 ! ! ! T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 1.9: Comparacio da solu¢do assintética até o(e?) e com € = 0.05 com a solu¢do numérica

1.6.1 Exemplo: oscilador de Rayleigh

Seja a EDO abaixo:

y'+y—e(y —3y°) =0
(1.57)
y(0)=0 ¢ (0)=2a>0
onde a varidvel independente é ¢ (uma vez que trata-se de um oscilador).

Esta equacao descreve oscilagoes rapidas no interior de um envelope lentamente varidvel (isto
pode ser observado resolvendo-se numericamente a equagao). Para encontrar uma aproximagao,
vamos considerar uma escala de tempo répida ¢ (a variavel independente presente na Eq. 1.57)
e definiremos uma escala de tempo lenta 7 = et, que também é considerada uma varidvel

independente. Desenvolve-se entao a varidvel dependente como, por exemplo, abaixo:

y = Yo(t,7) + €Y1 (t, 7) + o(e) (1.58)

onde Yj e Y] sdo O(1) Se inserirmos o desenvolvimento (Eq. 1.58) na Eq. 1.57, obtemos em

O(1):

%Yy
—+Y3=0 1.59
Ot2 + Yo ( )
cuja solucao é:
Yo = A(1)e' + A*(1)e ™ (1.60)

onde o indice * representa o complexo conjugado.

Para O(e), obtemos:
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(1.61)

N 0% 1 (‘WO>3 _ 0N
oz Tt ot 3\ ot ator

Entretanto, a observacao de que Yy e Y] sdo O(1) nos permite obter a partir da Eq. 1.61
uma condicao que nos levard & solucao. A substituicdo da Eq. 1.60 no lado direito da Eq. 1.61

fornece uma equagao do tipo:

8}/2) 1 8}/2) 3 82% B i . i » ) .
ot 3 < ot ) — 255 =aln)et +&(T)em + &(r)e™ + &5(T)e (1.62)

onde
&1(7) = iA(T) —iA%(7)2A* (1) — 21 A'(T)
EX(T) = —iA*(T) + i A(T)A*2(1) + 2 A¥ (1)

&(r) = %iA?’ (1)

& () = —3iA™(r)

t * correspondem as frequéncias naturais do lado

Nota-se agora que os termos em e e em e~
esquerdo da Eq. 1.61. Como Yp e Y] sao O(1), estes termos devem se anular (caso contrario,

haverd ressonéancia). Utilizando, por exemplo, &;(7), obtemos a Equacao de Landau:

A(T) — A%(1)A* (1) = 2A/(1) = 0 (1.63)

e, decompondo-se A(7) em mdédulo p e phase 6

A(1) = p(1)ei¢™) (1.64)
obtemos o sistema de equacoes
=0
(1.65)
p—p*=2p
cujas solucoes sao
0 =16
(1.66)
P = e’

onde 0y e C' sao constantes a serem determinadas. Assim, no espaco real temos:

2C

Yg= — " ¢/?cos t+6 1.67
0= Fromee sttt oo) (1.67)
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. £=05 ——assint

, o1 ——assint
\ e=0. - = -num

Figura 1.11: Comparacao da solugao assintética até O(1) e com € = 0.1 com a solugdo numérica

A condigao de contorno y(0) = 0 nos fornece 6y = 7/2 (ou 6y = —7/2, 0 que dard o mesmo

resultado). J4 a condicao y'(0) = 2a nos fornece o valor de C. A solugdo final (em O(1)) é:

o) = | ——= ;‘EQT _ 1)6T/2 sin(t) + 0(e) (1.68)

onde o termo entre colchetes representa o envelope g dentro do qual ocorrem as variacoes rapidas
(sin(t)).

E interessante notar que quando ¢ — oo (ou 7 — o), entdo g — 2. Como y' ~ gcos(t),
entdo y2 + y’? ~ ¢2, e o plano de fases sdo trajetérias que convergem para um circulo de raio 2.

A Fig. 1.13 mostra o plano de fases obtido resolvendo-se numericamente a Eq. 1.57, variando-se
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15

——assint
8 = O-Ol - - num

Figura 1.12: Comparacao da solucao assintética até O(1) e com € = 0.01 com a solu¢ao numérica

€=0.1ea=0.5 —01lea=15
= e=0.1ea=1

dy/dt
o

dy/dt
o

Figura 1.13: Plano de fases

o valor de a. Em ambos os casos, as trajetérias convergem para um circulo de raio 2.



Capitulo 2

Funcoes Generalizadas

2.1 Introducao

Em diversas situacoes praticas, sao necessarias formulacoes da Fisica ou da Matemética
Aplicada com existéncia de descontinuidades. Alguns exemplos sao as interfaces em escoamentos
bifasicos e as ondas de choque em escoamentos compressiveis. Nestes casos, a formulacao do
problema com fungoes ordindrias nao é adequada. Uma Fung¢do Generalizada, ou distribui¢do, ou
ainda funcional é uma generalizacao do conceito de fungao permitindo a formulacao matemaética
de certos problemas.

Seja ¢(z) uma funcao de classe C*° e de suporte compacto, conhecida. Uma distribuicao é o

processo de se atribuir um nimero Ny a ¢(x). Usualmente, representa-se uma distribuigao por:

N, [6(z)] = / 9(2)(x)dx (2.1)

—0oQ
A integral da Eq. 2.1 e g(z) nao possuem significado independente: elas sao definidas pelo

nimero Ny [¢(x)]. A funcao generalizada também é comumente representada por

(9,9) (2.2)

2.2 Funcao delta de Dirac

A funcéo delta é definida por:

/OO d(z)dr =1 (2.3)

com
5(x)=0 x#0

21
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Para uma fungao ¢(z) adequada, conhecida como fun¢do teste (definida na secao 2.4), a

funcao delta possui a seguinte propriedade:

/mauwwa=¢m> (2.4)

—0oQ0

2.3 Significado Fisico

2.3.1 Percepcao humana do Universo

Considere que o valor N, [¢(z)] representa uma observagao (por exemplo uma forc¢a, ou uma
diferenca de potencial) cujo comportamento é normalmente associado a uma func¢ao. Uma funcao
generalizada engloba as fungdes ordindrias, assim chamemos de g(x) a fungao. Entretanto, nas
medidas fisicas (nossa percepcao do Universo) nunca medimos a func¢ao g(z), mas sim um nimero
que ¢ o resultado do experimento, isto é, o funcional N, [¢(x)].

Desta forma, embora os comportamentos fisicos sejam modelados por fungoes g(z), nunca
medimos tais funcoes. O que medimos sao as respostas de um sistema N, [¢(x)] em um dado meio
¢(x). Assim, faz todo o sentido tratarmos nossas medidas fisicas no sentido das distribuigoes,

ie., Eq. 2.1.

2.3.2 Singularidades do Universo

No Universo e em alguns de nossos modelos matematicos existem singularidades. Estas
sao, em geral, pontos, curvas ou superficies descontinuas (no espago-tempo). Para uma regiao
contendo uma dessas singularidades, uma fun¢ao ordindria nao pode ser definida. Vejamos um
exemplo.

Seja um ponto material de massa unitdria, isto é, a massa esta contida em um volume nulo.
Consideremos ainda que este ponto esteja em z = 0. Se tentarmos calcular sua densidade no
sentido das fungoes ordindrias, veremos que estamos diante de uma singularidade pois a densi-
dade sera infinita. Devemos entao lancar mao das distribuicoes e definir a densidade material
como d(z) na Eq. 2.3. Para um ponto material de massa m qualquer, a densidade é definida de

acordo com

| i@ = mo

—0o0

onde md(z) é a densidade do ponto material em z = 0.

2.4 Espaco das funcgoes teste

Vimos que o conceito de funcao generalizada depende de func¢des continuas conhecidas como
funcao teste. Desta forma, uma funcao generalizada é um funcional continuo sobre um espaco

de fungoes teste. Veremos agora qual é o espago das fungoes teste.
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Definiremos inicialmente o espaco das fungoes teste como o espaco de todas as fungoes C'*°,
e de suporte compacto em R™, denotado por D = D(R"™). Define-se entao um espago linear onde
a operacao de diferenciagdo em D é continua em D.
Definicao 6. Seja a sequéncia ¢1(x), ¢2(x), ... € D. Se:
(i) 3R >0 | suppp(x) C Ugr
(i1) Para (B1, B2, ..., Bn) e x € R™, tem-se que Dgoj(x) — Dgp(x), j — o0
entdo diz-se que

oj(x) = o(z), j — o0

O conjunto de fungoes teste cujos suportes estdo contidos em uma regiao 2 C R terao
suporte D(2).

Observagao: a mudanca nao singular de varidveis e a multiplicacdo por uma funcao a €
C*°(R™), sao continuas de D em D.

Existem diversas possibilidades de func¢oes teste. A forma canonica de funcao teste é chamada

de funcdo chapéu:

Ce exp (—ﬁ) se |z| <e
we(z) = (2.5)
0se || >e€

A constante C¢ é dada por

/m%@mx:1

—00

Lemma 1. Seja uma dada regigo Q@ € R™ e um nimero e >0, 3¢ € C®(R") |

0 < ¢(z) <1
olx) =1, € Qe
p(x) =0,z ¢ Qs
onde tais regides sao contidas umas nas outras.

Prova. Deizado como exercicio para o leitor.

Lemma 2. Seja um ndmero finito de vizinhancas U(xj;7;5), j = (1, ... N), entdo I ¢n; € D |

N

¢(x) =Y o(z)n;(x)

j=1
supp ¢n; C Ul(xj;r))

isto €, o suporte de uma fungao teste, D(QY), pode ser coberto por um nimero finito de vizi-

nhancas.

Prova. Deizado como exercicio para o leitor.
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2.4.1 Suporte das fungoes teste

Do Lemma 1, segue que:
se a regiao Q for limitada, 3¢ € D | d(x) =1, x € Qg
o suporte supp ¢(z) = D(Q) é aregiao fechada para a qual ¢(x) # 0 (¢ tem suporte compacto).

2.5 Espaco das distribuigoes

Uma fungao generalizada (no sentido de Sobolev-Schwartz) é um funcional linear sobre D,
e seu espaco ¢ denotado por D’. A agao de uma distribuicdo g € D’ sobre uma fungao teste
¢(x) € D é representada pelas Equagoes 2.1 e 2.2. Usualmente se escreve g(z) onde x é o

argumento das fungoes teste sobre as quais g atua.
Definigao 7. (g, ) significa que um nimero complezo estd associado a ¢(x) € D.

Definicao 8. g € uma aplicagcdo linear sobre D. Para ¢, & € D ea,b € C:

(9,a9 +b§) = alg,d) + b(g,§)

Definigao 9. g € um funcional continuo sobre D. Para ¢j(x) — ¢(x), j — oo:

Definicao 10. O espaco D’ é um espaco linear sobre o corpo dos complexos. Para g, u € D’
$,§ € D,a, b, c,d € Cegj(x) = ¢(x), j— oo:

(ag +bu,¢) = alg,d) + b(u, )
(ag + bu,cp + d€) = c(ag + bu, p) + d(ag + bu,§)
(ag+bu>¢3) — (ag+bu7¢)7 j — 00

Definigao 11. Seja a sequéncia de funcoes g1, ga, ... € D'. FEsta sequéncia é convergente para

g € D separa¥N ¢ € D

(95,0) — (9,9), j — o<

Lemma 3. O espaco D' é completo se dado g1, g2, ... € D' para¥ ¢ € D

lim (g5, 9) = (9,9)

Jj—00
eg € D' € nica.

Prova. Ver Viadimirov [2002].
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2.5.1 Suporte de uma distribuicao

Defini¢ao 12. ¢ € D' é nula em um aberto conezo Q@ C R"™ seV ¢ € D(Q), (9,¢) = 0.
Diz-se entdo que g(z) =0, x € D().

Definicao 13. Diz-se que g, u € D' sao iguais em uma regido Q) se g —u =0, x € D(Q)
Escreve-se que g = u, x € D(Q).

Definicao 14. g € D’ € CP(Q) se para go(x) de classe CP(Q) e para ¥V ¢ € D(Q)

(9,0) = [ go(x)o(x)dx

Lemma 4. Seja uma familia contdvel de vizinhancas U(xj,7;), j =1, 2, ... que recobre o R".
Se em cada U(x;,r;) a distribuicdo g coincidir com g; entdo g € definida univocamente por suas

componentes locais.
Prova. Deizado como exercicio para o leitor.

Uma consequéncia do Lemma 4 é que para que uma funcao generalizada seja nula em deter-
minada regiao é necesario e suficiente que ela seja nula na vizinhanca de cada um dos pontos da

regiao.

Coroléario 1. A unido de todos os abertos onde g = 0 € um conjunto aberto. FEste € o maior

conjunto onde g € nula. Usualmente este conjunto é denotado por Z,

Prova. Segue imediatamente do Lemma 4.

Definicao 15. O suporte de g, suppg, € o complemento de Z,.

Corolério 2. O suppg € um conjunto fechado (em R™).

Prova. Seque imediatamente do Lemma 4 e da Definicdo 15.

Corolario 3. Se suppg € um conjunto limitado, entdo g € de suporte compacto.

Prova. Todo conjunto limitado e fechado no R™ € compacto.

2.6 Distribuigoes regulares e singulares

Definicao 16. Distribuicoes Regulares sdo as fungoes generalizadas que podem ser definidas
em termos de fungoes localmente integrdaveis em R™ (funcoes ordindrias). Todas as outras

distribuicoes sao ditas singulares.

Lemma 5. (Du Bois Reymond) Para que uma fungao f(x) localmente integrdavel em uma regido
Q seja nula nesta regiao no sentido das distribuicoes, € necessdrio e suficiente que f(x) =0 em

quase todo o lugar de €.
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Prova. Segue do Lemma 4.

Corolario 4. Uma distribuicdo reqular € definida por uma dnica funcdo localmente integrdvel.

Cada fungao localmente integrdavel no R™ pode ser identificada como uma distribuicdo:
(1.0) = [ f@ola)ds
Prova. Segue do Lemma de Du Bois Reymond.

Coroléario 5. Seja uma sequéncia de funcoes localmente integrdveis fj(x), j =1,2, .. € R™
Se ela converge uniformemente, sobre qualquer compacto, para f(x), entdo ela converge para
f(z) em D'(R™).

(0) = [ f@otads — (£.0) = [ f@)swds, j - oo
Prova. Segue do Lemma 3.

Lemma 6. Lemma de Riemann-Lebesgue. Seja ¢(x) uma fungao limitada e com derivada
limitada em [a,b] C R. Para esta fungao, vale:

b
lim e~ *p(x)dz = 0

k—o0 J,

Prova. ff e *rp(z)dr = 2 [p(a)e* — p(b)e~*] + if; e~y (2)dx
E, como ¢(x) e ¢'(x) sdo limitadas no intervalo considerado, o limite quando k — oo é

nulo.

Definicao 17. E impossivel identificar uma distribuicao singular com qualquer funcdo local-

mente integrdvel (fun¢ao ordindria).
Proposicao 1. A funcdo delta de Dirac 6(x) é uma distribui¢ao singular.

Prova. Deizado a cargo do leitor.

2.7 Operacoes com distribuicoes

Nesta secao sao apresentadas algumas operagoes matematicas no sentido das distribuicoes.
Apenas algumas demostragoes sdo feitas aqui, para as demais sugere-se que o leitor consulte as
seguintes obras Schwartz [1966], Farassat [1994] e Vladimirov [2002].

2.7.1 Soma de distribuigoes

A soma de duas distribuigoes g(x) = g1(x) + g2(x) é dada por:

/ww@mwm::/mm@MWMw+/wm@MWMx (2.6)

—00 —0o0 — 00
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2.7.2 Linearidade

Parag,u € D' ¢, € D,a,b,¢c,d € Ce ¢j(x) = d(x), j — oo

(ag+ bu,(b) = a(Q? ¢) + b(“? ¢)

(ag + bu,cop + d§) = c(ag + bu, ) + d(ag + bu, &)

2.7.3 Produto de uma distribuicao por uma funcao ordinaria
Seja f(x) uma funcdo localmente integrével. Entao:

o0

| w@rens@ar = [~ g o)

—0o0 —0o0

2.7.4 Mudanga de Variaveis

Para a, zg € C

o0 1 o0
/ glaole)ds = 1 / gl@)o(e/a)da

| st —s0o@is = [ g@ote+o)da

— 00 —00

A Eq. 2.11 define uma operacao de translacao.

2.7.5 Convolucao

/OO [/OO 91(&)ga(x — §)d§} d(x)dx = /Oo 91(§) [/OO go(x — &)¢(x)dx | d€

—00 —00 —0o0 — 00

2.7.6 Derivacao

= [T s = -1 [ g0 S

dx™ oo dx™ oo dx™

27

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

A primeira passagem mostra que, quando a derivada é tomada no sentido das distribuigoes,

a ordem das operacoes de derivacao e de integracao podem ser alternadas.

A passagem do

segundo para o terceiro membro da equagao é obtida diretamente de uma integragao por partes,

lembrando que o suporte das fungoes teste é compacto.
Corolario 6. Qualquer distribuicdo € infinitamente diferencidvel.

Prova. Segue imediatamente do fato que ¢ € D € C*°(Q) e da Eq. 2.13.
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Corolario 7. A ordem da deriva¢do nao altera o resultado.
Prova. Ver Viadimirov [2002].

Coroldrio 8. A Regra da Cadeia vale para derivagio de uma distribuicio g € D' por uma
fungao a(x) € C>*(R"):
dag  Oa 0g
813i N gaxi + aa:ci
Prova. ax(ga‘7¢) = (aw(ga)7¢) = _(gaaar(qb)) = —(g,a@x(qb)) = _(gaax(a¢) _d)ax(a)) =
—(9,0:(a0)) + (9, 90x(a)) = (9zg, (a9)) + (902(a), ¢) = (adzg + gza, (9)).

L 1=1,2,..n (2.14)

2.7.7 Transformada de Fourier

A seguinte propriedade é véalida para transformadas de Fourier de distribuigoes:

/WQ%W@sz/mg@W%Mw (2.15)

—00 —0o0

onde o simbolo “representa a transformada de Fourier.

2.8 Operacoes matematicas com as funcoes delta e de Heaviside

Funcgao de Heaviside

A funcao de Heaviside h(x), também conhecida como funcao degrau, é definida como:

lsex >0
h(z) = (2.16)
0sex <0
o que pode ser denotado como:
Hg) = /_ h(2)d(a)de — /0 o(x)da (2.17)

Como veremos no que segue, ela estd diretamente relacionada a funcao delta de Dirac e
possui diversas aplicacoes em Fisica e Matematica Aplicada.
Multiplicacao de § por uma fungao ordinaria

Seja a(z) € D’ uma fungdo localmente integravel. Das Egs. 2.4 e 2.9, temos que:

adlg] = dlag] = a(0)¢(0) (2.18)

que também é escrita simbolicamente como:

a(x)d(z) = a(0)6(0) (2.19)
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OBS: cuidado com este tipo de notacao, que causa certa confusao. Note que o seu lado esquerdo
representa o que estaria sendo multiplicado por ¢ dentro da integral.
Translagao de §

Seja xg uma dada posicao da varidvel z. Da Eq. 2.11:

0 [o(x + x0)] / d(z)p(x + zo)dx = ¢(z0) (2.20)

sequéncias tendendo a §

Da Defini¢ao 11 e do Lemma 3, se a sequéncia g;(x) tende a 6(z), entdo:

lim (g;,6) = (6.9) = $(0) (2.21)

]—>OO

Por exemplo, seja a sequéncia:

32 (3~ lal) se o] <}
gi(x) = (2.22)
1
0se [z >3
€ como hm (gjv¢) = (67 ¢)7 entao hl’Il (g]7¢) = ¢(O)
j*)OO ]4)00
Derivada de §
Da Eq. 2.13:

= [ @ = - [ s@e s - ~o0) (2.23)

" significa derivada em relacdo & varidvel independente da fungao teste (no caso em

onde o
questao, ).

Derivada de h

Das Eqgs. 2.13 e 2.17, e lembrando que supp ¢ é compacto:

- /0 T @(a)dz = —d(o0) + $(0) = 6(0) = 8[4] (2.24)

isto é,

h'(z) = 6(x) (2.25)

Transformada de Fourier de §

Seja a transformada de Fourier de uma fungao ¢(z)

/OO o(x)emFrdy (2.26)

Da Eq. 2.15:

o[¢] = d[d] = $(0) / $(x (2.27)
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logo, da passagem do terceiro para o quarto termo,

S(k) =1 (2.28)

Derivadas de fungoes descontinuas
Seja f(x) uma fungao continua por partes, com uma descontinuidade (em uma dimensao)

em r = xg. Esta descontinuidade pode ser interpretada como um salto em xg:

Af(zo) = flzg) — flzg) (2.29)

A derivada de uma funcao deste tipo pode ser calculada no sentido das distribuicoes. Seja
¢ € Dexy € supp . Considere um funcional G[¢(x)] relacionado a f(z) e que supp ¢ = |a,b].

= _ ot — .
Entao, para e = x5y —x,; — O:

—+oo —+o00

f@)d (et = - [ " f@)¢ (x)dz — | f@d

+
0

c'le) = i) = - |

—00

—+00

@)+ [ F@ee)de — f@o@) i+ [ F@ow)d

o

+oo
= f(ay)olay) + Fa o) + / F(@)(x)dx

logo, _
b
Gl = [ F@o)s + Af(ao)o(a) (2.30)
Onde:
P(z0) = d[p(x + m0)]

b
G'g) = / F(@)é(2)dz + Af(zo)d (¢ + xo) (2.31)

Usualmente escrevemos:

g'(x) = f'(z) + Af(wo)d(x — o) (2.32)

Note que, para um intervalo [a,b] qualquer, a derivada de uma fungao com salto no sentido
das distribuigoes, ¢'(x), é diferente da derivada no sentido “localmente integravel”, f/(z). A
derivada no sentido das distribuigoes leva em conta a derivada da parte continua, assim como
do salto Af.

Note ainda que a integracao da Eq. 2.32 recupera a funcao descontinua original:
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b b
/ J (2)dz = / F(2)de + Af(zo)hlz — z0) (2.33)

onde aparece claramente a descontinuidade do tipo degrau (via a fungao de Heaviside).

2.8.1 Regra de Leibniz de diferenciacao de integral

Considere a varidvel independente &, a funcao continua ¥ € D e os limites A(¢) e B(§) >

A(€). Deseja-se calcular a seguinte derivada:

d [B©
E) = dﬁ/A(g) U(z,&)dx (2.34)

Podemos definir uma funcao generalizada 1" com o auxilio da funcdao de Heaviside:

T(x,€) = h(z — A(§))h(B(E) — x)
de forma que T'(z,&) = 1 em ]A, B[ e nula em | — 00, A[ e | B, 4+00[. Desta maneira, a Eq. 2.34

pode ser escrita como:

Feo teo x x
E(¢) = (jf/_ T(x,&)¥(z,&)dr = /_ 8Té§’£)\11(ac,§) + a\llég’g)T(:c,f)da: (2.35)
onde:
Tt — (90— AE)MB(O) - 2) + BOh(z — AQ)B(E) —2)

Note entretanto que d(z — A(&))h(B(§) — ) = d(z — A(§)) e que h(x — A(§))0(B(§) —x) =
0(B(&) — x) pois B(§) > A(€) logo h = 1. Assim:

Tt — (90 - A€) + B(@3(B(E) - o) (236)

Inserindo a Eq. 2.36 na Eq. 2.35:

B B(¢) oV (x, €)
B = | o o

que é o Teorema de Leibniz para diferenciacao da integral.

dz + B'(§)¥(B(E),) — A(U(A(S),¢) (2.37)

2.9 Distribuicoes no espaco multi-dimensional

2.9.1 Funcao delta

No espaco tridimensional, a funcao delta de Dirac é definida como:

| s@etaaz = o) (2.38)
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2.9.2 Distribuicao de camada simples

A funcao 05 ou §(X) é uma generalizagao da fungao § “pontual”.

Definigao 18. Seja S uma superficie continua por partes no R™ e seja p(x) uma fungdo continua

sobre S. A distribuicao de camada simples sobre a superficie S, para ¥ ¢ € D € definida:

(465, 8) = / T p(@)8(2)6(@)dF = / u(2)p(x)dS (2.39)

oo s
onde X define uma superficie. Note que uds € D' e que puds = 0 para x ¢ S de forma que
wos C S.

A Defini¢ao 18 mostra que o funcional ds[¢] sé nao é nulo nos pontos do espago pertencentes
a superficie X.
2.9.3 Divergente, gradiente e rotacional

FEm espagos multidimensionais, a Eq. 2.32 pode ser facilmente generalizada. Isto nos fornece
entao, no sentido das distribuigoes, o gradiente (Eq. 2.40), o divergente (Eq. 2.41) e o rotacional

(Eq. 2.42) de fungbes descontinuas.

Vg = Vf + AfV(2)d, (2.40)
V-§=V-f+Af V() (2.41)
Vxg=Vxf+AfxV(E)d (2.42)

2.9.4 Teorema da divergéncia de Gauss

Seja 2 C R3 uma variedade tridimensional simplesmente conexa, cuja fronteira é a superficie
0€). Considere o seguinte campo vetorial descontinuo:
q;g(f) seX € Q
(@) - (2.43)
Ose® ¢ Q

Seja uma distribuicao 1/_)'9(:?) associada ao campo 1/7(9?) O divergente desta distribuicao é

dado pela Eq. 2.41:

Vthy = V-0 + A - V(000 (2.44)

e, observando que Ay = —¢;, que V - 1; =V (b; e que V(092) = 7 (apontando para fora):
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Vthy = V- ¢y — byl (2.45)

A integral em todo R? do membro esquerdo da Eq. 2.45 fornece:

= 8w92 +o0
R3 Vo wydi = r3 0T dej = /Rz Voil Toc dxj|j7fi =0 (2.46)
logo,
/ V- ¢gdZ = / by - 710, T (2.47)
e assim, para ¢, = ggg -
/ V- ¢ dZ = / dndS (2.48)
Q o0

Agora, suponha que exista uma descontinuidade dentro da regiao 2. Seja uma superficie

> C Q2 onde ocorre um salto em ¢,. Neste caso, ¢, pode ser considerada como uma distribuicao,

—

de forma que, ao atravessar a superficie ¥, a descontinuidade deve ser considerada. Seja ¢(x)
uma funcao do campo vetorial atravessando ¥, de forma a haver uma descontinuidade. Para o

operador divergente existente na Eq. 2.48:

V-gy =V-¢+ Ad-V(D)d, (2.49)

e, inserindo este divergente na Eq. 2.48:

/ V-gdZ = [ ¢,dS — / A¢ - iixdS (2.50)
Q 0N %

onde A¢ é o salto, isto é, a diferenca entre os valores que a fun¢ao ¢(x) possui em ambos os

lados da superficie ¥ e V(X) = 7.

2.9.5 Derivada da funcgao delta

Para a derivada da funcao delta de camada simples, pode ser demonstrado que:

(8L, ¢) = /oo SLp(T)dE = _9 + 2H () p(x)dS (2.51)

— 00 S 87'1,

onde Hs(z) é a curvatura média local da superficie.

2.9.6 Laplaciano de uma fungao descontinua

Seja @ C R™ uma regiao de fronteira 992 (logo uma variedade de dimensao n — 1). Seja €/
o complemento de Q. Seja f(z;) € C, ¢ =1,2,...,n uma fungao descontinua sobre a fronteira

0. A descontinuidade pode ser escrita como:
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Afs = lim _ flz;)—  lim _ f(x)

Ti—xs, x; €Q T;—Ts, T €

onde s sdo as coordenadas da superficie 0f2.

2
gen

Pode-se provar que o laplaciano de f no sentido das distribuigoes V2 . f é dado por:

O(Afsos)  Of
on + %68

onde §; é a distribuicdo de camada simples que atua sobre a fronteira 02 e n é a normal a tal

Vi f =Vf+ (2.52)

fronteira.

Ainda, se considerarmos o caso em que supp f é tal que f =0 em z € -

on on’®

Vond = V2 — (2.53)

A prova da Eq. 2.52 é deixada como exercicio.

2.9.7 Formula de Green

A férmula de Green (cldssica) pode ser facilmente provada utilizando-se o laplaciano no
sentido das distribuigoes. Seja a fungao, continua por partes, f(x) e supp f C 0, de forma que

f=0em z € . Tomando-se o laplaciano generalizado de f:

Vien(f:8) = (V*f,0) ~ (a(fés)ﬁ) - <8f55’¢>

on on

_ (w2 o9\ _ (91
= .00+ (10, 50) - (Gh00)

e, como ¢ 6 O, (V2,,1,6) = (f,V28), logo:

L op  Of
/Q(fVng—VQfgb)dx—/aQ <fan—8ngzb>d8 (2.54)
2.10 Aplicacoes

2.10.1 Funcao de Green e sua utilizacao na solucao de equacgoes
Funcao de Green em um espaco 3D infinito e isotrépico

Seja um  C R? uma variedade tridimensional simplesmente conexa, de fronteira 9. Nos

interessaremos a solucao da equacao:

V2G(Z, %) = 6(Z) (2.55)

§(Z)dv = 1 (2.56)
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nesta variedade, onde ¥ e 7} sdo os vetores posigao de pontos vizinhos. Consideremos que esta
esta variedade possua propriedades isotrépicas. Neste caso G depende apenas de r = | — 73]

Assim:

V2G(r) = 6(7) (2.57)

Seja 2. C € compreendido entre duas bolas, uma externa e uma interna, formando desta

forma uma “casca’na regiao em que / §(F)dV = 0. Para esta regido V2G(r) = 0 e assim:

c

ViGdY = / ii-VGdS = / 9CG s = o (2.58)
QU0 o}

Q. 00 .00, On

onde 90, U 0Q; é a fronteira da regiao ).. Da equagao anterior segue que os fluxos através das

superficies interna 0€2; e externa 0f). devem ser os mesmos, logo

G'dS = cte =k = G(r) = — k

" Jie (2.59)

Considere agora ; C £, simplesmente conexa e com mesmo centro (logo uma bola concéntrica

dentro de ), tal que nesta regiao / 0(#)d¥ = 1. Nesta regiao

/VQGdV—/ §(& (2.60)

logo k =1 e a funcdo de Green em ©Q C R? é dada por
G(r) = —— (2.61)

Utilizagao em equagoes

Seja, por exemplo, o seguinte problema

(2.62)
u(0) = u(l) =0
onde f(z) é um dado do problema, mas para o qual propriedades de continuidade nao sao

asseguradas. Desta forma, é preferivel fazer a derivacao da Eq. 2.62 no sentido das distribuicoes:

(2.63)
u(0) = u(l) =0
Na Eq. 2.63 utiliza-se a notagdo D para derivacao no sentido da distribuicbes em relacao a
varidvel independente.
Vamos generalizar e chamar de L o operador diferencial do problema. No caso em questao,

L = D?. No espaco de todos os operadores deste tipo:
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Lu(z) = f(x) (2.64)

Vamos também considerar que exista o inverso de tal operador, isso é, L™, de tal forma que

u = L' f. Faz-se aqui ainda uma hipStese: L~ é um operador do tipo Kernel

L l(z) = /g(m,t)v(t)dt (2.65)

onde g é o nicleo (Kernel) do operador. Desta forma:

f(x) = Lu(x) = LL_lf(a:) = L/g(az,t)f(t)dt = /Lg(azjt)f(t)dt (2.66)

Da Eq. 2.66, percebe-se que Lg(x,t) = 06,(t), logo no caso do espago tridimensional, g =
G(r) dado pela Eq. 2.61.
Também da Eq. 2.66, obtém-se:

u(z) = /g(x,t)f(t)dt (2.67)

solucao da Eq. 2.63 (junto com as condigdes de contorno).
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