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Teoremas para reducao de variaveis

 Para um problema fisico onde o parametro dependente é
funcao de n-1 parametros independentes

q1=f(q2, q3l ARy qn)
 Matematicamente, podemos expressar em uma forma
equivalente:

° g(qp d,, A3, -+ qn)=0

* Existem diversos métodos para reducao do numero de
variaveis dimensionais para menos variaveis adimensionais

 Teorema Pi de Buckingham é um destes métodos



Teorema Pi de Buckingham (1914)

Teorema para reducao de variaveis
Sistematica para determinacao de grupos adimensionais
Os grupos adimensionais sao produtos de poténcias

Grupos adimensionais sao denotados por 1 (simbolo da
produtdria)
g(q]_l q21 q3l ceey qn)=0 -> G(I_I]_I I-IZI I_In_j )

* Onde j € usualmente o numero de dimensodes
independentes envolvidas.



Teorema Pi de Buckingham (1914)

Primeira parte do teorema:

Se um processo fisico satisfaz o Principio da Homogeneidade
Dimensional

Se ele envolve n variaveis dimensionais

* Entao ele pode ser reduzido a k = n - j variaveis
adimensionais

* Onde j = numero maximo de variaveis que nao formam
um [1 entre si mesmas

* j<numero de dimensdes independentes envolvidas



Teorema Pi de Buckingham (1914)

Segunda parte do teorema:

Encontrados j, selecione j variaveis que que nao formem um [T
entre si

 Estas serao as variaveis de escala

Cada I sera um produto de poténcias dessas j variaveis e de
uma variavel adicional (cujo expoente é nao nulo)



Teorema Pi de Buckingham (1914)

Suponhamos que temos 5 variaveis e que 3 dimensoes
independentes estao envolvidas (M, L, T)

* Podemos inicialmente supor que j=3
Para tal caso, k=5-3 =2
e 2 grupos adimensionais (I1) independenytes

Devemos escolher j=3 variaveis que nao formem um [1 entre
Si

* Por exemplo, sejamq,, q; e q,
Os grupos [N sao formados como:

* N, =(a,)%(a3)° (g,)q; = MOLOT®

* N, =1(a,)*(a3)° (a,)'as = MOLOT®



Teorema Pi de Buckingham (1914)

* lgualando os expoentes obtemos os valores de a,b,c,d,e,f

* (Cada grupo I é independente pois apenas 1, contém q, e
apenas [1, contém q,

O slide a seguir apresenta a sistematica do Teorema Pi



Teorema Pi: sistematica

Liste todas as variaveis envolvidas e estabeleca o valor de n

Selecione um conjunto de dimensdes primarias ( [M, L, T, 6]
ou [F L, T,0]) e liste a dimensao de cada variavel

Encontre j. Um bom valor inicial € j = numero de dimensoes
primarias envolvidas

* Assegure-se de que ha j variaveis dimensionais que nao
formam um produto entre si

» Se isto nao for possivel, faca j = j-1 e verifique
novamente
Selecione j variaveis de escala que nao formem um [1 entre si

Acrescente uma variavel adicional as j variaveis de escala e
forme um produto de poténcia

Escreva a funcao adimensional final



Exemplo: Forca de arrasto sobre esfera lisa

Sabendo que a forca de arrasto F sobre uma esfera lisa depende
da velocidade relativa U, do diametro da esfera L, da densidade
do fluido p e da viscosidade do fluido y, obtenha um conjunto de
grupos adimensionais a serem utilizados na analise de dados
experimentais

1) F=fL Up,pn —> (n=))

S N N I "

ety | oy | oary | ey | ey

3) j < 3. Dalista vemos que U, L e p ndao formam um 1 entre si
(entre elas, so p possui M e sé U possui T)



Exemplo: Forca de arrasto sobre esfera lisa
Logo j=3=>k=n-j=2
=> 2 grupos Il

4) U, Lep

5) II, = LU°p°F = (L)XLT™H’(ML™)( MLT %) = M°L°T"

a+b—3¢c+1=0
c+rl1=0 " a= —2 b= —2

—b —2=0

1_[l = L_ZU_EP_]F = pUELZ o



6)

Exemplo: Forca de arrasto sobre esfera lisa
l—_[2 — Lan?pC!-L—l — LG(LT—l)b(ML—S}C(ML—lT—I}—I — MULDTD

a+b—3c+1=0

c—1=0 —> a=b=c=1
—b +1=0
UL
I, = L'U'p'n! = = = Re
M




Exemplo: Forca de arrasto sobre esfera lisa

C; = coeficiente de atrito = forca sem dimensao

Re = numero de Reynolds = razao entre efeitos inerciais e
efeitos viscosos

 Quanto maior Re, maior o papel da inércia em relacao oas
efeitos viscosos, e vice-versa.

Conclusao do exemplo: o coeficiente de atrito para o
escoamento sobre uma esfera lisa € funcao do numero de
Reynolds

OBS: o numero de Reynolds € um grupo adimensional de
muita importancia em mecanica dos fluidos.

» Esta ligado, entre outras coisas, a identificacao de
escoamentos laminares e turbulentos.



Drag coefficient
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Fonte: Wikipedia
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Smooth_sphere_drag_coefficient.svg#filelinks



Exemplo: bomba centrifuga

The power input P to a centrifugal pump is a function of the volume flow Q. impeller diam-
eter D, rotational rate (), and the density p and viscosity w of the fluid:

P =f(Q. D, Q, p, p)

Rewrite this as a dimensionless relationship. Hint: Use (), p. and D as repeating
variables.

P = f(Q, D, Q, p, w > n=6
P e e A p | m
ey | oy | owy |y | oy | ey

J=3=>k=n-j=3
=> 3 grupos [l



Exemplo: bomba centrifuga

II, = Q%"DP = (T"HYNFT*L™H”(L)*(FLT ") = F°L°T®

b + 1 =0
g =0
—4b +¢c +1 =0 > = =
c = —35
—a + 2b — 1 =0
 O-3.-1n-5p _ P _
HI—QPDP— —Cp

pQ’D?



Exemplo: bomba centrifuga
]_—[2 — QﬂprCQ — (T—I)G(FTEL—4)E}(L)E(L3T—1) — FDLDTD

a= —I b=0 ¢= -3

0
QD’

I, =Q 'p’D0 = = (-

I, = Q%"Du = (T~ HAFT?L~(L)*(FTL™?) = F°L°T°

[1; = w/(pQD?)

MITIES
pQ’D>  T\QD’" pQD?



Exemplo: bomba centrifuga

C, = coeficiente de poténcia = poténcia sem dimensao
Cq = coeficiente de vazdo = vazao sem dimensao
N, =1/Re

A poténcia adimensional é funcao da vazao adimensional e do
numero de Reynolds.



Adimensionalizacao de equacdes basicas

Ex: Equacao diferencial da quantidade de movimento

dV
p— = pg — Vp + uV*V
dt
\ X V vl
Vi =— — = — N R — —
U V LV X L } L 7 L
IU R ,P + pg:
e — }} — >
L pU
dV* w
—t— V s NS V 2 ‘(
\df[: [} pL;L ( ]

1/Re



NUumeros adimensionais comuns

* Da analise dimensional, aparecem diversos grupos
adimensionais importantes em mecanica dos fluidos:

pUL
Reynolds number Re = T

* Efeitos inerciais/efeitos viscosos

. P
Euler number (pressure coefficient) Eu = —
pU”
* Pressao sem dimensao
U2
Froude number Fr = —
gL

* Velocidade caracteristica do fluido/velocidade de
propagacao de ondas de superficie



NUumeros adimensionais comuns

UL
Weber number We = P %
* Forcas inerciais / forcas devidas a tensao superficial
U

Mach number Ma = —
a

* Velocidade do fluido / velocidade do som

e Etc. (ver tabela 5.2 do White)



