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Sistemas ndo lineares

Sistemas nao lineares

Introdugdo

@ Virios problemas em engenharia sdo descritos por equagdes diferenciais n3o lineares:
y™ () = g(t,y(®), 9(6), 5> @), ...,y (®), u(t))

. dyt) . dny(t
onde y(t) = % e y™(t) = dZ;(l )

@ Por exemplo, a equagdo de Duffing é usada para modelar alguns osciladores:

i+ 69 + ay + By’ = v cos(wt + )
Fazendo-se a seguinte escolha de estado x1 = y e x2 = v, tem-se
T1 = T2
To = —0%2 — QT — ﬁxi’ + v cos(wt + ¢)
@ Considere a seguinte equacdo de Van der Pol dada por
j—p(l-y)y+y=0
Fazendo-se a seguinte escolha de estado 1 = y e x2 = ¥, tem-se
T1 = T2

&2 = p(l —a)ze — a1

Camino, J. F. (DPM/FEM/UNICAMP) ES927 — Controle de Sistemas Robéticos Campinas, 11 de margo de 2016 3 /105



Sistemas ndo lineares

Sistemas nao lineares

Introdugdo

@ Ser3o considerados sistemas que podem ser descrito na forma de estado abaixo:

T1 :fl(t7.’E1,.H,xn7u1>~~'7uiﬂ)

Tn = fa(t, 1, .., Tn,U1,...,Up)
o Este sistema pode ser convenientemente reescrito na forma vetorial:
z=f(t,xz,u), teER, ze€R", ueR’, feR"
onde = é o estado e u a entrada de controle.
@ Pode-se ainda associar a este sistema um vetor de saida
y = h(t,z,u)

@ A anadlise que serd apresentada para sistema n3o lineares, considera que o sistema n3o
contem explicitamente o termo for¢ado u, ou seja, a dindmica é dada por

z = f(t,x)

o Note que no sistema acima, a entrada u ndo é necessariamente nula, ela pode ser
uma fungdo do tempo t e do estado z, ou seja, u(t, ).
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Sistemas ndo lineares

Sistemas nao lineares
Introdugdo

@ Se o sistema n3o depender explicitamente da varidvel independente (do tempo t), ele
é denominado de sistema auténomo:

&= f(x)
@ Um exemplo de sistema auténomo é o atrator de Réssler dado por
=—-y—=z
=z +oy
2=p+z(x—p), com o, p e 8 constantes

@ Por outro lado, se o sistema depender explicitamente do tempo ¢, ele é denominado
de ndo auténomo, ou variante no tempo:

&= f(t,x)
@ Um exemplo de um sistema n3o auténomo é a equacao de Mathieus dada por
Z+ (A —2acos(2t)z=0

@ Outros exemplos de sistemas ndo autdnomos sdo: & = sin(t) e & = —V/txS.
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Sistemas ndo lineares

Sistemas nao lineares autébnomos
Ponto de equilibrio

o Considere o seguinte sistema auténomo
&= f(x)

@ Ponto de equilibrio. O ponto Z é um ponto de equilibrio se o sistema, sempre que
comecar em I, permanecer em T por todo tempo futuro.

@ Os pontos de equilibrio satisfazem
0= f(z)
@ Para o sistema linear # = Az, o ponto de equilibrio Z deve satisfazer Az = 0. Assim:
@ Todos os pontos no espaco nulo de A, ou seja, Z € N'(A), sdo pontos de equilibrio;
@ Se |A| #0, entdo T = A~10 = 0 é um ponto equilibrio isolado (tnico);

© Vale ressaltar que se |A| = 0, entdo existe um continuo de equilibrio, ou seja, infinitos

pontos nao isolados.
Basta notar que se x1 e x2 pertencem ao espa¢o nulo de A, entdo a combinagdo linear

axy + Bxo também pertencera.

@ Por outro lado, o sistema & = ¢, com ¢ # 0, ndo possui pontos de equilibrio.

@ Ji o sistema & = sin(z) possui miltiplos pontos de equilibrio isolados dados por
r=kmrcomk=0,£1,+2,43, ....

Camino, J. F. (DPM/FEM/UNICAMP) ES927 — Controle de Sistemas Robéticos Campinas, 11 de margo de 2016



Sistemas ndo lineares

Sistema n3o lineares autdonomos

Fenémenos tipicamente ndo lineares: Miiltiplos pontos de equilibrio isolados

@ Mudltiplos pontos de equilibrio isolados. Sistemas n3o lineares podem ter miltiplos
pintos de equilibrios isolados.
@ Considere o péndulo simples amortecido, cuja equacio dindmica é dada por

ml?6 + cf + mglsin(0) = 0
ou na forma de estado, com z1 = 6 e z2 = 6, dada por

Amortecimento, ¢
il = T2
ro — _g 1 — L =
b2 =—5 sin(z1) "
com ¢[N m s/rad], m[Kg], £[m], g[m/s2]. o Jg
m
@ Os pontos de equilibrio s3o obtidos da equacio
0= X2
0= -9 sin

c
¢ Sn(@) = T
que tem como solugdo x2 =0 e 1 =nmw, comn =0,£1,£2,....

@ Fisicamente, o péndulo possui 2 pontos de equilibrio Z = (0,0) e Z = (7, 0).

@ Esses equilibrios possuem propriedades totalmente diferentes de estabilidade.
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Sistemas ndo lineares

Sistemas nao lineares autébnomos

Fenémenos tipicamente n3do lineares: Tempo de escape finito

@ Tempo de escape finito. O estado de um sistema n3o linear pode tender a infinito
num intervalo de tempo finito, o que n3o ocorre no caso linear.

@ Por exemplo, considere o seguinte sistema

&=z, z(0) =z >0
@ Sua solucdo pode ser determinada integrando-se o sistema como segue
x d t
/ = - / dt
xq Z 0
cuja solugdo é dada por
Xo 1
)= —"— 0<t<t;=—
x( ) 1 — zot - f ZTo
@ O grafico abaixo apresenta z(t). Perceba que esta solugio sé existe para t < 1/xo.
10
z(t) =1/(1—-1)
1

t
0 1
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Sistemas ndo lineares

Sistemas nao lineares autébnomos

Fendmenos tipicamente n3o lineares: Caos

@ Caos. S3o sistemas dinAmicos que possuem uma dependéncia critica em relac3o as
condi¢des iniciais (também conhecido como efeito borboleta).

@ Um exemplo popular de um sistema cadtico é o atrator de Lorenz descrito pela
seguinte equac¢do auténoma:

z=o0(y—x)
=z(p—2)—y
z=uxy— Bz, com o, p e B constantes

o A figura abaixo apresenta o grafico de duas trajetdrias iniciadas com uma diferenca da
ordem de apenas 10™* na coordenada z.

Atrator de Lorenz com o =10, p =28 e § = 8/3.
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Sistemas ndo lineares

Sistemas nao lineares autébnomos

Fendmenos tipicamente nio lineares: Ciclo limite

@ Ciclo limite é uma curva fechada e isolada no plano de fase.
o Fechada: indica a natureza periddica da solugdo.
o Isolada: trajetdrias vizinhas convergem ou divergem do ciclo limite.

(a) Estavel. (b) Instével. (c) Semiestdvel.

@ Ciclo limite (estdvel) para a equagdo de Van der Pol com = 1:
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Sistemas ndo lineares

Sistemas nao lineares autébnomos
Existéncia de Ciclo Limite

o E possivel mostrar que o sistema abaixo possui um ciclo limite estavel:
T1 = X2 — xl(x? +x% -1)
To = —T1 — wg(wf +a23— 1)
@ Usando a seguinte coordenada polar
T = (x%—i—x%)lﬂ, Gztan_l(arz/a:l)

o sistema pode ser reescrito como
dr 2
— =—r(r" -1
= - 1),
@ A estabilidade deste sistema pode agora ser analisada de forma simples. Basta

considerar as seguintes condi¢des:
e Se o estado iniciar no circulo unitdrio (r = 1), a equa¢3o passa a ser

P(t) =0

do _
dt —

Portanto, a trajetéria se movera ao longo do circulo no sentido horario.
o Se 0 <r <1, entdo r > 0 e o estado tenderd ao circulo unitdrio a partir do seu interior.

e Ser > 1, entdo 7 < 0 e o estado tenderd ao circulo unitdrio a partir do seu exterior.
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Sistemas ndo lineares

Sistemas nao lineares autébnomos

Existéncia de Ciclo Limite

@ Teorema (Bendixson). Considere o sistema auténomo de segunda ordem

. dzy

xr1 = at —f1(1’17$2)
J— de p—

T2 = a f2(1’17$2)

onde f1(z1,z2) e f2(w1,x2) possuem derivadas parciais continuas. Ent3o, ndo pode
existir ciclos limites numa regido do plano de fase onde

of | Of
8331 * 8:82

n3o é identicamente zero e n3o muda de sinal.

@ A prova é simples. Eliminando o tempo da equacgdo diferencial, tem-se

dIQ fz(xhxz)
S22 2L fde — fidae =0
dz1 ~ fi(zr,20) fodz1 — fidzo

Esta relacdo é satisfeita para qualquer trajetéria do sistema incluindo o ciclo limite.

Portanto, ao longo de uma curva fechada do ciclo limite, tem-se

f (fzdml — f1d£l}2) = 0
L
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Sistemas ndo lineares

Sistemas nao lineares autébnomos
Existéncia de Ciclo Limite

Usando o teorema de Green, tem-se

fon o= ] (22 +52) =

onde A é a regido fechada limitada pela curva L.

Portanto, se nao houver mudanca de sinal, isto implica que

ofr 4 OF 0f2

8561 8952 =0

concluindo assim a prova.
@ Como exemplo de aplicagdo, considere o sistema
1 = g(z2) + dz1 23
To = h(a:l) =+ 432?%2

com g e h fungBes continuamente diferenciaveis. Como
ofr , 0f2 _
8%1 8$2

é sempre estritamente positivo, exceto na origem, o sistema n3o possui ciclos limites

em nenhum lugar do plano de fase.

4(27 + 3)
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Sistemas ndo lineares

Sistemas ndo lineares auténomos de segunda ordem

Plano de fase

o Considere o seguinte sistema auténomo de segunda ordem

&1 = fi(w1, 22)

&2 = fa(w1,22)
o O grafico de 1 versus z2 é denominado de retrato de fase (plano de fase).
@ Por exemplo, para a equa¢o do péndulo com g/¢ =1 e ¢ =0, tem-se

$1 = T2

j)z = — sin(xl)

cujo retrato de fase estd apresentado na figura abaixo.

T T
Al — s s P e s -

—_— \d/'\ " >\> 1
ot ///T\ /'\\, //.*\\ji :
/:\\\&

o \\/ NN \\\/ / N\\\v / :
Z /\\\w‘// \\\K // \\\\»/// NE

Camino, J. F. (DPM/FEM/UNICAMP) ES927 — Controle de Sistemas Robéticos Campinas, 11 de margo de 2016 14 /



Sistemas ndo lineares

Sistemas lineares auténomos de segunda ordem
Anidlise qualitativa do ponto de equilibrio

@ Seja o sistema linear de segunda ordem
z=Az, z(0)=uxo cuja solugdo é z(t) = e

@ Decompondo a matriz do sistema A na forma canénica de Jordan (ou seja,
A= S8JS™') temos:

i=Ar — =SJS"'z — x(t) = Se’ts
@ Usando a transformacio de similaridade z = S~ 'z, obtemos
z=Jz — z(t)= e‘“zo, 20 =S 2o

@ Dependendo dos autovalores da matriz A, a forma real de Jordan poderd ser
@ Autovalores reais distintos:

I DY)
=53
@ Autovalores reais muiltiplos:
= [é ﬂ, comk=0ouk=1

© Autovalores complexos A12 = o =i, com i = /—1:

i e
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Sistemas ndo lineares

Anilise qualitativa de sistemas lineares de segunda ordem

Caso 1: autovalores reais distintos e ndo nulos A1 # A2

o - . A0
@ Caso 1: autovalores reais distintos e ndo nulos A1 # A2, ou seja, J = {01 A\ }
2

o Considere o sistema abaixo com 0 # A1 # A2 # 0.
21 =Mz
Zo = X222, z(0) = (210, 220)
cuja solugdo é dada por
z1(t) = 210t
22(t) = zo0€™2"

@ Eliminando o tempo t da equag3o acima, chegamos a

Ao /A1 220
22 = cz C= —
1 ’ (210))\2/)\1

@ O plano de fase é dado pela familia de curvas desta equacdo para diferentes z10 € 220.

@ Claramente a forma do plano de fase dependerd do sinal de A1 e As.
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Sistemas ndo lineares

Anilise qualitativa de sistemas lineares de segunda ordem
Caso 1. Subcaso A: A2 < A1 <0

o Considere o subcaso A2 < A1 < 0, onde A2 é denominado de autovalor (autovetor)
répido enquanto que A1 é o autovalor (autovetor) lento.

dzs ,
@ A curva tangente Fyon 2 ¢ dada por
21

de
o Note que A2/A\1 — 1 > 0. Portanto

dzs szg//\l—l

. . de
|z1] = 0 implica — =0
le
. . dZQ
|z1] = o0 implica — = 0
d21

@ O Plano de fase deste sistema na coordenada modal z estd apresentado abaixo.

Z2

= Né ou ponto nodal estavel
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Sistemas ndo lineares

Anilise qualitativa de sistemas lineares de segunda ordem
Caso 1. Subcaso A: A2 < A1 <0

@ E possivel apresentar o plano de fase na coordenada original (z1, z2).

o Perceba que a solugdo é dada por

Aot

A
1 So

z(t) = cie ts1 + cae

onde s; e s2 sdo os autovetores da transformacdo de similaridade S.
o Para t pequeno, a trajetéria move-se paralela ao autovetor rapido sz, ou seja
z(t) = c181 + coe sy
o Para t grande, a trajetéria move-se ao longo do autovetor lento s1, ou seja
1t

z(t) = creMls

@ O Plano de fase deste sistema na coordenada original x estd apresentado abaixo.

= N6 ou ponto nodal estavel
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Sistemas ndo lineares

Anilise qualitativa de sistemas lineares de segunda ordem
Caso 1. Subcaso B: 0 < A1 < A

o Considere agora o subcaso 0 < A\; < As.
@ O retrato de fase é analogo ao caso anterior, porém instavel.

@ O Plano de fase deste sistema na coordenada original x estd apresentado abaixo.

x| V2

<= N6 ou ponto nodal instével
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Sistemas ndo lineares

Anilise qualitativa de sistemas lineares de segunda ordem
Caso 1. Subcaso C: A5 < 0 < A\q

o Considere agora o subcaso Ay < 0 < Aj.

@ Para este caso, o autovalor (autovetor) instdvel \; e o autovalor (autovetor) estdvel

A2 implicam que
Art

(& — 00 € (&

Note que a equagdo da trajetdria
z2 = cziz/)‘1
conterd um expoente negativo Az /1.

As trajetdrias terdo uma forma hiperbdlica. Ser3o tangentes ao eixo z1 com |z1| = o0
e serdo tangentes ao eixo zz com |z1| — 0.

O equilibrio é denominado de ponto de sela. O plano de fase estd apresentado abaixo.

Ji
B
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Sistemas ndo lineares

Anilise qualitativa de sistemas lineares de segunda ordem

Caso 2. Autovalores complexos

o Considere que os autovalores sio complexos: A1 2 = a £i3, com i = y/—1.
o A mudanca de coordenada z = Sz transforma o sistema na forma
21 = Q21 — ﬁZQ
2o = Bz1 + aze
@ Usando as seguintes coordenadas polares
z1 =rcosb, 2o = 7rsinf

temos

r=ar = r(t) =e*ro
=8 = 0(t)=6+pt

@ Os possiveis planos de fase estdo apresentados abaixo.

z (a) 22 H) % (c) (E‘}/X;)I/K” ® xek/\ © j/ ~
= /
@ : . ) / A
\\ z \\\\]! z4 2 / _/J/ X1 /;7 s ¥% X,
- - . —

@ Tipo de equilibrio: (a) é um foco estavel, (b) é um foco instavel e (c) € um centro.
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Sistemas ndo lineares

Anilise qualitativa de sistemas lineares de segunda ordem

Caso 3. Miiltiplos autovalores n3o nulos

)
o Neste caso, o ponto de equilibrio é denominado né impréprio (degenerado).

Considere que os autovalores sdo A1 = A2 = A # 0.

A forma de Jordan neste caso

Ak
Jf{o )J, comk=0ouk=1
@ A mudanc¢a de coordenada coloca o sistema na forma

Z21 = Az1 + k2o

2.:2 = )\22

A solugdo é dada por
At
zZ2 = € 220
At
z1 = e " [z10 + ktzao]

e Eliminando o tempo t, obtemos a seguinte equagdo para a trajetdria

o= {@ LN (2)}
z20 A 220
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Sistemas ndo lineares

Anilise qualitativa de sistemas lineares de segunda ordem

Caso 3. Miiltiplos autovalores n3o nulos

@ Os possiveis planos de fase estdo apresentados abaixo.
© Para k= 0: a) estdvel A < 0 e b) instavel A > 0.

22‘
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Sistemas ndo lineares

Anilise qualitativa de sistemas lineares de segunda ordem

Caso 4. Um ou ambos os autovalores sdo nulos

@ Observe que qualquer vetor no espaco nulo da matriz A é um ponto de equilibrio.

@ A forma de Jordan pode ter uma das duas formas abaixo:
0 0 0 1

G EE ()

o Caso a forma de Jordan seja dada por
0 0
=0 %)
21 =0 = z1(t) = z10
20 = Az2 = Zg(t) = 6“220

obtemos

@ O Plano de fase estd apresentado abaixo: a) Estdvel A < 0 e b) Instvel A > 0.
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Sistemas ndo lineares

Anilise qualitativa de sistemas lineares de segunda ordem

Caso 4. Um ou ambos os autovalores sdo nulos

@ Caso a forma de Jordan seja dada por
0 1
=0 )
Z1 = Zz(t) = 21 (t) = 210 + 220t

22 =0 = Zz(t) = 220
@ O Plano de fase esta apresentado abaixo.

obtemos

@ A linha tracejada corresponde ao subespaco de equilibrio.

o Caso a matriz A seja nula, A = 0, ent3o qualquer ponto é um ponto de equilibrio
Camino, J. F. (DPM/FEM/UNICAMP)
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Sistemas ndo lineares

Sistemas nao lineares

Anilise qualitativa

@ Plano de fase de um sistema massa-mola:

x(t) = o cos(t)

Erz=0 = i) = —zsin(t) 3

Eliminando ¢, temos 22 + 42 = x3

@ Plano de fase de um sistema n3o linear de segunda ordem:

F4+06i+3z+2°=0

Pontos de equilibrios Z = (z, ) s&o:

o foco estivel em T = (0,0);

e ponto de sela em T = (—3,0).

@ Plano de fase de um sistema de primeira ordem:

. 3
T+4x—z" =0
stable unstable 4
unstable

Os pontos de equilibrios sdo ¢ £ =0 P
2
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Sistemas ndo lineares

Sistemas nao lineares autébnomos
Existéncia de Ciclo Limite

o Considere o seguinte sistema auténomo de segunda ordem

1 = fi(z1, z2)

zo = fo(x1,z2)
@ Teorema (Poincaré). Se existir um ciclo limite no sistema acima, ent3o
N=5S+1

onde:
o N é o niimero de nds, centros e focus contidos no ciclo limite;

e S é o nimero de pontos de sela contidos no ciclo limite.

@ Teorema (Poincaré — Bendixson). Se a trajetéria do sistema acima permanecer dentro
de uma regido finita €2, entdo uma das seguintes condigdes é verdadeira:

o a trajetdria converge para um ponto de equilibrio;
o a trajetdria converge para um ciclo limite;

o a trajetdria é ela prépria um ciclo limite.
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Sistemas ndo lineares

Sistemas nao lineares
Método da Linearizagdo

@ O método da linearizac3o é baseado no fato de que os autovalores de uma matriz
dependem continuamente dos seus elementos.

@ O método consiste em linearizar um sistema n3o linear na vizinhan¢a do ponto de
equilibrio e estudar o comportamento do respectivo sistema linear.

o Método:
@ Suponha que Z = (0,0) seja um ponto de equilibrio, ou seja, f(Z) = 0;
@ Calcule a matriz Jacobiana A, onde

afi

8%‘]' |:c:5c

aij =
© A série de Taylor fornece:
i(t) = f(7) + Az — &) + Oz — 7)?
@ Assim, negligenciando os termos de ordem maior, obtemos a seguinte aproximac3o:
y=Ay
@ O método produz resultados vélidos, exceto em alguns casos particulares.

@ Espera-se que o plano de fase do sistema linear seja similar ao do sistema n3o linear
numa vizinhanga da origem Z.
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Sistemas ndo lineares

Sistemas nao lineares
Método da Linearizagdo

o Se f(z) é analitica numa vizinhanga do ponto de equilibrio, entdo:

Linearizado N3o linear
N6 estdvel A1 # A2 NS estavel
N6 instavel A1 # Ao N6 instavel
Foco estavel Foco estavel
Foco instavel Foco instavel
Ponto de sela Ponto de sela

@ Assim, observa-se que nds, focos e selas sdo estruturalmente estaveis.

@ No entanto, podem ocorrer os seguintes casos criticos:
_le -8

QCentroJ—{ﬁ e]'

e<0 — foco estavel

Qualquer pertubag¢io pode gerar: { e>0 — foco instavel

@ Muiltiplos autovalores ndo nulos A\ = Ay # 0.
foco estdvel (instavel)

Qualquer pertubagio pode gerar: né estével (instével)

© Autovalores nulos A1 = Ao = 0.
Qualquer pertuba¢do pode gerar: { centro, foco, né, sela.
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Sistemas ndo lineares

Sistemas nao lineares
Método da Linearizagdo

o Exemplo. Considere o sistema
. X2
1 =—21 — ————:= f1(z1,22)
In+/22 + x2 N
& o + 1 fa(z1,x2)
2= —Z2+ ——F——=:= fa(®1, 22
In+/z? + 22 N
@ O ponto de equilibrio é na origem Z = (0, 0). eSS
2
o Definindo g(z1,x2) = (z} + 23) ( 3+ :Jc2) , a linearizac3o fornece
Oh _ _,, _mz oh 1 &
oz g(z1,22)’ Oz In+/23+23  9(z1,22)
8f2 1 JZ% 8f2 - 11— X1X2

11 /a2 ta3 9@ia2)  Or2 g(x1, z2)
@ O Jacobiano é dado por

-1+ €1

—€2 —1 -

A= onde 7, ¢e; — 0 com (z1,22) = 07 = A= [_01 _OJ

@ Portanto o equilibrio do sistema linear é um né estavel. No entanto, o retrato de fase
do sistema n&o linear (acima) na vizinhanga de (0,0) se assemelha a um foco estavel.
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Conceitos preliminares

Definicdo de estabilidade para sistemas auténomos

Conceitos preliminares

@ Como os sistemas n3o lineares possuem comportamentos complexos, é necessario um
conceito mais refinado de estabilidade.

@ A seguinte notag3do serd utilizada ao longo do texto:
o Uma regido S é a unido de um conjunto conecto aberto com algum, nenhum, ou todos
os seus pontos de fronteira.

o A regido esférica (uma bola aberta) de raio R definida por ||z|| < R é denotada por Bp.
o A esfera (o contorno) de raio R definida por ||z|| = R é denotada por Sg.
o A vizinhanga-€ de ¢ é a regido aberta N(zg,¢) = {z € R" | ||l — z0]| < €}.
@ Definigdo: O equilibrio z = 0 é dito
@ estdvel, se para qualquer € > 0 existir 6 > 0 tal que
@l <5 = la()ll <e
@ instdvel, se ndo for estavel;
@ assintoticamente estdvel, se for estdvel e se § puder ser escolhido tal que

le@)l <5 = Jim [2(t)] =0
o Nesta definicdo a constante § pode depender de ¢, ou seja, 6 = d(e).

@ Usando uma outra simbologia, tem-se para a estabilidade:

Ve>0,30>0; z(0)€Bs=xz(t) € B, Vt>0
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Conceitos preliminares

Definicdo de estabilidade para sistemas auténomos

Conceitos preliminares

@ Note que o equilibrio é instavel, se existir pelo menos uma bola B, tal que para
qualquer 6 > 0 (n3o importa qudo pequeno seja), é sempre possivel para uma
trajetéria iniciada em Bj, eventualmente deixar a bola Be.

o Sistema (1): equilibrio assintoticamente estavel.
e Sistema (2): equilibrio estvel.

o Sistema (3): equilibrio instavel

o E importante salientar que existe diferenca entre estabilidade e a nog3o intuitiva da
trajetdria do sistema divergir para o infinito.

@ Estes conceitos sdo idénticos para sistemas lineares, ja que polos instdveis implicam
crescimento exponencial de algum estado do sistema.

@ O conjunto de todas as possiveis condi¢cdes iniciais que convergem para 0 mesmo
equilibrio é chamado bacia de atracg3o.
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Conceitos preliminares

Definicdo de estabilidade para sistemas auténomos

Conceitos preliminares

o Por exemplo, considere a equacdo de Van der Pol:

j?1=(E2

To = —x1 + (1 — x?)xg

cujo equilibrio é na orgiem: z = 0.

Ciclo limite

@ Analisando o retrato de fase do sistema, percebe-se que qualquer trajetdria iniciada
em x # 0 converge para o ciclo limite estdvel (em vermelho).

@ Isto implica que é possivel escolher € de forma que a bola B, esteja completamente
no interior do ciclo limite. Assim, uma trajetéria x # 0 iniciada em qualquer bola
Bs < B. (suficientemente préxima da origem) ird deixar a bola B.. Portanto, a
origem é instavel.

@ Perceba que embora a trajetéria permanecga préxima da origem, em certo senso, ela
ndo pode ficar arbitrariamente proxima da origem. Esta é a diferenca fundamental
entre estabilidade e instabilidade.
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Conceitos preliminares

Definicdo de estabilidade para sistemas auténomos

Conceitos preliminares

o Convergéncia para a origem n3o necessariamente implica estabilidade!
@ Por exemplo, considere o sistema de Vinograd dado por
o a?(y —x) +y° J— y*(y — 2z)
(@2 +y2) [1+ (22 + %)% (2® +9°) [L+ (2% + 9°)?]
@ O plano de fase, na vizinhanca do equilibrio x = y = 0, estd apresentado abaixo.




Estabilidade exponencial

Definicdo de estabilidade para sistemas auténomos

Conceitos preliminares

@ Definicdo: O equilibrio z = 0 é exponencialmente estdvel se existirem a > 0e A > 0
tais que
lz(@)[| < allz(©)e™™, V¢>0

para z(0) € Bs (uma bola qualquer centrada na origem).
@ Por exemplo, o seguinte sistema
&=—(1+(sinz)?®) z, x(0)=uxo
é exponencialmente estavel e converge para x = 0 com um decaimento A\ = 1.
@ Para ver isto, basta calcular a resposta:
z(t) = zoe” J§ L+ (sina(r))?]dr

@ Portanto
z(t) < |9cg\eft

@ Perceba que estabilidade exponencial implica estabilidade assintética, mas o contrario
nao é verdadeiro. Por exemplo, a solugdo da seguinte equagido

&= —a°, z(0) =1

é z(t) =1/(1+1t), que é sempre mais lenta que qualquer exponencial.
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Estabilidade global
Definicdo de estabilidade para sistemas auténomos
Conceitos preliminares

@ Se a estabilidade (assintética) valer para qualquer condi¢3o inicial, ent3o o sistema é
globalmente (assintoticamente) estdvel.

@ Por exemplo, considere o sistema de primeira ordem

i=—z+2°, z(0)=uxo
cujos pontos de equilibrio sdioz =0ex = 1.

@ Sua linearizacdo produz o sistema

it=-x & )=z, t>0
que é globalmente exponencialmente estavel.

@ Por outro lado, integrando a equag¢do nao linear, tem-se ;
—t
o€
z(t) =

(1 —x0) + xoe™t I
Claramente a origem n3do é globalmente estdvel.
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Teorema de Lyapunov

Sistemas nao lineares autébnomos
Teoria de Lyapunov

@ A idéia por tras do método direto de Lyapunov é uma extensdo de uma observagao
fisica fundamental:

Se a energia total de um sistema fisico é continuamente dissipada, entdo o sistema
deve eventualmente se acomodar num ponto de equilibrio.

@ Por exemplo, considere um sistema mecéanico cuja equagdo de movimento é dada por
. Y. 3
ma + bz|z| + kox + kiz” =0

onde o termo bi|Z| representa o amortecimento (uma dissipa¢do) n3o linear e o termo
kox + ki3 representa uma rigidez de mola n3o linear.

@ A energia total desse sistema é a soma das energias cinética e potencial, dada por
N S * 3
V(z, &) = §m:c + (kox + k12°) dz
0

1 1 1
= 5m$2 + 5]{:01'2 + ZklfCAl

o Perceba que:
© Energia zero corresponde ao ponto de equilibrio do sistema (z = 0,2 = 0).

@ Estabilidade assintética implica que a energia total do sistema converge para zero.
© Instabilidade est3 relacionada com o aumento da energia do sistema.
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Teorema de Lyapunov

Sistemas nao lineares autébnomos
Teoria de Lyapunov

@ Isto leva a crer que as propriedades de estabilidade do sistema podem ser
caracterizadas pela variagdo da energia do sistema.

@ A variagcdo da energia ao longo da trajetéria é obtida diferenciando-se V(x):
V() = mid + (kox + k1)@
= @(—bi|z])
= bl
<0, VZ#0

@ Esta equacdo indica que a energia do sistema ¢é dissipada pelo amortecedor até que a
massa esteja em repouso, ou seja, ¢ = 0.

o Fisicamente, é facil perceber que a massa entrard em repouso apenas no ponto de
equilibrio (x = & = 0) j4 que, em qualquer outra posigdo x # 0, a massa estara
sujeita a forca da mola.

@ Uma das propriedades que garantem essa conclusdo sobre a estabilidade do sistema é
o fato da fung3o de Lyapunov V() ser positiva definida.

Camino, J. F. (DPM/FE| ES927 — Controle de Sistemas Robéticos Campinas, 11 de margo de 2016 38 / 105



Teorema de Lyapunov

Sistemas nao lineares autébnomos
Teoria de Lyapunov

@ Uma fung3o escalar V(z) é denominada localmente positiva definida se V(0) =0 e,
dentro de uma bola B,, V(z) > 0 para todo x # 0.

@ Se V(0) = 0 e a propriedade acima valer para todo z € R", ou seja, r — 00, entdo
V(z) é denominada globalmente positiva definida.

@ Por exemplo, a fun¢do utilizada no problema anterior, dada por
1 .2 e 3
Viz) = 5m + [ (kox + kiz”)dz
0
é globalmente positiva definida.
@ Por outro lado, a fungdo

Viz) = %mﬁéz + mlg(1 — cos @)

que representa a energia do péndulo é apenas localmente positiva definida.

Camino, J. F. (DPM/FEM/UNICAMP) ES927 — Controle de Sistemas Robéticos Campinas, 11 de margo de 2016 39 / 105



Teorema de Lyapunov

Sistemas nao lineares autébnomos
Teoria de Lyapunov

o A figura apresenta a fungdo positiva definida V (z) = 15 (27 + 23) + sin®(x2):

A

4
as -
a
~
25
2
s
os
2 - “a
5 - 2

@ De forma andloga, V' (z) é dita negativa definida se —V'(x) for positiva definida.
A fun¢do V (z) é positiva semidefinida se V(0) =0 e V(z) > 0.

@ De forma similar defini-se uma fun¢do negativa semidefinida.

A fungdo V (z) representa implicitamente uma func¢do do tempo t, j& que z(¢) é o
estado do sistema autdnomo z(t) = f(z(t)).

Assumindo-se que V (z) é diferencidvel, entdo
_dV(z) GV(:E)Q,E 0V (x)

dt ox ox

V(z) f(z)
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Teorema de Lyapunov

Sistemas nao lineares autébnomos
Teoria de Lyapunov

@ Teorema de Lyapunov

Seja z = 0 um ponto de equilibrio de & = f(z) e D € R™ um dominio contendo
x =0. Seja V : D — R uma fungdo continuamente diferencidvel tal que

V0)=0 e V(z) >0, VzeD-{0}

entdo:
@ se V(z) <0em D, o equilibrio = 0 é estavel.

Q se V(x) < 0 em D, o equilibrio z = 0 é assintoticamente estavel.

@ Observe que esta definicdo é local, ja que o dominio D pode ser limitado.

@ Como exemplo de aplicag3o, considere a equacdo de movimento do péndulo com
amortecimento dada por

. g . c
T2 = ——SINTx1 — —5T2

/ mi?

onde z1 =6 e 5 = 0.
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Teorema de Lyapunov

Sistemas nao lineares autébnomos
Teoria de Lyapunov

o Como fun¢do de Lyapunov candidata, uma escolha ébvia é a energia total do péndulo

dada por
_9 15
V(z)==(1 —cosz1) + —x3
1 2
o Esta fungdo é claramente positiva definida (localmente), no dominio
D={(z1,22) | —2r<z1<2m e 22 € R}
o A derivada da fun¢do V(x) é dada por
Vi) = %sin(xl)izl + Todo = —#x%
o Portanto .
V(z)<0, YzeD

@ Assim, foi possivel provar que o equilibrio £ = 0 do péndulo amortecido é estavel.

o No entanto, n3o foi possivel provar (usando esta fun¢do de Lyapunov) que a origem é
assintoticamente estavel!
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Teorema de Lyapunov

Sistemas nao lineares autébnomos
Teoria de Lyapunov

o Uma escolha diferente para V(z), poderia resultar num V (z) negativa definida.

o Por simplicidade, considere o péndulo anterior com g/ =1ec/(mf*)=1ea
seguinte fun¢do de Lyapunov candidata

71T{1 1

V(m)—4x 1 Q]x—i—(l—cosml)

@ A derivada de V(z), ap6s algumas simplificagdes, é dada por
1 4

. 1.
Viz) = —5 sin(z1) — 522

@ Percebendo que z1sin(x1) > 0 para todo 0 < |z1]| < , conclui-se que V(x) é
positiva definida e V(z) é negativa definida no dominio D = {z € R? | |21| < 7},
assegurando assim estabilidade assintética.

e Considere a seguinte equacio & = ax>, com a < 0. Escolhendo a funcio de Lyapunov
como sendo V(z) = 27, tem-se

V(z)=az' <0, YzecR-{0}

@ Portanto, conclui-se que o sistema é assintoticamente estavel.
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Teorema de Lyapunov

Sistemas nao lineares autébnomos
Teoria de Lyapunov

o E importante enfatizar que para se obter estabilidade global, ndo é suficiente apenas
fazer D = R™ no teorema de Lyapunov.

@ Para se concluir estabilidade global, é preciso condicGes extras sobre a fun¢do de
Lyapunov. Por exemplo, considere o seguinte sistema

. 61 . 2(x1 + 2)
=___ ' 19 —_aiT a2
€1 (1 s ) + 2x2, To (1 +x§)2
@ Para este sistema, considere a seguinte fun¢do de Lya- R \ N
punov V' (x) candidata R
2
V(IE) 1+z 2+IE2>0 Vm#O »»va >i ’;«“‘:>: S

o A derivada de V() é dada por D

I i

IO

123 40 )
- 0, V R*—{0 PERSERSSERRAN
EFIR I

i
I
i

PO A O S A R S

V(z)=—

i
i
i
i

@ Portanto, a origem x = 0 é assintoticamente estdvel,

@ No entanto, o resultado n3o é global, como pode ser observado pelo retrato de fase.
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Teorema de Lyapunov

Sistemas nao lineares autébnomos
Teoria de Lyapunov

@ Analisando as curvas de niveis de V' (z), dada por

xT

percebe-se que as curvas V(x) = ¢ para ¢ > 1 sdo abertas.

o A figura abaixo apresenta as curvas de niveis de V (z).

Figura: Curvas de niveis para V(z). O contorno em vermelho representa V(z) = 0, 97.
@ Para assegurar que o teorema também seja vélido globalmente é necessario que
[z]] =00 = [V(z)]| = o0

ou seja, que V(z) seja radialmente ilimitada.
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Sistemas nao lineares autébnomos
Teorema de Barbashin-Krasovskii

@ Teorema de Barbashin-Krasovskii
Seja z = 0 um ponto de equilibrio de & = f(z). Seja V : R® — R uma fungio
continuamente diferencidvel tal que
V0)=0 e V(z)>0, Vz#0

V(z)<0, Vz#0

entdo o equilibrio z = 0 é globalmente assintoticamente estavel.

@ Como exemplo de aplicagdo, considere o seguinte sistema
T+c(x)=0

com ¢(x) una fung¢do continua tal que z ¢(z) > 0,V x # 0. Por exemplo:
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Teorema de Lyapunov

Sistemas nao lineares autébnomos

Teorema de Barbashin-Krasovskii

o Considere a seguinte funcdo de Lyapunov candidata

entado

e Como zc(z) > 0, para todo z # 0, tem-se
V() <0, Yz#0

@ Portanto, todas as condi¢bes do teorema de Barbashin-Krasovskii estdo satisfeitas e
assim conclui-se que a origem ¢é globalmente assintoticamente estdvel.

@ Desta forma:
@ i =sin? z — z é globalmente assintoticamente estavel na origem ja que V x # 0,

sin? z < |sinz| < |z|.

@ & = —a3 também é globalmente assintoticamente estavel. Perceba que a linearizacdo na
origem ¢é inconclusiva, no entanto o sistema n3o linear tem uma caracteristica forte de
estabilidade.
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Teorema da Instabilidade

Sistemas nao lineares autébnomos
Teorema da Instabilidade

@ Teorema de Chetaev

Seja z = 0 um ponto de equilibrio de & = f(x). Seja V : D — R continuamente
diferencidvel tal que V' (0) = 0 e V(o) > 0 para algum zq arbitrariamente préximo
da origem x = 0. Defina

B.={zeR"||z|<r}CcD e U={ze€B,|V(z)>0}

Suponha que V(z) > 0 em U, entdo = = 0 é instavel.

@ O conjunto U é n3o vazio. Seu contorno é dado pela superficie V(z) = 0 e a esfera
||z|| = . Como V(0) =0, a origem = = 0 pertence ao contorno de U dentro de B;.

@ Por exemplo, a figura abaixo apresenta o conjunto U para V (z) = (7 — x3).

2

@ Perceba que o conjunto U pode ser construido sempre que V(0) =0e V(zo) > 0
para algum x( arbitrariamente préoximo da origem.
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Teorema da Instabilidade

Sistemas nao lineares autébnomos

Teorema da Instabilidade

@ Como exemplo de aplicac3o, considere o sistema
1 =z1 + g1(x)
To = —22 + g2(x)
com g; satisfazendo |g;(x)| < k||z||3 numa vizinhanga D da origem.

o Esta desigualdade implica que g;(0) = 0. Portanto a origem é um ponto de equilibrio.

o Considere a fun¢ido

1
V() = 2t - ad)
e Por exemplo, a figura abaixo apresenta o conjunto U para V/(z) = (7 — 23).
£
B To = x1

Tl

o Na linha z2 =0, V(x) > 0 em pontos arbitrariamente préximos da origem.
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Teorema da Instabilidade

Sistemas nao lineares autébnomos
Teorema da Instabilidade

o A derivada de V(x) é dada por

V(z) = 2t + 25 + 2191 () — 7292(2)

o Note que a magnitude do termo z1g1(x) — z2g2(x) satisfaz a seguinte desigualdade
2
|z191(2) — 2292(2 Z il lgi ()] < 2k|jz|l3
e Portanto,

V() > |lzll3 — 2klll3 = llz]153(1 — 2k]|z|2)

@ Escolhendo r tal que B, C Der <
est3o satisfeitas.

2k' todas as condi¢des do teorema de Chetaev

Portanto a origem é instavel.
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Teorema da Instabilidade

Sistemas nao lineares autébnomos
Teorema da Instabilidade

@ Teorema da Instabilidade de Lyapunov
@ Seja x = 0 um ponto de equilibrio de & = f(z).

@ Seja V : D — R continuamente diferenciavel tal que V(0) =0 e V(zo) > 0 para
algum zq arbitrariamente préximo da origem z = 0.

© Seja © uma vizinhanga-e em torno da origem, ou seja, Q@ = {z € D | ||z|| < €}.

Suponha que V(ac) > 0 em 2, entdo z = 0 é instavel.

@ A prova deste teorema é uma aplicagdo direta do teorema de Chetaev com B, = Q.

Por exemplo, considere o seguinte sistema
. 2 4
T1 = —2x2 + x1 (2] + 23)

To =21 + mg(ﬁ + xé)

Seja a seguinte funcdo V(z) = 3 (27 + 23).

@ Sua derivada é dada por V(z) = (:r% + :r%) (ﬂcf + x%)

Como V/(x) e V(x) sdo ambas positiva definidas (em qualquer vizinhanga da origem),
pelo teorema acima conclui-se que a origem é instavel.
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Sistemas nao lineares autébnomos

Principio da Invariadncia

@ Considere o exemplo do péndulo:
T1 = X2

ig:—gsin:cl— ondex; =0exs =20

c
£ 2
L me2T

A fung3o de Lyapunov utilizada

1
V(z) = §x§ + g(l —cosx)

L
falhou em mostrar a estabilidade assintética da origem ja que
. c 2
Viz)=——>25<0
( ) méQ 2 =

o Para manter V(z) = 0, a trajetdria precisa se desenvolver em z2 = 0.

@ No entanto:
22() =0 = d26)=0 = sinz1 =0

e Portanto, no dominio —7 < 1 < 7, V(z) = 0 s6 é possivel na origem.

@ A idéia central do principio da invariancia é o conceito de conjunto invariante, que é
uma generalizagdo de ponto de equilibrio.
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Principio da Invariancia

Sistemas nao lineares autébnomos

Principio da Invariadncia

@ Um conjunto M é invariante se toda trajetdria iniciada em M, permanecer em M
para qualquer instante de tempo ¢, ou seja
z(0)eM = =z(t)eM, VteR
@ Um conjunto M é positivamente invariante, se
z(0)eM = z{t)eM, Vt>0

o Por exemplo:
@ Os pontos de equilibrio e os cilos limites sdo conjuntos invariantes.
@ O conjunto das curvas de niveis para uma V positiva definida tal que

Qc={z € R" | V(z) <c}
com V(a:) <0,Y x € Qc é um conjunto positivamente invariante.
o Teorema de LaSalle
Considere o sistema auténomo & = f(z).
o Suponha que o conjunto limitado e fechado €2 € D seja positivamente invariante.
e Seja V : D — R continuamente diferencidvel tal que V(z) < 0 em €;
o Seja E o conjunto de todos os pontos em Q onde V (z) = 0;

o Seja M o maior conjunto invariante em E.

Entdo, todas as solu¢des originadas em 2 convergem para M com t — cc.
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Principio da Invariadncia

@ Perceba que o resultado da estabilidade assintética pode ser visto como um caso
especial onde o conjunto invariante M contém apenas a origem.

@ O teorema de LaSalle generalizou o teorema de Lyapunov nas seguintes dire¢des:

o Relaxou a condi¢do sobre V ter que ser negativa definida para assegurar estabilidade
assintética;

o Pode ser usado em sistema onde o equilibrio é um subespaco e n3o necessariamente um
ponto isolado;

o A fungo V n3o precisa ser positiva (semi)definida;

o Fornece um estimador da regido de atragdo.
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Principio da Invariadncia

@ Como exemplo de estimac¢do do dominio de atragc3o, considere o sistema
. 2 2 2
21 =x1(x] + 25 — 2) — 4x125

=423y + 1}2(1}% + 22— 2)

Considere a seguinte fun¢do
V(z) = 23 4 23

cuja derivada fornece

V(x) = 2(:1’% + x%)(z% + zg —2)

o Assim, V é localmente negativa definida no interior da bola B 3.

A regiso Q. = {x € R? | V(z) = 21 + 23 < ¢}, com ¢ < 2, é limitada e fechada.

@ Assim, o conjunto E = {z € Q. | V = 0} é exatamente a origem = = 0, que é um
conjunto invariante. Neste caso, M = FE = {z = (0,0)}.

@ Portanto, pelo teorema de LaSalle toda trajetdria iniciada dentro de Q2. convergird
para origem (fornecendo um dominio de atrag3o).
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Principio da Invariadncia

@ Exemplo de aplicagdo de controle adaptativo. Para o sistema
y=ay+u,  y(0)=yo

onde o valor do pardmetro a é desconhecido, determine uma lei de controle u de
forma a garantir que a saida y convirja a zero.

@ E possivel mostrar que a seguinte lei adaptativa tem essa propriedade:
u=—ky, k=%’ >0, k() =k

@ Os graficos abaixo apresentam y(t) e k(t) para o sistema acima paray =1 e v = 10.
Os dados numéricos usados foram a = 2 e condi¢des iniciais y(0) = 5 e k(0) = —7.

pu——
—y=10

y(t)
>
k()

08 1 o 02

04, 06 04 06
Tempo [s] Tempo [s]

Camino, J. F. (DPM/FEM/UNICAMP) ES927 — Controle de Sistemas Robéticos Campinas, 11 de margo de 2016 56 / 105



Principio da Invariancia

Sistemas nao lineares autébnomos

Principio da Invariadncia

o Na forma de estado, com 1 =y e z2 = k, tem-se
&1 = — (72 — a)m
. 2
T2 =YXy

@ Os pontos de equilibrio satisfazem
0=—(z2 —a)z1
0=yt

@ Portanto o equilibrio é dada por 1 = 0 e x2 qualquer, ou seja, o equilibrio é o
subespaco {z = (21,z2) € R? | z1 = 0}.

o O objetivo é mostrar que x(t) tende a este equilibrio, ou seja, z1 — 0.

@ Para isto, considere a seguinte fun¢do V (z):
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Principio da Invariadncia

@ Derivando a fun¢do

obtém-se
. . 1 .
V(z) = 2121 + ;(xz —b)is
_ 2 2
= —(z2 — a)xi + (z2 — b)x]
=(a—Db)zi <0
o Como V/(z) é radialmente ilimitada, o conjunto
Q.={zcR*|V(z)<¢, com 0<c<oo}
é limitado, fechado e positivamente invariante.
@ Assim, as condi¢des do teorema de LaSalle est3o satisfeitas. O conjunto E é dado por
E={z€Q.|z1 =0}

o Como qualquer ponto de £ é um ponto de equilibrio, o conjunto E é invariante e
podemos escolher M = E.

Camino, J. F. (DPM/FEM/UNICAMP) ES927 — Controle de Sistemas Robéticos Campinas, 11 de margo de 2016 58 / 105



Principio da Invariancia

Sistemas nao lineares autébnomos

Principio da Invariadncia

@ Corolario (caso local) [Teorema de Barbashin-Krasovskii]
o Seja z = 0 um ponto de equilibrio.
e Seja V : D — R continuamente diferencidvel e positiva definida, tal que
V(z) <0, z €D
o Seja S={x € D|V(z)=0}.

e suponha que nenhuma solug3o (além da trivial) possa permanecer em S
indefinidamente.

Entdo, a origem z = 0 é assintoticamente estavel.

@ Coroldrio (caso global) [Teorema de Barbashin-Krasovskii]

Se no coroldrio anterior, D = R" e V() for radialmente ilimitada. Entdo, a origem
é globalmente assintoticamente estavel.
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Principio da Invariadncia

@ Por exemplo, considere o sistema mecanico massa-mola-amortecedor dado por
. L. 3
mi + bz|t| + kox + kiz” =0

@ Sua fungdo energia é

Viz,2) = %msf + %kozz + %klle

cuja derivada é )
V(z) = —bl&|*> <0 (negativa semidefinida)

@ No entanto, usando o Teorema de Barbashin-Krasovskii é possivel mostrar que origem
é globalmente assintoticamente estavel.

@ Para isto, basta mostrar que nenhuma solugio (além da trivial) pode permanecer
indefinidamente no conjunto

S ={(z,#) € R* | V(2) = 0} = {(w, &) € R* | & = 0}
@ Assuma que (z,2) 20 € S, ou seja, £ =0 e x # 0. Ent3o
i’z——x—ﬁxsséo
m

o que resultard num & # 0 e assim a trajetdria eventualmente abandonara S.
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Sistemas Lineares e Lineariza¢do

o Considere o sistema linear invariante no tempo
i = Ax se det(A) # 0, o equilibrio é um ponto isolado
o se det(A) = 0, o equilibrio é um subespaco
o A solugdo é dada por: z(t) = e*zo
@ Decompondo a matriz A na forma Canbdnica de Jordan, temos
P'AP=J & A=PJPH, J = blocodiagonal[Jy, ..., J,]

onde cada bloco J; estd associada com o autovalor \;(A):

X100
0 A 1 - 0
Ji =
0 0 0 1
0 0 0 i

@ Neste caso
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@ Teorema.

O ponto de equilibrio z = 0 do sistema linear © = Ax é:

o Estdvel: se e somente se, Re()\;) < 0, e cada autovalor Re()\;) = 0 tiver um bloco
de Jordan de ordem 1.

o Assintoticamente estdvel: se e somente se, Re()\;) < 0,V i.

@ Por exemplo, suponha que o sistema linear seja dado por
&= Jiz, z(0) = o

com a matriz J; dada por

-1 1 0 0 O -1 1 0 0 O
0 -1 0 0 O 0 -1 0 0 O
Ji=10 0o -1 0 0f, Ja= |0 0 -1 0 0
0 0 0 0 O 0 0 0 0 1
0 0 0 0 O 0 0 0 0 O

@ Conclui-se que o primeiro sistema é estdvel e que o segundo sistema é instdvel.
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@ Prova da estabilidade assintética. Defina a seguinte funcdo de Lyapunov candidata
V(z) =2" Pz, com P=P" >0
Entdo
V(z) =2"Pi+i"Pr =27 (PA+ ATP)z =2"Qx, comQ=PA+A"P
Assim, dado um P > 0, se Q < 0, ent3o pelo teorema de Lyapunov a origem x =0 é
assintoticamente estdvel.
@ Teorema.

Uma matriz A é Hurwitz, se e somente se, para @ < 0, existir P > 0 tal que

PA+ATP=Q

@ Por exemplo, suponha que A e ) sejam dados por

e Ent3o a equacio ATP 4+ PA = Q tem como solucio

P:E’ ﬂ>o = M=2—V2 X=24+2
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@ Teorema.

Seja = 0 um ponto de equilibrio do sistema n3o linear

&= f(z)

onde f é uma fungdo continuamente diferencidvel numa vizinhanga da origem.
Seja a linearizagdo de f(z) na origem dada por

0
4=

oz )
Denote por \;, com ¢ = 1,...,n, os autovalores da matriz A.

Ent3o:

© A origem é assintoticamente estavel se
Re(X;) < 0 para todo¢

@ A origem é instavel se

Re(A;) > 0 para algums4
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o E importante salientar que o teorema n3o é conclusivo se um dos autovalores
Re(Ai) = 0 e os outros Re(\;) < 0. Neste caso a linearizagdo falha.

@ Por exemplo, considere o sistema abaixo
&= ax®
Linearizando na origem, temos

_of
- L@

2
= 3ax

A

=0

o Portanto, o sistema linearizado é # = 0 e n3o se pode chegar a conclusdo alguma.

@ Na realidade, pode-se mostrar que

@ se a <0, o sistema ¢ assintoticamente estavel, usando V(z) = z4;

@ se a =0, o sistema é estavel;

© se a > 0, o sistema € instavel, usando Chetaev com V(z) = 4.
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Sistemas Lineares e Lineariza¢do

@ A linearizagdo do sistema n3o linear usado no problema de controle adaptativo
&1 = —(z2 —a)m1
. 2
L2 = YT
também ¢é inconclusiva, ja que a lineariza¢do na origem fornece:
Z'Cl = ar
T2 =0

@ Por outro lado, a linearizacdo do sistema
x2

In /2% 4+ z3

1

Ty = —T2 + ——F———
In+/22 + 22

:'El = —T1 —

fornece o sistema linear
i}l = —21

i’z = —XT2

que é assintoticamente estavel.
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Teorema de Krasovskii

Seja z = 0 um ponto de equilibrio do sistema n3o linear & = f(z).
Seja A(x) a matriz Jacobiana de f(z) dada por A(z) = = (x).
Entdo:

@ A origem é assintoticamente estavel (AE) se num dominio €:

F(z) := A(z) + A(z)" <0

@ Existe um D C Q em que V(z) = f(z)” f(z) é uma fungdo de Lyapunov.

@ A origem é globalmente AE se o dominio D for R™ e V(z) — oo com ||z| — oo.

Demonstracido

@ Pode-se mostrar que F(x) < 0 implica que f(z) # 0, para x # 0 na vizinhanga da
origem, e que a matriz Jacobiana A(zx) € inversivel. Portanto, existe um dominio D
em que V(z) = f*(x)f(z) > 0.

o Usando o fato que f(x) = A(z) f(z), tem-se
Ve)=f"f+f f=frAf+f A" f=f"Ff<0, VzeDcCQ

Jja que F < 0 em ) por hipdtese.
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Teorema de Krasovskii

o Como exemplo de aplicac3o, considere o sistema
1 = —6x1 + 222

. 3

Ty = 2x1 — 622 — 275

@ A matriz Jacobiana A(xz) é dada por

Bf —6 2
Alz) = oz (®) = { 2 —6— 61:%}
@ Assim

Fa) =A@+ A" = |72,

4 —12 - 1243
o Pode-se mostrar que F(xz) < 0 no = R". Portanto, a funcio de Lyapunov dada por
V(z) = f(z)" f(z) = (—6z1 + 222)* + (221 — 622 — 223)°

prova que a origem é assintoticamente estdvel (AE) em um certo dominio D C .

O equilibrio n3o é globalmente assintoticamente estdvel, j4 que D n3o pode ser todo
o R™. Note que para x1 = x2/3 e x2 = +i,/8/3, tem-se que V (z1,z2) = 0.
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Generalizagdo do teorema de Krasovskii

Seja z = 0 um ponto de equilibrio do sistema n3o linear & = f(z).
Seja A(z) a matriz Jacobiana de f(z) dada por A(z) = =—(x)
Entdo

@ A origem é assintoticamente estavel (AE) se, num dominio €2, existir
P=PT>0eQ=0QT > 0 tais que

F(z):= A(z)"P+ PA(z) +Q < 0
@ Uma fungdo de Lyapunov é dada por V(z) = f(x)" Pf(z).

@ A origem é globalmente AE se o dominio 2 for R" e V(z) — oo com ||z|| — oco.

Demonstracido

o Calculando V, tem-se

V= %f — fTPA@)f + fTPAY (2)Pf = fTFf — fTQf

e Como F <0 eQ >0, o resultado segue diretamente, ji que V < 0.
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Método do Gradiente

@ E uma ferramenta construtiva que permite calcular uma fungdo de Lyapunov.

@ Sabemos que a relagdo entre V(x) e seu gradiente é dada por

V(z) = /Om g(7)" dy

onde o gradiente é dado por

o[V v v
I =\ oz, 0z, = Oa,

o Para que g(z) seja o gradiente de V' (x), é necessario que o Jacobiano satisfaca

8gi_% ..
0z, Oz’ Vi

J

o Note que a derivada de V(z) é dada por V(z) = g% (z)f(x).
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Método do Gradiente

@ O principio do método é assumir uma forma especifica para o gradiente.

Suponha a forma

@ Agora é necessdrio determinar os a;; de forma a satisfazerem as seguintes condi¢Ges:
@ Obedecer a simetria do Jacobiano;
@ Garantir que V<0 (ao menos localmente);
© Garantir que V(z) = [ g(a)” do > 0.

A condi¢do de simetria implica que a integracdo é independente do caminho escolhido.

@ Assim, é conveniente integrar num caminho paralelo aos eixos, ou seja

x2

3
V(x):/ g1(21,0,...,0) da:l—l—/ g2(z1,22,0,...,0) deat
0 0

~—|—/ gn(T1, T2, ..., xn) dzp
0
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Método do Gradiente

@ Seja o sistema
a'vl = —21‘1

. 2
Ty = —2x9 + 22175
@ Vamos assumir a seguinte forma

g1 = a11(z)z1 + az2(z)x2

g2 = a21(z)z1 + aze(z)x2

@ A condi¢cdo de simetria implica que

0 1o} 1o} 0
a1 + ciz T2 + a12 = az1 + caat T+ d22

T - T2
Ox, O0x, O0x, Ox,

@ Uma opg¢do é escolher aj2 = a1 = 0 e a11 = az2 = 1 que fornece
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Método do Gradiente

o Assim V() < 0 no dominio Q = {z € R? | (1 — z122) > 0}.
o A fungdo V(z) pode ser calculada como segue
T 2 1 9 9
V(z) = Ty dzy + To dzo = §(w1 +23)>0
0 0
e portanto a origem é assintoticamente estdvel.
o Uma segunda opgao para os coeficientes a;; poderia ser
_ _ .2 9.2 _
all = 17 a12 = To, a1 = 3.T2, az2 = 3

que fornece

1 3
Viz) = 5:6% +z175 + §$S
e .
V(z) = —22% — 622 — 2x§($1w2 - 3$%«T§)

@ Pode-se mostrar que V(z) é positiva definida e V & negativa definida (j& que os
termos quadraticos dominam préximo da origem).
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Controle de sistemas robdticos

Controle proporcional-derivativo (PD)

@ A equagdo dindmica do robd é dada por

M(q)q+C(g:4)q+9(q) =u

@ Desprezando o efeito da gravidade é possivel projetar um controlador PD de tal forma
que o sistema seja capaz de rastrear uma trajetéria desejada ¢ constante.

@ Considere a lei de controle PD
u=—Kp§— Kpq, Kp >0, Kp>0

onde § = g — ¢ representa o erro entre o deslocamento q(t) da junta e o
deslocamento desejado ¢¢ (constante).

@ Vamos mostrar estabilidade assintética usando a seguinte fun¢do de Lyapunov

. 1. R .
V(G.4) = 50" M(@)i+ 50 Kpg
o Note que V(q, ¢) é positiva definida.

@ Derivando a fun¢do de Lyapunov, temos

. . R R .. .
V=q"M(q)i+ 53" M(q)q+q" Kpq
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Controle proporcional-derivativo (PD)

o Substituindo M (q)§ em V, temos
V =" (u = Cla,d)) + 50" V(@i + " Krd
= ¢"(u+ Kpd) + %QT(M(q) —2C(g,49))d
o Lembrando que a matriz M(q) — 2C(q, ) é antisimétrica, temos
V=q"(u+ KpQ)
@ Substituindo a lei de controle PD, temos
V=-"Kpg<0, Kp>0
o Assim, V é negativa semidefinida.
° A estabilidade assintética global é assegurada pelo coroldrio de Barbashin-Krasovskii,
Jaoqu\e/ > 0 no R" (e radialmente ilimitada)

@ V<0noR"

@ Para o conjunto S = {(g,q) | V = 0}, nenhuma soluc3o (além da trivial § = ¢ = 0)
permanece em S indefinidamente.
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Controle proporcional-derivativo (PD)

o Para verificar a dltima afirmacgdo, suponha que uma solugdo §#0e ¢g=0em S
exista, entdo, usando a dindmica, temos que

M(q)i+KpGg=0  — G=-M(q) 'Kpq

o que implica que § # 0 e portanto ¢ # 0 e a trajetdria ndo pertencerd ao conjunto S,
contrariando a hipdtese.

o Caso a acdo da gravidade seja levada em considerac3o, a derivada da fungdo de
Lyapunov fica sendo

V =q"(u—g(q) + Kpd)

e n3o temos como garantir convergéncia assintdtica.
o Na pratica, ocorrera um erro estaciondrio no rastreamento.
@ Para contornar esse problema, a lei de controle pode ser modificada como segue
u=—Kpq— Kpg+g(q)
o Claramente, essa lei garantird o erro nulo ao rastreamento.

@ Do ponto de vista pratico, se g(g) n3o for conhecida, esta lei ndo poderd ser aplicada.
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Projeto do controlador usando a dindmica inversa

o Considere a seguinte dindmica

M(q)i+C(g:d)q+g(a) =u
@ A idéia basica é projetar uma lei de controle por realimentacdo ndo linear
u=f(q,4,t)
tal que o sistema em malha fechada seja linear.
@ Uma escolha obvia é a lei
u=M(q)aq + C(g,4)q + 9(q)
que em malha fechada resultard no seguinte integrador duplo
G =aq
onde o termo a4 representa a nova entrada que deverd ser projetada.

@ Note que com esta lei, o sistema original n3o linear, passou a ser um sistema linear e
desacoplado.
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Projeto do controlador usando a dindmica inversa
o Como a entrada a, deve ser selecionada para controlar um sistema linear de segunda
ordem, uma escolha obvia é
..d 2 ~
aq = " (t) — K1q — Kogq

onde § =q—q% §=¢—¢% Ko e K1 sio matrizes diagonais consistindo de ganhos
de posicdo e de velocidade. A trajetdria de referéncia

t— (0,3, (1))
define o perfil desejado de posicdo, velocidade e acelerag3o.
@ O sistema linear em malha fechada fica sendo
q(t) + K1G + Kog(t) = 0

o Basta agora escolher Ky e K tais que este sistema seja assintoticamente estavel,
assim, § — 0 e conseqiientemente ¢ — ¢%.

@ Uma escolha simples para Ko e K1 é dada por

wi 0 -~ 0 2w 0 - 0
0 w2 -+ 0 0 2wy --- 0
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Projeto do controlador usando a dindmica inversa

o Esta escolha resulta em um sistema em malha fechada desacoplado em que a resposta
de cada junta é equivalente a resposta de um sistema linear de segunda ordem
criticamente amortecido com freqiiéncia natural w;.

@ Note que para uma implementac3do pratica deste controlador é necessario calcular em
tempo real a matriz de inércia e os vetores de forcas Coriolis, centrifugas e
gravitacionais.

@ A arquitetura de controle estd apresentada abaixo.

Linearized System

g d
Trajectory | ¢ Outer Loop] aq

Planner Controller

Inner Loop U

Robot

Controller

!

Figura: Estrutura de controle.

@ Para a implementagdo deste sistema de controle é necessario conhecer exatamente
todos os pardmetros, o que n3o ocorre na pratica.
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Controle de sistemas robdticos

Controle baseado na Passividade

@ A equagdo dindmica do robs é dada por
M(q)i+ C(g,4)q+9(q) =u
@ Escolhendo a lei de controle como
u=M(q)a+ C(q,q)v+g(q) — Kr
com
v=q"-AG  G=aq-q
a=1v=q"—A§
r=4g—v=q+Aq§
onde K e A s3o matrizes diagonais de ganhos constantes positivos.
o O sistema em malha fechada passa a ser
M(q)lG — "+ Ad) + C(a,@)ld — 4" + Ag) + Kr =0

que fornece
M(q)r+C(q,¢)r + Kr =0

@ Perceba que o sistema ainda é ndo linear e acoplado.
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Controle de sistemas robdticos

Controle baseado na Passividade

o Considere a seguinte fungdo de Lyapunov

1
V= ngM(q)r + G AKG
@ Sua derivada fornece

V= rTM(q)T" + %rTM(q)r +24TAKG

=—TKr+2§"AKG+ %TT(M —20)r

—(G+A)TK(G+AG) + 24" AKG
—d"AKAG— G K§

= —eTQe

-l e-PP

@ Portanto o equilibrio e = 0 é globalmente assintoticamente estavel.

com

@ Obsv.: A matriz de ganho K n3o precisa ser diagonal, basta ser positiva definida.
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Controle de sistemas robdticos

Propriedade da parametrizag3o linear

@ A equagdo dindmica de um robd pode ser representada como o produto de uma

matriz de regressores Y (q, ¢, ) por um vetor 6 de pardmetros do sistema.

o Considere a equagdo de movimento do manipulador planar abaixo.

23

di1dy + di2de + hdrde + hdadi + his + g1 = 71

da1G1 + da2ga — htﬁ + g2 =72

din = mllzl + mz(lf + 132 + 2l1leacosqe) + I + Iz

diz = da1 = mz(lzg + lilea cos q2) + Iz, da2 = m21§2 + I
= (m1le1 + mali)gcos qr + maleagcos(qr + qz2)

g2 = maleag cos(q1 + q2), h = —malilc2 singe

Q
s
I

@ Usando a propriedade da parametrizagdo linear, temos

M(q)G+ C(g,4)d +9(q) =Y (q,4,9)0
onde a matriz de regressores Y e o vetor de pardmetros 6 sio dados por

Y(q,4,d) = §1 G2 Gr+G2 wyia G Gi+d2 cos(qr) cos(qi) cos(qr + g2)
T 0 0 Gi+d2 y2a G2 G2 0 0 cos(q1 + q2)

0=[mal2; mal] maldy, malilee Tt Iz milag malig  maleag]

Y14 = 2 cos(q2)d1 + cos(q2)d2 — 2sin(g2)d1d2 — sin(q2)d)

Y24 = cos(q2)d1 + Sin(qz)tﬁ

Camino, J. F. (DPM/FEM/UNICAMP) ES927 — Controle de Sistemas Robéticos Campinas, 11 de margo de 2016



Controle de sistemas robéticos

Controle de sistemas robdticos

Controle robusto baseado na Passividade

@ A equagdo dindmica do rob6 é dada por

M(q)q+C(g:4)q+9(q) =u

@ Como n3o conhecemos precisamente a planta, a lei de controle é na realidade dada por
u(t) = M(q)a+ C(g,q)v+g(q) — Kr

onde M C' g sdo valores aproximados (estimados) dos valores reais de M, C, g.

Vamos definir o erro dessa estimagdo por

M(q) = M(q) = M(q),  C(q.9) =Clq.9) - Clg:d),  §la) = d(a) — g(q)
@ Substituindo a lei u(t) na equagdo do sistema, temos
M(q)§ — (M + M)a + C(q,4)q = (C + C)v + Kr = §(q) — 9(q)
que pode equivalentemente ser escrito como

M(q) + C(q,)r + Kr = M(q)a + C(q,4)v + §(q)

Usando a propriedade da parametrizagao linear, temos

M(q)# +C(q,¢)r + Kr = Y(q,¢,a,v)(0 — )
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Controle de sistemas robdticos

Controle robusto baseado na Passividade

@ O sistema em malha fechada é agora dado por
M(q)it + C(q,4)r + Kr =Y (g,4,a,v)(0 — 0)

e Escolhendo o termo § como .
0 =60+ de

onde 6y representa uma estimativa dos pardmetros nominais e dg é um termo
adicional de controle.

@ O sistema é agora dado por
M(q)? + C(q,q)r + Kr =Y (q,¢,a,v)(0 + &)
onde 8 = 6y — 6 é um vetor constante que representa a incerteza no sistema.
@ Se essa incerteza puder ser limitada por
161l =116 — 6ol < p

Ent3o, o termo 560 pode ser projetado de forma que o sistema em malha fechada seja
“finalmente uniformemente limitado” (Uniformly Ultimately Bounded).
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Controle de sistemas robdticos

Controle robusto baseado na Passividade

@ Considere a lei de controle

YTy
g yT
ey =
fBYTr, se |[YTr|| <e
€

@ Usando a fungdo de Lyapunov
V= %rTM(q)r + ¢ AKG

pode-se mostrar que ) ~
V=—e"Qe+r"Y(0+6)

q AKA
=9, a-= !
q 0 K
@ Teorema. Todas as trajetérias do sistema em malha fechada serdo “finalmente
uniformemente limitadas”.

com
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Controle de sistemas robdticos

Controle robusto baseado na Passividade

@ Prova. Usando V e V dados anteriormente, temos que

V= feTQe +rTYy (9 + 5g)

IN

YTr

T T

—e Qe+ Y(60—|—p )
Y7

—e"Qe+w” <(59+pH ”) w=YTr

Para ||w|| > €, temos que

. T
V< —eTQe+w” fp—r + pL =—-"Qe<0
l[wl "]

Para ||w|| < ¢, o segundo termo fica sendo

T( P __Pr 2
W (<Lt o) ==Ll + plul

Esta expressdo atinge um valor maximo de ep/4 quando ||w|| = €/2.

@ Assim

ngeTQe+e§<0

sempre que e Qe > ¢p/4.

Camino, J. F. (DPM/FEM/UNICAMP) ES927 — Controle de Sistemas Robéticos Campinas, 11 de margo de 2016 86 / 105



Controle de sistemas robéticos

Controle de sistemas robdticos

Controle robusto baseado na Passividade

o Usando a relagdo
4 Amin(@)le]? < €7 Qe < Anax(Q)Jel?
temos que V < 0 se
Amin(Q)le]|* > ep/4

ep 1/2
> (i)~

@ Vamos mostrar que esse resultado implica que as trajetérias sdo “finalmente
uniformemente limitadas” (UUB).

ou equivalentemente se

@ Seja S5 a menor curva de nivel de V' contendo a bola Bs de raio §. Seja B, a menor
bola contendo Ss. Entdo todas as solu¢des do sistema sdao UUB com respeito a B,
ou seja, todas as trajetdrias irdo “ao fim” entrar na bola B,. De fato, todas as
trajetdrias irSo atingir a fonteira de S5 ja que V < 0 fora de S;.
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Conceitos de estabilidade para sistemas n3o autdnomos
Definigdo de estabilidade

@ Seja o sistema
z = f(z,t)
cujo equilibrio é na origem, ou seja
f(0,t)=0, Vt>0
@ Por exemplo, o sistema linear variante no tempo
= A(t)x
tem um tnico equilibrio na origem sempre que |A(t)| # 0 para algum ¢.
o Exemplo. O seguinte sistema tem equilibrio na origem:
ol
14+ 22
o Exemplo. O seguinte sistema for¢cado n3o tem ponto de equilibrio:

a(t)z

- b(t b(t 0

2T b, b #

o Definigdo: O equilibrio x = 0 é estdvel se, para € > 0, existir § = d(e, o) > 0 tal que

le(to) <5 = lle(®)] <e

@ Ao contrério do caso auténomo, § pode agora depender do tempo inicial.
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Conceitos de estabilidade para sistemas n3o autdnomos
Definigdo de estabilidade

@ Definigdo: O equilibrio z = 0 é assintoticamente estavel se:
@ for estdvel;
@ existir c = c(tp) > 0 tal que [[z(to)|| < ¢ = limioo [|z(t)][ =0

@ Exemplo. O sistema
T

141¢

cuja solugdo é

1++to
t) =x(t

#(t) = alto) T

é assintoticamente estdvel, mas n3o uniformemente em tg.

t
Figura: Solu¢do z(t) (que dependente do tempo inicial tg) com condi¢3o inicial z(to) = to.
@ Exercicio: mostre que o seguinte sistema é estdvel, mas n3o assintoticamente:

(1 41)2
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Conceitos de estabilidade para sistemas n3o autdnomos
Definigdo de estabilidade

@ Como visto pelas defini¢cGes anteriores, as no¢des de estabilidade sdo basicamente as
mesmas que as dos sistemas auténomos.

@ Enquanto que nos sistemas autdnomos, a solu¢do depende apenas da diferenga
(t — to0), no caso ndo auténomo, a solu¢do depende de ambos t e to.

@ Na pratica, é desejavel que o sistema tenha propriedades uniformes com relagcdo ao
tempo inicial to.

@ Definicdo: O equilibrio z = 0 é localmente uniformemente estdvel se § puder ser
escolhido independente do tempo to, ou seja, 6 = d(e).

@ Definicdo: O equilibrio z = 0 é localmente uniformemente assintoticamente estdvel se
@ for uniformemente estdvel,
@ existir um ¢ > 0 (independente de ) tal que

Jatto)| <e = Jim [le()] =0

uniformemente em tg, ou seja, se V € > 0, existir "= T'(¢) > 0 tal que

=@l <e Vi=to+T(e), Vlz(to)l <c

@ Exemplo: o sistema @ = —x/(1 + t) ndo converge uniformemente, ja que a constante
T depende de to.
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Conceitos de estabilidade para sistemas n3o autdnomos
Definigdo de estabilidade

@ Definicdo: O equilibrio z = 0 é exponencialmente estdvel se existirem nimeros
positivos ¢, « e A tais que

lz(®)]| < allz(to)le 7, V¥ |la(to)] < c

@ Exemplo. O sistema
L(t) = —a(t)x(t)
tem solugdo
o(t) = z(to)e” JE, a(n)dy
Assim, o sistema serd estdvel se

a(t) > 0,Y t > to

Sera assintoticamente estdvel se
(oo}
/ a(y)dy — 400
0
Serad exponencialmente estavel se existir T' > 0 tal que

t+T
/ a(y)dy > X >0,V t>to
t
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Anilise de Lyapunov para sistemas n3o auténomos

Defini¢Ges preliminares

o Definicdo: Uma fung3o escalar variante no tempo V' (z,t) é localmente positiva
definida se:

Q V(,t)=0
@ existir uma fung3o positiva definida Vp(x) tal que

@ A fungdo serd negativa definida se —V (z,t) for positiva definida. De forma andloga,
definimos positiva (negativa) semidefinida e os conceitos de local e global.

o Definicdo: Uma fungdo V(z,t) é dita decrescente se V(0,t) = 0 e se existir uma
funcdo positiva definida Vi (z) tal que

V(z,t) <Vi(z), Vt>0
o Exemplo. Seja
V(z,t) = (14 sin’(t))(z] + x3)
Esta fungdo é positiva definida ja que podemos usar
Vo(a) = (2f +a3)
e também ¢é decrescente pois podemos usar

Vi(z) = 2(27 + a3)
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Anilise de Lyapunov para sistemas n3o auténomos

Theorem (Teorema de Lyapunov)

Considere o sistema ndo auténomo & = f(z,t).
Se, numa nola B, contendo o ponto de equilibrio x = 0, existir uma fung3o escalar V (z,t)
continuamente diferencidvel tal que
Q V(x,t) seja positiva definida;
ov. oV

Q V(z,t) = s + %f(m,t) seja negativa semidefinida.

Entao, o equilibrio é estavel.
Além do mais:

Q Se V(z,t) for decrescente, entdo a origem € uniformemente estavel;
Q Se V(x,t) for decrescente e V (z,t) for negativa definida, entdo, a origem é
uniformemente assintoticamente estavel;

© Se a bola B, for o espaco completo e:
@ V (z,t) for positiva definida, decrescente e radialmente ilimitada;
@ V(z,t) for negativa definida.

Entido, a origem x© = 0 € globalmente uniformemente assintoticamente estavel.

Note a importancia da condicdo “decrescente”.
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Conceitos de estabilidade para sistemas n3ao autdnomos

Exemplo

o Considere o seguinte sistema mecanico
itelt)i+kr=0, ct)>0, k>0
o Note que ¢(t) > 0 implica numa constante dissipagdo de energia.

@ Assim, somos levado a crer que o equilibrio x = 0 é assintoticamente estédvel, no
entanto, este n3o é o caso.

@ Por exemplo, para c(t) = 2 + €’ e condi¢Bes iniciais x(0) = 2, (0) = —1, a solugdo é

dada por
t

z(t)=1+e"
o Claramente, z(t) — 1 com ¢t — co.
@ Vamos analisar a estabilidade usando a seguinte fung¢do de Lyapunov

. 2
Vix,t) = 7(:6 + o) + wa
2 2
com 0 < a<Vkebt)=k—a®+ac(t).
@ Sua derivada é dada por

V = (a—c(t)i® + %(é(t) — 2k)a?
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Conceitos de estabilidade para sistemas n3ao autdnomos

Exemplo

@ A derivada da fun¢3o de Lyapunov foi determinada como sendo

V = (a = c(t)i® + S (e(t) - 2k)a’

o Esta func3do serd negativa definida se existirem escalares o e (8 tais que

c(t) > a e é(t) < B <2k

@ Assumindo também que c¢(t) é limitada superiormente (garantindo que V é
decrescente), asseguramos estabilidade assintética.

@ Vale salientar que a condi¢do ¢(t) < oo ndo é necessdria para estabilidade assintdtica.

@ Por exemplo, o sistema
i+ (24+8)x+52=0

é assintoticamente estavel, no entanto ¢(t) = (2 + 8t) é ilimitada.
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Anilise de Lyapunov para sistemas n3o auténomos

Teorema de Lyapunov

Seja z = 0 um ponto de equilibrio e D € R™ um dominio contendo a origem.

Seja V : [0,00) x D — R uma fun¢do continuamente diferencidvel tal que, para t > 0
ex € D:

Wh(z) < V(t,z) < Wa(z)

onde Wi (z), Wa(z) e Ws(z) sdo fungdes continuas positivas definidas em D.

Entdo a origem z = 0 é uniformemente assintoticamente estavel.

Corollary

| \

Se todas as hipdteses to teorema acima forem satisfeita globalmente (VY © € R") e Wi (z)
for radialmente ilimitada. Entdo, x = 0 € globalmente UAE.
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Anilise de Lyapunov para sistemas n3o auténomos
Exemplos

o Exemplo. Considere o seguinte sistema
t=—-(1+g(t))z
com g(t) € C° e g(t) > 0 para t > 0.

3

e Usando V(z) = 12?2, temos
V(z)=—(1+g(t)z* < —a*, VeeR, Vt>0
o Portanto, o teorema anterior é satisfeito globalmente com
Wi(z) = We(z) =V(z) e Ws(z)=2a*
@ Assim, concluimos que a origem é globalmente UAE.
@ Exercicio: Usando a fun¢do de Lyapunov
V(t,x) = (z1 +x2)* + (e **x1 — 200) 1

mostre que a origem do sistema abaixo é globalmente uniformemente
assintoticamente estdvel.

T1 = —x1 + 22

. —2t
To = —€ X1 — T2
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Anilise de Lyapunov para sistemas n3o auténomos

Exemplos

o Exemplo. Seja
&= Az, Al)eC’
o Suponha que exista P(t) = P(t)” > 0 continuamente diferencisvel com P(t)
limitada, ou seja
0<01]§P(t)§02[, Vt>0

satisfazendo, com Q(t) = Q(t)T > c3I > 0 e Q(t) € C°, a equagio:
—P(t) = P(t)A(t) + A(t)" P(t) + Q(t)

o Considere a fungdo de Lyapunov V(t,x) = 27 P(t)x. Note que
allzllz < V(t,2) < ezfll3

@ Sua derivada é dada por

V(t,z)

i Pt)x + 2T P(t)x 4+ 2 P(t)&
=27 (P(t) + P(A(t) + A(t)TP(t)) x
= —2"Qz < —csal

e Portanto, V (¢, z) é negativa definida e pelo teorema anterior concluimos que a origem
é globalmente UAE. (Pode-se mostrar que a estabilidade é exponencial.)
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Anilise de Lyapunov para sistemas n3o auténomos

Teorema de Lyapunov

Seja z = 0 um ponto de equilibrio de © = f(t,z). Seja D = {z € R"|||z| < r}.
Suponha que f(t,x) é continua em ¢ e diferencidvel em D.

Seja V : [0,00) X D — R uma fungdo continuamente diferencidvel tal que, para t > 0
exeD:

Wi(z) <V (t,z) < Wa(z)

av oV
< _
-+ S f(t2) < W)

onde Wi(z) e Wa(z) sdo positivas definidas e W (x) é positiva semidefinida em D.

Ent3o, a origem é uniformemente estdvel e todas as solugdes (iniciadas suficientemente
préximas da origem) sdo limitadas e satisfazem:

lim W (z(t)) =0

t— oo
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Anilise de Lyapunov para sistemas n3o auténomos
Lema de Barbalat

Note que
o f(t) — 0 n3o implica que f(t) converge;
o f(t) — a n3o implica que f—o
o M < f(t)e f <0 implica f(t) = a.

Lemma (Barbalat)
Se f(t) € C' e possui um limite com t — co, e se f(t) for uniformemente continua, ent3o:

f@) —=o, t — oo

Obs.: Uma func¢do é uniformemente continua se sua derivada for limitada.

Lemma (Tipo Lyapunov)

Se a fungdo V (t,x) satisfizer as seguintes condi¢des:
o V(t,x) € limitada inferiormente;
o V(t,x) <0;
o V(t,z) é uniformemente continua em t.
Entédo )
lim V(t,z) =0

t—o0
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Anilise de Lyapunov para sistemas n3o auténomos

Exemplo

o Considere o seguinte sistema

i}l = —T1 — X2T3
:bz = T1x3

. 2

r3 = Iy

@ Os pontos de equilibrio (n3o isolados) s3o
z1 =0, To = constante, z3 =0

ou
1 =0, x2 =0, x3 = constante

@ Sua derivada é dada por
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Anilise de Lyapunov para sistemas n3o auténomos

Exemplo

Como V = —z? < 0, entdo V(t) < V(0) e portanto x1 e x2 s3o limitados.

Integrando ambos os lados da equacgdo diferencial, tem-se

t t
z3(t) — z3(0) = / I%(T) dr = —/ V(T) dr =V (0) = V(¢)
0 0
@ Portanto, x3 também é limitada.

A derivada de V é dada por

V= 217% + 2x12223

que é claramente limitada.
e Portanto, V & uniformemente continua e temos que
V=0 ou seja z1(t) = 0
@ Perceba também que x3(t) é uma fun¢do mondtona n3o decrescente limitada por
23(0) < @3(t) < 23(0) + V(0)

@ Portanto z3(t) converge para uma constante no intervalo acima.
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Anilise de Lyapunov para sistemas n3o auténomos

Exemplo

o Considere a seguinte planta

Up(t) = apyp(t) + u(t)

onde u(t) é a lei de controle a ser projetada.

Suponha que desejemos um sistema em malha fechada dado pelo seguinte modelo:
Ym (1) = =ym (1) + (1)
onde 7(t) é uma entrada de referéncia limitada.
@ Se o parametro a, for conhecido, entdo podemos usar o controle:
u(t) = r(t) + 0 yp(t), 0" =—1—a,
@ O sistema em malha fechada fica sendo
Up(t) = apyp(t) +r(t) + (=1 = ap)yp(t) = —yp +7(t)
@ Se a, ndo for conhecida, ndo poderemos implementar essa lei de controle.
@ No entanto, podemos usar a seguinte lei adaptativa:
0=(yp —ym)yp, u=r+0y,

@ E necessdrio agora provar que estd lei assegura que limi— o0 [ym — yp| = 0.
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Controle de sistemas robéticos

Anilise de Lyapunov para sistemas n3o auténomos

Exemplo

o Defina as seguintes varidveis:
€=UYp = Ym,

b=0—06"

@ Assim, o modelo de referéncia passa a ser
Ym = pYm + (L) + 0" Y,

@ A saida da planta fica sendo
Up = apyp +1(t) + Oyp

@ Subtraindo uma da outra, temos

€ = ape + Oy, — 0"y,
= ape + Oyp — 0 ym + 07yp — 07yp

=(ap+0)e+ (0 —0")y,

@ Usando o fato que 6* = —1 — a,, o sistema em malha fechada fica sendo
e=—e+ pw(t)
¢ = —ew(t)

com w(t) = e+ ym(t).
o Note que este sistema possui um ponto de equilibrio na origem em (e, ¢) = (0, 0).
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Controle de sistemas robéticos

Anilise de Lyapunov para sistemas n3o auténomos

Exemplo

o Considere a seguinte fungdo candidata de Lyapunov

V=4 ¢2
o Entdo )
V = 2e(—e 4 ¢pw) + 2¢(—ew) = —2¢> <0
o Claramente o Teorema de Lyapunov anterior é satisfeito com

Wi(z) = Wa(z) =* + ¢ e  W(z) =2

@ Assim, todas as solu¢des (iniciadas numa certa bola) sdo limitadas e satisfazem:

tlirrolo W(z(t)) = tlgr()lQ =0 = e(t) =0
@ O mesmo resultado pode ser obtido usando-se o Lemma de Barbalat (Tipo Lyapunov).
e Como V < 0, entdo V(t) < V(0) e portanto e e ¢ sio limitados.
o E preciso agora verificar se V é uniformemente continua. Derivando V, temos
V = —de(—e + ¢w)
que é limitada, pois e, ¢ e ym (e assim w) sdo limitados.
o Portanto, V é uniformemente continua e temos que

V=0 ou seja e(t) =0
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