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Nota ao leitor

@ Este material é baseado principalmente nas referéncias:

o M. W. Spong, S. Hutchinson and M. Vidyasagar, Robot Modeling and Control, John
Wiley & Sons, 2006

o J. J. Craig, Introduction to Robotics: Mechanics and Control, 3rd ed., Pearson Prentice
Hall, 2005.
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Modelo SISO do manipulador
Estrutura basica

@ A figura abaixo apresenta a estrutura mais simples de controle.

Distiirbio

Referéncia
.

Saida
) " I [

Sensor

Figura: Estrutura basica de controle SISO.

@ Cada junta do manipulador é controlado de forma independente, considerando o
sistema como sendo SISO.

@ Os efeitos do acoplamento entre os elos sdo tratados como disttirbios.

@ O objetivo é projetar um compensador de forma que a saida da planta siga uma
entrada de referéncia desejada.

@ O controlador também deve ser capaz de rejeitar o distirbio.
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Modelo SISO do manipulador
Dinamica do atuador

@ Considere o motor CC de im3 permanente da figura abaixo.

Figura: Principio de operacdo do Motor CC de im3 permanente.
@ Para esse sistema, o torque do motor 7,, [Nm] é dado por
Tm — K1¢ia

onde ¢ é o fluxo magnético [weber], i, é a corrente na armadura [ampere] e K é
uma constante.

@ A forga contra-eletromotriz V4 [volt] é dada por
Vo = K2¢wm

onde wy, é a velocidade angular do rotor [rad/sec] e K2 é uma constante.
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Modelo SISO do manipulador
Dinamica do atuador

@ O torque do motor é controlado pela corrente da armadura i,.

V()

@ A equagio diferencial que governa o circuito acima é
dia

L— 4+ Rioa=V -V,
dt “
@ Como o fluxo da armadura é constante, temos
. dé
Tm :Kmlth € ‘/b:Kbim
dt
@ Curvas de torque versus velocidade
Torque
Torque “stall”
Tr
Sem carga

Velocidade do motor wymy, [rad/s]
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Modelo SISO do manipulador
Modelo SISO do manipulador

@ Neste modelo, J,, J, e J; sdo respectivamente as inércias do atuador, da engrenagem
e da carga. O coeficiente de amortecimento é B,, e a relagdo de transmissdo é n = r.
Definimos a inércia do motor por J,, = Jo + Jg.

Os T

A ”\fﬁ
o 0 J
T'\ '\\( J ./\L’/)
() Ja N Iy J )
B Om=rbs

@ A equagdo que governa o sistema é dada por

d*0,, dfrm ,
de? +Bmw =Tm _Tl/n - Kmla _Tl/n

@ Combinando as equacdes e aplicando Laplace, temos
(Ls+ R)I.(s) = V(s) — sKpOm(s)
(Jm” 4 Bms)Om(s) = KmIa(s) — 1i(s)/n

@ O diagrama de blocos para este sistema é

V(s) 4 Li(s) Ao Oin(s)
[ % f

Im
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Modelo SISO do manipulador
Modelo SISO do manipulador

@ Assim, obtemos as seguintes fun¢des de transferéncia:

07”(8) _ K
V(s)  s[(Ls+ R)(Jms + Bm) + Ky K]
O () _ —(Ls+ R)/n

i(s)  s[(Ls+ R)(Jms+ Bm) + Ko K]

@ O efeito do torque de carga 7; no dngulo do motor 6,, é reduzido pela constante 7,
que geralmente estd entre 20 a 200 (ou mais).

@ Em geral, a constante de tempo elétrica L/R é significativamente menor que a
constante de tempo mecénica Jy,/By,. Assim o sistema se reduz a

D
Om(s) Km/R
V(s) $(Jms+ Bm + Ky Ky /R) U +%7 1 v 0.,
Om(s) —1/n > Ts+B s
Tl (S) S(JT"S + B"L + Kb K"”/R) Malha aberta do sistema simplificado. Distidrbio D representa os
efeitos das nao-li idades e dos ac

@ A equacio diferencial correspondente é
JinOm () + (B + Ko Ko /R)0m (t) = (K /R)V () = 7u(t) /1

ou na forma compacta: JO(t) + BO = u(t) — d(t)
onde 0 = Oy, B = (Bm + KyKm/R), u = (Km/R)V(t) e d = 7(t) /1.
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Controle para um entrada de referéncia constante

Rastreamento de uma referéncia constante 6%

Compensador PD

@ Compensador da forma PD:
U(s) = Kp(©%(s) — O(s)) — KpsO(s)
@ O sistema em malha fechada fica sendo

o(s) = % U(s) - Qgs)

onde 2 é o polindmio caracteristico:
Q(s) =Js* + (B+ Kp)s+ Kp

O sistema serd estdvel para quaisquer: Kp >0e Kp > —B.

¢

@ O erro de rastreamento E(s) = ©%(s) — O(s) é dado por

Js®> +(B+ Kp)s 4 1
Es)=————20 ——D
(5) o0 (5) + 5 P)
@ Para uma entrada em degrau e um disttrbio constante d, o erro estacionario é
. d
€ss = lEI})SE(S) = Kip
@ Como o sistema é de segunda ordem, dados ( e w, temos
B+ K K
52—5-@-1——13 :82+2Cws+w2 — Kp=uw?J, Kp =2(wJ — B

J J
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Controle para um entrada de referéncia constante

Rastreamento de uma referéncia constante 6%

Compensador PD: Exemplo numérico

@ Seja(=1eJ =B =1. Entdo o polindmio caracteristico é
p(s) = "+ (1+ Kp)s + K,

@ Suponha que o distdrbio seja d = 0. Neste caso, o erro estaciondrio é nulo como visto
na figura abaixo, que apresenta a resposta ao degrau ¢ = 10 em funcio de w.

1,

o=12

Step Response

05 1 15 H
Time (sec)

@ Suponha agora que o distlirbio seja d = 40. Neste caso, existe um erro estaciondrio
ao degrau, como visto na figura abaixo. Este erro diminui a medida que w aumenta.

12

reference

0=12,

Step Response.
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Controle para um entrada de referéncia constante

Rastreamento de uma referéncia constante 6%

Compensador PID

@ Compensador da forma PID:

Uls) = (Kp + *-1)(©"(s) - 6(s)) ~ KpsO(s)
@ O sistema em malha fechada fica sendo
O(s) = “EEEELO% ) - o D)

onde 2 é o polindmio caracteristico:
Q(s) = Js® + (B+ Kp)s® + Kps + K;
@ Critério de estabilidade implica:
K; < (B+ Kp)Kp/J, Kp>0, Kp>-B, Kr>0

@ Considere os dados numéricos anteriores e que o disttirbio seja d = 40. Percebe-se
agora, pela figura abaixo, que o erro estacionério ao degrau #¢ = 10 é nulo.

12,

0=8
#_With Integral Control

s AN

¥

Step Response

0=8
Without Integral Control
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Controle para um entrada de referéncia variante

Controle “Feedforward”

@ O PID anterior ndo é capaz de seguir uma referéncia variante Od(t). Porém, se um
termo “Feedforward” for inserido, o sistema serd capaz de seguir referéncias variantes.

©

A figura abaixo apresenta a estrutura de controle por pré-alimentac3o, onde G(s) é a
planta, F(s) é o compensador “Feedforward” e H(s) é o compensador “Feedback”.

(€]

©

Assume-se que G(s) é estritamente prépria e H(s) é prépria.

¢

Considere que as fungdes de transferéncia tém a seguinte forma

a(s) = 1) e = %, F(s) = %

A fung3o de transferéncia em malha fechada T'(s) = ©(s)/©%(s) é

T(s) = q(s)(c()b(s) + a(s)d(s))
b(s)(p(s)d(s) + q(s)c(s))
@ Para assegurar estabilidade, F'(s) e H(s) sdo escolhidos de tais forma que

p(s)d(s) +q(s)e(s) e b(s) sejam Hurwitz

¢

—~|=
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Controle para um entrada de referéncia variante

Controle “Feedforward”

@ Se G(s) for de fase minima e estritamente prépria, uma possivel escolha é
F(s) = 1/G(s)
@ Assim o sistema em malha fechada fica sendo
q(s)(p(s)d(s) + q(s)c(s))O(s) = q(s)(p(s

ou em termos do erro de rastreamento F(s) = ©%(s

= =
U
~
@
~
L)
—~
@
—
oY
—~
»
=
=
s:.
—
@
~

—O(s):
q(s)(p(s)d(s) + q(s)c(s)) E(s) = 0
@ Assumindo estabilidade, a saida ©(s) rastreara qualquer entrada ©%(s).

@ Se houver uma entrada de distiirbio D(s), o erro E(s) de rastreamento é

L g9)ds)
B = @) + awye 0
F(s) D(s)

o oy~ H(s) £~ Cls) 4
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Controle “Feedforward”

@ Considere a planta G(s) e o controlador H(s), do tipo PD, dados por
. 1
~ Js2+ Bs’

@ Como a planta G(s) é de fase minima, temos que F(s) = Js* + Bs:

e | + - - +‘€L’ L 4
A Kp+Kps TV 721 Bs

Perceba que F(s) ndo é uma fung3o racional prépria. No entanto, isto ndo é um
obstaculo pratico para a sua implementacdo ja que a referéncia Qd(t) é conhecida.

G(s) H(s)=Kp+ Kps

¢

@ No dominio do tempo, a lei de controle é dada por
u(t) = J6% + BO* + Kp (6% — 0) + Kp (0" — 0)
@ Para um distirbio constante d, a equa¢do do erro e(t) em malha fechada fica sendo
Jé(t)+ (B+ Kp)é(t) + Kpe(t) =d
@ Caso um PID seja utilizado, equagio do erro e(t) em malha fechada serd

JE )+ (B+ Kp)é(t) + Kpé(t) + Kre(t) =d =0
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Controle para um entrada de referéncia variante

Controle “Feedforward”

Exemplos

@ Sistema mecinico: J =B =1.
@ Distdrbio: d = 100 em ¢t = 3s.
@ Controlador PD: Kp =64, Kp = 15.

|
: Referéncia
i ——Ctrl PD

0 1 2 3 4 5 6 7

Figura: Referencia ¢ = 10.
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Controle para um entrada de referéncia variante

Controle “Feedforward”

Exemplos

@ Sistema mecinico: J =B =1.
@ Distdrbio: d = 100 em ¢t = 3s.
@ Controlador PID: Kp =64, Kp = 15, K; = 100.

12 T T T T T T 4 T T T T T T
o
o

101 - S sz

\ P
N .

i -
I

8 ! 4
|
|
|

sk | 4
I
|
|
|

ab | 4
I
|
|

2F | 4
|
! T
| - Referéncia
i - - -Ctrl PID

(4 1 2 3 4 5 6 7

Figura: Referencia ¢ = 10.
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Controle para um entrada de referéncia variante

Controle de sistemas de segunda ordem

Controle de regulagem de posi¢do

@ Considere a figura abaixo onde f(¢) é uma for¢a de controle atuando na massa m.

b #_)x(t)

F(t)

@ A equa¢do de movimento é dada por
mi(t) + bi(t) + kx(t) = f(¢)

@ O objetivo é determinar uma lei de controle f(t) tal que o sistema em malha fechada
seja estavel e z(t) — 0 para qualquer condi¢3o inicial.

@ Assuma a seguinte lei de controle:
F() = —Kyp(t) — Ko (t)

@ O diagrama de blocos do sistema em malha fechada estd apresentado abaixo.

T

- Sistema
; T
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Controle para um entrada de referéncia variante

Controle de sistemas de segunda ordem

Controle de regulagem de posi¢do

@ O sistema em malha fechada é dado por
mi(t) + bi(t) + kx(t) =0, b=b+K, k=k+K,
@ O sistema é estdvel sempre que m, b e k forem positivos.

@ Para um amortecimento critico em malha fechada é necesséario que

T

b=2Vm
@ Assuma agora que a lei de controle seja
f) =af't)+5
onde a e 3 s3o coeficientes a serem escolhidos e f'(t) é a nova entrada de controle.
® Em malha fechada, temos
mi(t) + ba(t) + kx(t) = af (t) + B

@ E possivel escolher os coeficientes o e 3 de forma que o sistema se assemelhe com
uma massa unitéria sob a agdo da forga f’(t).
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Controle para um entrada de referéncia variante

Controle de sistemas de segunda ordem

Controle de regulagem de posi¢do

@ Seja o« =m e = bi + kx, entdo a dindmica passa a ser representada pela equacido
da massa unitdria dada por
. /
i(t) = f(t)
@ Esta equagdo de movimento representa o sistema da figura abaixo.

%x(t)
@ Escolhendo f'(t) = —K,i(t) — Kpx(t), temos em malha fechada
Z(t) + Koz (t) + Kpz(t) =0

@ O diagrama de blocos do sistema em malha fechada estd apresentado abaixo.

@ Para um amortecimento critico em malha fechada é necessario que K, = 2,/ K.

@ Note que este critério agora independe dos pardametros do sistema b e k.
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Controle para um entrada de referéncia variante

Controle de sistemas de segunda ordem

Controle de rastreamento de trajetdria

@ Suponha que a trajetdria desejada (conhecida) seja dada por
za(t), Za(t), Za(t), VtER
@ Defina o erro de rastreamento por e(t) = xq(t) — x(t).

@ Assuma a lei de controle f'(t) = #q4(t) + Kvé(t) + Kpe(t).

©

Aplicando essa lei na equacdo da massa unitéria, Z = f'(¢), obtemos
Z(t) = Zq(t) + Koe(t) + Kpe(t)

@ Assim, a equagdo do erro de rastreamento fica sendo

é(t) + Kvé(t) + Kpe(t) =0

@ Portanto, para K, e K, positivos, e(t) — 0 e conseqiientemente z(t) — z4(t).

©

O diagrama de blocos para essa configurac3o estd apresentado abaixo.
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Controle para um entrada de referéncia variante

Controle de sistemas de segunda ordem

Rejei¢cdo ao distirbio

@ Suponha agora que exista um disttirbio no sistema (na entrada de controle f).

SRR
e
R T

@ Ent3o, a equacido do erro passa a ser
é(t) + Kvé(t) + Kpe(t) = d(t)

@ Se o sistema for BIBO estdvel, sabemos que para uma entrada limitada d(t), tal que

sup |d(t)| < v < oo,
o erro de rastreamento e(t) também serd limitado.
@ Assumindo que o distdrbio é constante, d(t) = d, o erro estacionario e~ é dado por
Kpeeo =d = e = i
KP

@ Este erro pode ser suprimido com a adicdo de um integrador na lei de controle:

F () = Zalt) + Kyé(t) + Kpe(t) + Ki/e(T) dr
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Controle para um entrada de referéncia variante

Controle de sistemas de segunda ordem

Rejei¢cdo ao distirbio

@ Em malha fechada, temos
é(t) + Kvé(t) + Kpe(t) + Ki/e(T) dr =d(t)
@ Aplicando Laplace, temos
SPE(s) — seo — éo + Ko (sE(s) — eo) + K, E(s) + %E(s) = D(s)
@ Definindo Q(s) = s* + K,s* + K,s + K;, temos
Q(s)E(s) = s°eq + séo + Kyseq + sD(s)
@ Se a entrada for constante d(t) = d, entdo D(s) = d/s.
@ Portanto, o erro de rastreamento passa a ser

s(éo + (Kuv + s)eo) +d

Bls) = %)

e conseqiientemente o erro estaciondrio e« € nulo, ja que

€oo = tlim e(t) = lin%) sE(s) = 0.
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Consideracdes praticas

Consideracdes praticas

Incluindo as flexibilidades do sistema

@ Esta apresentado abaixo o modelo idealizado onde o atuador estd conectado a carga
através de uma mola torcional de rigidez k.

o <,

O
PN
@
s
B,

@ A equagdo de movimento (em fungdo do torque) é dada por

Jzéz =+ Blél =+ k‘(al — Gm) =0

ImOm + Bmbm + k(0 —0) = u
onde J; e J,, sdo as inércias da carga e do motor, B; e B,, sdo os amortecimentos da
carga e do motor, e u é o torque no eixo do motor.
@ Aplicando Laplace temos o seguinte diagrama de blocos:

u:l;")} \/7)} o

| pmls

onde
pi(s) = Jis* + Bis + k, pm(8) = Jms” + Bms + k
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Consideracdes praticas
Incluindo a dindmica do redutor

@ O sistema em malha aberta é
Oi(s) k
U(s)  pu(s)pm(s) — k?

com o polindmio caracteristico p;(s)pm (s) — k? dado por

JiJms* + (JiBm + JmBi)s® + (k(Ji + Jim) + BiBm)s® 4+ k(B; + By,)s
@ Negligenciando o amortecimento, temos
JiJms* + k(J + Jm)s>
cujos pdlos s3o

J’m+Jl

=p2 =0, ,pa = tjw com W=k
p1 = P2 Pp3, P4 J T

@ Na pratica, o amortecimento é baixo e a rigidez k é alta. Assim os pdlos de malha
aberta estdo no SPE préximos do eixo imaginario.

@ Esta analise mostra que, na pratica, trata-se de um sistema dificil de ser controlado.
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Consideracdes praticas

Consideragdes praticas

Realimentagdo da posi¢do do motor

@ Ao se projetar um controlador, a andlise dependerd de quais medigdes de
posi¢do/velocidade serdo utilizadas: do eixo do motor ou do eixo da carga.

@ Incluindo um compensador PD, da forma Kp + Kps, o sistema em malha fechada
com realimentag3o da posicdo do motor tem a configuragdo apresentada abaixo.

]\,.
[
* o, .
- i 1 |k
rﬁT——{I\yﬁ»I\Ds e ’_ﬁ ) L, 0

@ Para este sistema, o lugar das raizes em termos de Kp é dado por

e

4 <

-5 -4 =) -2 -1 0

@ Percebe-se que o sistema ¢é estavel para Kp > 0. No entanto, a presenca de zeros de
malha aberta préximos do eixo imagindrio pode levar a oscilagdes indesejaveis.
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Consideracdes praticas

Consideragdes praticas

Realimenta¢do da posi¢do da carga

@ O sistema de controle usando a posicdo ; da carga estd apresentado na figura abaixo.

k
” 0 ‘
. e e LA 9
! ﬁ,—l‘#] }—lg’{ Pm(s) H i(s) ‘ !

@ As figuras abaixo apresentam o lugar das raizes em termos de Kp e a resposta de
ambos os sistemas a uma entrada em degrau.

L
& Fast response with overshoot
/\ 2 / and oscillation
4
F ' \ 3
o g Link Angle £ 8
3 g
i ;ﬁ L M A & 9
| < Motor Angle £
- Z 4 54
= 2| Slow "detuned" response
-3} 2|
-4 0
= -4 -2 0 2 i 2 3 4 H
o 0 2 4 6 8 10
Time (sec) Time (sec)
Feedback “motor”. Feedback “carga”.

@ Percebemos que, neste caso, o sistema torna-se instdvel para valores elevados de Kp.
O valor limite pode ser determinado usando-se o critério de Routh-Hurwitz.
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Consideracdes praticas

Consideragdes praticas

Efeitos da flexibilidade ndo modelada

@ Vimos que ao levar em consideragdo a flexibilidade da junta/elo, o controlador PD j3&
n3o fornece um desempenho t3o satisfatério.

@ O argumento utilizado para negligenciar essa flexibilidade foi baseado no fato de que
se o sistema for suficientemente rigido, a freqliéncia natural dessas ressonancias ndo
modeladas s3o altas e sua influéncia s3o despreziveis comparadas com a influéncia dos
pélos de segunda ordem dominantes.

@ Caso a flexibilidade estrutural ndo seja modelada, deve-se ter cuidado para que essas
ressonancias ndo modeladas n3o sejam excitadas. Como regra pratica, limita-se a
freqiiéncia w,, do sistema em malha fechada, de forma a satisfazer

Wn, S iwv‘es
@ Para uma estimativa (n3o-rigorosa) da menor freqiiéncia de ressonincia do sistema,
pode-se utilizar um modelo discreto, onde uma viga de massa m é substituida por
uma massa pontual de valor 0.23m, na extremidade da viga. De forma similar, a
inércia distribuida J pode ser substituida por uma inércia pontual de valor 0.33J, na
extremidade do eixo.

@ Note que se for necessirio uma maior largura de banda para o sistema em malha
fechada, ent3o serd necessario incluir a flexibilidade estrutural no modelo.
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Consideracdes praticas

Consideragdes praticas

Efeitos da flexibilidade ndo modelada

@ Exemplo. Considere o sistema da figura cujos pardmetros siom =1,b=1e k = 1.
Sabemos ainda que a menor freqiiéncia ndo modelada é 8 rad/s.

T

- : Sistema
1 T

@ Determine «, 8, K, e K, para a lei de controle de regulagem de posi¢cdo, de forma
que o sistema seja criticamente amortecido, que a dindmica ndo modelada n3o seja
excitada e que a rigidez em malha fechada seja a mais alta possivel.

@ Solugdo: Escolhemos ao =1, 8 = & + x. Assim, o sistema se assemelha a massa
unitdria sob efeito da entrada auxiliar f'(t).

@ Usando a regra pratica

1
Wn S 5 Wres

escolhemos a freqiiéncia natural do sistema em malha fechada como w, = 4 rad/s. O
fator de amortecimento é escolhido como ¢ = 1. Assim o modelo desejado é

82+2Cwns+wi =s>+8s+16
@ Da equagdo & + Kyt + Kpx = 0, temos que K, = 16 e K, = 8.
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Consideragdes praticas

Inércia efetiva

@ Considere o modelo mecanico do motor conectado através do redutor a carga.

0, 7

ML
W «mljh—lgm onde 7 = 17 € 0y = 0m
‘LK Jﬂ‘\” ”"”’”j” .

B Om=rbs

@ A dindmica do sistema, com J,, = J, + J,, é dada por

Tl () + B () = T — 71/7
J01(t) + Bibi(t) = 7
@ Fazendo o balanco dos torques, em termos de varidveis do motor, temos:
Ton = (Jm + ;7]—;) O () + (Bm + %) O (1)
ou ainda em termos de varidveis da carga:

T = (Jl + ?72Jm) él(t) + (Bl + 772Bm) éz(t)
——— ———

inércia efetiva amortecimento efetivo
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Consideracdes praticas

Consideragdes praticas

Inércia efetiva

@ Em sistemas com alto fator de redu¢do (1 > 1), a inércia do motor passa a ser uma
por¢do significante da inércia total.

@ Exemplo: suponha que a inércia do motor seja J,,, = 0.01, que a relagdo de
engrenagem seja ) = 30 e que se saiba que a inércia aparente do elo varia entre 2 e 6

Kg.m?. Assim:
o A inércia efetiva minima é dada por Juin + n2Jm = 2 + (900)(0.01) = 11;
@ A inércia efetiva maxima é dada por Jmax + 72 Jm = 6 + (900)(0.01) = 15.

o E este efeito que permite considerar que a inércia do sistema é praticamente
constante.

@ Para assegurar que o sistema, no controle independente de juntas, nunca seja
subamortecido, deve-se usar o valor maximo da inércia do elo.

@ Simplificacdes admitidas para o controle independente de juntas:
Q A indutincia L, do motor pode ser negligenciada;
Q Considerando uma relagdo de engrenagem alta, a inércia efetiva é considerada constante
e igual a Jmax + 7% Jm;

© A flexibilidade estrutural é negligenciada, exceto que a menor freqiiéncia estrutural wyes
é usada no projeto dos ganhos do controlador.
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Métodos no espacgo de estado

Modelo no espago de estado

@ Vimos que o projeto PD é inadequado para o controle de robd, exceto:
Q se for negligenciada a flexibilidade da junta/elo;

Q se for permitido que o sistema tenha uma resposta lenta;

@ se for utilizada uma relac3o de transmissio alta.
@ A equagio de movimento do sistema foi determinada como sendo
Jiby + By, + k(0 — 0,,) =0
Jinbm + Bubm + k(O — ) = u
@ Esta equacdo pode ser reescrita no espago de estado
& = Az + Bu, y=Cz+ Du

@ Escolhendo as seguintes varidveis de estado

x1 = 0y, z2 =0, 3 = Om, x4 =0n
temos
. . ko Bk
&1 = w2, &g = ——x1 — —T2 + —x3
Ji Ji Ji . AeB
. . k Bl k +
&3 =1 4= —T] — —Ty — —T3 + —u
3 = x4, 4= g o me - Seag o

@ Escolhendo a saida como sendo y(t) = 6;(t), temos: C=[1 0 0 0] e D =[0].
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Andlise no espaco de estado

Controlabilidade e observabilidade

@ Considere o sistema abaixo com condic3o inicial z(to) = zo:
i = Az + Bu, Ae RV, BeR"™"

@ Controlabilidade completa de estado: O sistema é completamente controlavel num
instante ¢ = to, se existir um tempo t5 > to € uma lei de controle u(¢), com
t € [to, ty], tal que o estado é transferido de um estado inicial arbitrdrio z(to) = xo
para um estado especifico z(ty) = xzy num intervalo de tempo finito ¢t; < oco.

@ Esta condicdo é equivalente a verificar se o Gramiano de Controlabilidade X dado por
<A T AT
X = / e""BB e” Tdr
0
é uma matriz positiva definida, ou seja, se X > 0.

@ Uma condigdo necessaria e suficiente para que X > 0, é que matriz de
controlabilidade C tenha posto completo n:

C=[B AB .- A" 'B]
@ Pode-se mostrar que a matriz X satisfaz a seguinte equacio de Lyapunov

AX +XAT +BBT =0
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Andlise no espaco de estado

Controlabilidade e observabilidade

@ Considere o sistema abaixo com condi¢&o inicial z(to) = xo:
T = Ax, y=Cx, Aec R"™", CeRX"

@ Observabilidade completa de estado: O sistema é observavel num instante t; > to, se
o conhecimento de y(t), com ¢ € [to,ts], fornece uma solug3o tnica z(to) para

y(t) = e a(to)

@ Esta condicdo é equivalente a verificar se o Gramiano de Observabilidade
® ATr AT A
Q= / e” TCTCe”Tdr
0

é uma matriz positiva definida, ou seja, se Q > 0.
@ @@ > 0 se, e somente se, a matriz de observabilidade O tiver posto completo n:

C
CA
O =

CA.n—l

@ Pode-se mostrar que a matriz () satisfaz a seguinte equagio de Lyapunov

QA+ ATQ+CTC =0
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Projeto de controladores no espaco de estado

Férmula de Ackermann

@ Se o sistema for completamente controldvel, podemos usar a férmula de Ackermann
para alocar os pdlos.

¢

Suponha que o polindmio caracteristico desejado em malha fechada seja

(]5(8):‘S]—A—FBK‘:sn+a15n_1+...+an_1s+an

¢

Ent3o o ganho por realimentacdo completa de estado K é dada por

K=[0 0 --- 0 1][B AB .- A" 'B]¢(A)

¢

Exemplo. Seja a planta G(s) = 1/s%, cujas matrizes de estado sio

A:ﬁ] 8}, B:H, c=1[0 1], D=0

©

Suponha que o polinémio desejado seja
e = s> +0.45 4+ 0.08 = C=V2/2, w,=V2/5

@ A equacgdo a ser resolvida é

s 0 0 0 1

b - ]

cuja solugdo fornece K1 = 0.4 e K2 = 0.08.

= 5?4+ 0.4s+ 0.08
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Projeto de controladores no espaco de estado

Observador de Luenberger

@ Nem todos os estados podem estar disponiveis, sendo necessario estima-los.
@ O estimador de ordem completa de Luenberger é dado por
T = A% + Bu(t) + L(y — C7)
=(A-LC)T+ Bu+ Ly
onde T é o estado estimado e § = CT ¢ a saida estimada.
@ Para este estimador, a equagio do erro Z(t) = Z(t) — z(t) é
#(t) = AZ + Bu(t) + L(y — CZ) — Az — Bu
=(A—-LO)Z(t)
@ Assim, o erro a qualquer instante é dado por

i(t) = e % (0)

@ Se o sistema for completamente observavel, é possivel escolher L de forma a alocar
arbitrariamente os autovalores de (A — LC).

@ A equacgdo caracteristica é dada por

det(sT — A+ LC) =0
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Projeto de controladores no espaco de estado

Observador de Luenberger

@ Exemplo. Considere o duplo integrador: G(s) =%

cujas matrizes no espago de estado sdo

A:ﬁ 8} B:H, c=[0 1, D=0

@ O sistema é observdvel, jd que sua matriz de observabilidade é inversivel:
C 0 1
o=|al=li o
@ Suponha que o polinémio desejado para o estimador seja
Qo= 82+ 25+ 2 = C:\/§/2, wn = V2

@ A equagido para alocar os pdlos do observador é

s 0 0 0 I 2 _ _
[o S}—L 0:|+[l2] [0 1]’_5 +25+2 = L =2]l=2

@ A equacgio do estimador é dada por
F1(t) = —232(t) + u(t) + 2y(t)
Falt) = 31 (t) — 27a(t) + 2y(t)
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Métodos de controle no espaco de estado

Projeto de controladores no espaco de estado

Observador de Luenberger

@ Se o sistema for completamente observavel, existe uma matriz L tal que
det(sI — A+ LC) = ao(s)
@ Férmula de Ackermann:
L=as(A)0 0 0 - 1]"
onde O é a matriz de observabilidade.
@ O problema de alocagdo de pélos para o observador é dual do controlador.
@ A equagio caracteristica é dada por
|sI — A+ LC| = |sI — AT + CTL"| = |sT — A" + C"K| com K = L"
@ Esta equacdo caracteristica representa o seguinte problema de controle
ATz +C"u
=—-Kzx

@ Portanto, 3K que aloca arbitrariamente \;(AT 4+ CTK) sse o par (AT, C7T) for
controldvel, i.e., se [¢T ATcT (AT)»~1¢T | for de posto completo n.
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Projeto de controladores no espaco de estado

Principio da separagdo

@ No projeto do controlador por realimentacdo completa de estado, assume-se que
todos os estados estdo disponiveis, ou seja

u=—Kuz(t)
@ Caso x ndo esteja disponivel, podemos usar o observador de Luenberger:
z=AZ+ Bu+ L(y—Cz) = (A— LC)Z + Bu+ Ly
@ Usando Z no lugar de x, a lei de controle passa a ser u = —KZ

@ A estrutura final de controle fica sendo

u(t)

= Ax + Bu

Lo s pus so-co)

J

Controlador dindmico por realimentacdo de saida

@ O principio da separagdo afirma que o projeto do controlador e do estimador podem
ser realizados de forma independentes, que a estabilidade permanecerd garantida.

@ Os pdlos do estimador sdo geralmente alocados de forma a serem de 3 a 6 vezes mais
rapidos do que os pdlos do controlador.
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Projeto de controladores no espaco de estado

Principio da separagdo

o E possivel obter a fung3o de transferéncia do controlador/observador.
@ Para isto, usamos a equacdo do observador e do controlador dados por
T = AZ + Bu(t) + L(y(t) — Cz(t)), u=—KZz(t)
@ Aplicando a transformada de Laplace, temos
D(s) = —K(sI — A+ BK + LC)™'L
@ Note que a ordem do controlador D(s) é a mesma do observador.
@ Embora mais dificil, é possivel obter um estimador de ordem reduzida.

@ Exemplo. Para o sistema composto pelo duplo integrador, projetamos

K=1[04 008], L= [3]

@ Assim, a fungdo de transferéncia do controlador D(s) é dada por

D(s) =[0.4 0.08] (51_ {(1) 8} I {0(.]4 0.88} N [8 ;])1 B}

_ 0.96(s +1/6)
T s2424s+2.88
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Projeto de controladores 6timos no espaco de estado

Problema LQR horizonte infinito

@ Considere o sistema linear continuo invariante no tempo
z(t) = Az(t) + Bu(t)
@ Desejamos encontrar uma lei de controle u(t) de forma a minimizar o custo

1

J=3 /00o (z(t)' Qx(t) + u(t) Ru(t)) dt

onde @ = Q' >0e R= R’ > 0 sio matrizes de ponderacio.
@ A solugdo étima é obtida da seguinte equacg3o diferencial de Riccati:
A'P+PA-PBR'B'P+Q=0
@ A lei de controle étima no caso é dada por
u*(t) = —Kz(t), com K=R 'B'P

@ Exemplo. Considere o problema: minJ = fOT w(t)?2dt sujeito a  @(t) = z(t) + u(t)
Claramente, temos u* = 0. No entanto o sistema em malha fechada serd instavel.

@ Para garantir que P > 0 e que o sistema em malha fechada seja assintoticamente
estdvel, é suficiente que haja controlabilidade e observabilidade.

@ Controle por Matlab: [K, P] =lqr(A, B,Q, R) e [P] = care(4, B,Q, R) .
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