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Nota ao leitor

@ Este material é baseado principalmente na referéncia:

o M. W. Spong, S. Hutchinson and M. Vidyasagar, Robot Modeling and Control, John
Wiley & Sons, 2006

@ Livro texto suplementar:

o J. J. Craig, Introduction to Robotics: Mechanics and Control, 3rd ed., Pearson Prentice
Hall, 2005.

o D. T. Greenwood. Classical Dynamics. Dover Publications, New York, 1997.

Camino, J. F. (DPM/FEM/UNICAMP) ES927 — Controle de Sistemas Robéticos Campinas, 6 de mar¢o de 2015 2 /56



TransformacGes e matrizes de rotacdo

Representando posicoes

Y
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P
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Figura: Dois referenciais, um ponto p, e dois vetores v e va.

@ Coordenada do ponto p no referencial opzoyo: p° = [2]

@ Coordenada do ponto p no referencial o1x1y1: pt = [74239]

@ Posicdo da origem de um sistema de coordenada com relacdo ao outro:

0 __ 10 1 _ —10.6
= s | 0= 35
@ Os vetores v1 e vz podem ser representados como segue:
o_ |5 I o_ |—51 1 |—2.89
el T los] T |0 T a2

Camino, J. F. (DPM/FEM/UNICAMP) ES927 — Controle de Sistemas Robéticos Campinas, 6 de mar¢o de 2015



TransformacGes e matrizes de rotacdo

Rotacdo no plano

09, 01

cosf
Figura: Sistema 01z1y; deslocado de 6 com relacdo a opzoyo-

@ A matriz de rotacio é dada por R} = [29]y9)

o _ |cos® o_ |—sind o _ |cos@® —sind
e Com zj = {sin@} €= {cos@} temos Ry = {sin@ cosf

@ Por cossenos diretores:

3 I T A P I AR
Z1 - Yo Y1 - Yo 1Yo Y1 -Yo

o E facil mostrar que a matriz de rotaco é ortogonal, ou seja, satisfaz:
1 0\ T 0)—1 0
Ry=(RY)" = (RY)" ", detR{==+1

@ O grupo “especial” ortogonal, com det RY = +1, é denominado por SO(n).
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TransformacGes e matrizes de rotacdo

1o Y1-To Z1°To
@ A matriz de rotacdo é dada por RY = |z1-%0 w1-% 21-%
X120 Yi1-20 Z1°Z0

cos @

Figura: Rotagdo sobre zp de um angulo 6.

@ Matrizes de rotac3o:

cosf —sinf O 1 0 0
R.o = |sinf cosf 0| ,Rz9= 1|0 cosf —sinf|,Rye="---
0 0 1 0 sinf cosf

o Propriedades: R.o =1, R.oR.o=R.04s, (Re0)  =R._o.
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TransformacGes e matrizes de rotacdo

Aplicacdo das matrizes de rotacdo

Figura: Referencial fixo a um corpo rigido.
@ A coordenada p' = [u,v,w]” satisfaz p = uz1 + vy + w2z
D Zo
@ A coordenada p° é dada por p° = [p- v,
Pz
@ Combinando esses dois resultados temos:
1o Y1-To Z1-To U
0

P = (1Y Yi1-Yo Z1-Yo v
T1 20 Y1 - 2o 21 * 20 w

@ Portanto:  p° = RIp!
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TransformacGes e matrizes de rotacdo

Aplicacdo das matrizes de rotacdo

@ A matriz de rotacdo pode ser usada para representar um movimento de corpo rigido
que corresponde a uma rotacdo pura.

Figura: O bloco em (b) é obtido rotacionando o bloco em (a) por m em torno de zg.

@ Suponha que o referencial do bloco estd fixo ao corpo rigido em (a), coincidindo com
a coordenada 00ZoYoZo-

@ Apés a rotacdo 7, a coordenada do referencial do bloco (denominada o1z1y121)
também rotacionou 7.

@ A matriz de rotacio é dada por:

-1 0 0
RI=R..=|0 -1 0|. Assim pj=R..p:
0 0 1

@ Lembrando que, antes da rotacdo, p; é igual a p2, temos pY = R. .pS.
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TransformacGes e matrizes de rotacdo

Composicdo de rotacdes

@ Transformacdo de similaridade.
o Se A é a matriz que representa uma dada transformac3o linear em ogzoyozp € B é a
representacdo da mesma transformacdo em o1x1y121, entdo
_ 0)—1 0
B=(R})" AR}

com R(l) a transformac3o entre os referenciais opzoyoz0 € 0121Y121-
@ Rotac3o sobre o eixo corrente.

o R=Ry ¢R.0 # R 0By o
@ Rotac3o sobre o eixo fixo.
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TransformacGes e matrizes de rotacdo

Parametrizacio das rotacoes

@ Um corpo rigido possui apenas 3 graus de liberdade. Assim, os elementos de
R € SO(3) possuem a seguinte restricgo:

dordi=1, je{1,2,3}
i

T1T1j + T2ir2; + 13135 =0, i #£]

° Angulos de Euler: matriz de rotacdo Rzyz = R. ¢ Ry o R-

20, Za

Zh Z1

Ya» Vb

xp¥ Xy

o Angulos Tait-Bryan: Roll (balanceio), Pitch (empinamento), Yaw (cabeceio)

C_DRall
Yaw A f (1/17 (E) + (0’ y) + (¢7 Z)

A matriz de rotacdo é dada por Regy = R ¢ Ry 0Rz.¢
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TransformacGes e matrizes de rotacdo
Movimento rigido

Movimento Rigido

Definicdo: Um movimento rigido é um par ordenado (d, R) onde d € R® e R € SO(3). O
grupo de todos os movimentos rigido é conhecido como o grupo Euclidiano Especial,
denominado por SE(3). Assim SE(3) = R® x SO(3).

@ Combina uma translacdo pura com uma rotacdo pura.

@ Seja R(f a rotacdo entre 0pxoYozo € 01x1Y121. Seja d o vetor de 0pToYyozo a
01&1Y121. Suponha p fixo em o1z1y121 com coordenada p'. Entdo:

0 0,1 0
p=Rip +d
@ Agora, considere 3 referenciais: 0oxoyoz0, 01Z1Y121 € 02x2Y222. Seja di de 0pToyozo

a 0171y121 € d2 de o1x1y121 a 02x2Yy222. Suponha que o ponto p esteja fixo ao
referencial 022222 com coordenada p?. Ent3o:
1 12 1
p = Rap” +dj
o 01 o P =FRiRp’+Rid+d)
p =Rip +d;
@ Como a relacdo entre p° e p? é um movimento rigido, temos: p° = R3p? + d3

o Portanto: R3 = RIR) e d3=d?+ RVd5.
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TransformacGes e matrizes de rotacdo

TransformacGes homogéneas

@ O célculo anterior pode ser simplificado usando-se uma notacdo matricial.
& Para o exemplo anterior (p° = R{R3p® + RYd3 + d?):

R ) [BY ] _[RORS RO+ df
0 1 0 1| 0 1

onde 0 denota o vetor linha (0,0, 0).

@ Assim, o movimento rigido pode ser representado por um conjunto de matrizes da

forma:
3

H:[]g ﬂ, Re SO(3), deR

T _pT
o E facil mostrar que: H™! = [R R d}

0 1

& Para o primeiro exemplo (p° = R{p' 4 d°) é necessdrio aumentar os vetores:

0 1
Poz{p}, Plz[p} -~ P'=mp
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Cinematica direta

Parametros principais de um rob6

20

4 z z
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Base

Figura: Robd com 6 GDL.

@ Um robd manipulador é constituido de elos (links) conectados por juntas.

o Cada junta representa a conex3o entre dois elos (links), considerados corpos rigidos.
@ O nidmero de juntas define o grau de liberdade do robd.

@ As juntas podem ser: prismaticas ou de revolucdo.

@ O punho é a junta que une o (ltimo elo ao efetuador final.
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Cinematica direta
Cadeia cinemdtica

Todas as juntas possuem apenas um Unico grau de liberdade.

¢

@ A acdo da junta serd representada por um angulo ou por um deslocamento.

@ Um manipulador com n juntas terd n + 1 elos: cada junta conecta 2 elos.
@ Juntas: numeradas de 1 a n. Elos: numerados de 0 a n (iniciando da base).
@ Assim, a junta ¢ conecta o elo i — 1 ao elo 3.

@ A localizacdo da junta ¢ esta fixada ao elo i — 1.

@ O elo 0 é fixo e ndo move.
@ Associado a junta ¢ temos a varidvel:
Z0 R
-
0;, se a junta i for de revolucdo,
qi =

d;, se a junta ¢ for prismatica.

A}

@ Um sistema de coordenada o;x;y;2; € ligado ao elo i.

¢

Quando a junta i é atuada, o elo i e o respectivo sistema de coordenada o;x;y;z2;
movem.
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Cinematica direta

Matriz de transformacdo h

@ Suponha que A; é a matriz de transformacdo homogénea de o;x;y;z; em relacdo a
0;i—1Ti—1Yi—1%i—1- Note que A; é uma fun<,:50 de qi

@ A matriz de transformacdo homogénea que expressa a posicdo e orientacdo de
0jx;Yy;jz; com relagdo a o;x;y;2; € denominada por T}, dada por:
Ait1Aiye - Aj1A; sei < j,
i .
T, =<1 se i =j,
iN—1 S
(17) sei > j.
@ A posicdo de qualquer ponto do efetuador final é constante no referencial n.

@ Denotamos a posicdo e a orientacdo do efetuador final com relacdo a base inercial por
um vetor 02 e uma matriz de rotacio R. Portanto:

Ry o)
i—1 i1
onde cada matriz A; é dada por {Ri 0; }

< J 4 R; 0;‘ i i J—1

@ Sei<j, temos T} = Ajp1--- Aj = ,com R} =Ri,, - R

o ) . . . .
@ A coordenada do vetor o} é dada recursivamente por 0j = 0;_; + R}_log- .
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Cinematica direta

@ A matriz de transformacdo homogénea A; é representada pelo produto:

A; = Roty g, Trans, 4, Transy,a; Rotx,qo;

Co, —80,Ca;  S0,5a;  QiCo,
_ | s6: Co; Ca; —C0;Sa;  AiSH;
10 Sa; Cay d;

0 0 0 1

onde a;, 0;,d;, a; sdo pardmetros associados com o elo i e a junta i.

@ Como a matriz A; é fungio apenas de uma varidvel (6; ou d;), os outros trés
parametros serdo constantes.

@ Note que uma matriz de transformacdo homogénea arbitraria é caracterizada por 6
pardmetros. No entanto, a notacdo de DH usa apenas 4 pardmetros.

@ Hipdteses que levam a existéncia e unicidade desta matriz:

(DH1) O eixo z1 é perpendicular ao eixo zp.

(DH2) O eixo x1 intercepta o eixo zg.

Note a orientacdo dos angulos «;, de z;_1 a z;, e d :
91', de Ti—1 a Tj. 0 Pl
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Exemplo: manipulador cilindrico de trés elos

Cinematica direta

O referencial oy estd na junta 1.
J& que zp e z1 coincidem, a origem de o; ficou na junta 1.
O eixo 1 € paralelo ao eixo zo quando 6; = 0.
A origem de 02 estd na intersecdo de 22 e 21.
A direcdo de 2 é escolhida paralela a z1, assim 62 = 0.
A terceira coordenada é posicionada no final do elo 3.

Tabela com os pardmetros de DH:

Elo a; a; d; 0;
1 [0 ] 0 [d |06
2 [0 |9 | d | 0
3 [0 0 [d] o0
matrizes A e T s3o respectivamente:
¢t —s1 O 0 1 0 0
_ S1 C1 0 0 Ay — 0 0 1
~lo 0 1 df|” “27|o -1 o0
0 0 0 1 0 0 0
1 0 O 0 c1
o1 0 o B s
=lo 0 1 ay)> T=4Ads=,
0O 0 O 1 0

J. F. (DPM/FEM/UNICAMP)
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Cinematica direta
Cinematica inversa

@ A cinematica inversa consiste em determinar as varidveis da junta em termos da
posicdo e orientacdo do efetuador final.

@ O problema geral da cinemdtica inversa pode ser descrito como:

Dada uma matriz de transformacdo homogénea H = {Ig ﬂ € SE(3)

Determine a(s) solucdo(des) da equaco:
TR (a1, an) = H
onde T1(q1, .-, qn) = A1(q1) -+~ An(an)

Equivalentemente, resolva o sistema composto por 12 equacdes ndo-lineares em n
varidveis: T;;(q1,...,qn) = hyj, 1=1,2,3, j=1,...,4.

@ Encontrar uma solucdo em forma fechada:
qk:fk(hu,...,h34), kzl,...,n

é em geral bastante dificil.
@ Solugdes analiticas s3o preferiveis em lugar das numéricas por duas razdes:
Q o tempo computacional pode ser excessivo;
Q@ pode existir mdltiplas solucdes.
@ A questdo pratica de existéncia de solu¢des do problema inverso depende tanto de
consideracbes matematicas como de engenharia.
@ Em alguns casos especiais, o problema pode ser bastante simplificado através do
desacoplamento cinematico.
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Cinemitica de velocidade
Matrizes anti-simétricas

@ Uma matriz é anti-simétrica se e somente se
ST+S5=0
@ O conjunto das matrizes anti-simétricas 3 x 3 é denominado por so(3).
@ Os elementos s;; de uma matriz S € so(3) satisfazem
sij+s:=0, 1,7=1,2,3

@ Assim, uma matriz S € so(3) tem a forma

0 —83 52
S = S3 0 —S1
—S892 S1 0

9 Se a = [ax,ay,a]7, definimos a matriz anti-simétrica S(a) por

0 —a, ay
S(a) = | a. 0 —as
—ay [ 0
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Cinematica de velocidade
Propriedades das matrizes anti-simétricas

@ O operador S é linear, ou seja,
S(aa + Bb) = aS(a) + BS(b)
@ Para quaisquer vetores a e p no R?,
S(a)p=axp

onde a X p denota o produto vetorial.
@ Para Rc€ SO(3) ea c R®
RS(a)R" = S(Ra)
A prova usa o fato que para a,b € R®
R(a x b) = Ra x Rb
Assim
RS(a)R"b = R(a x R"b) = (Ra) x (RR"b)
= (Ra) x b= S(Ra)b
@ Para uma matriz S € s0(3) e um vetor qualquer = € R®

2T Sz =0
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Cinematica de velocidade
Derivada da matriz de rotacao

@ Suponha que R = R(#) € SO(3) para cada 6. Assim
R(ORO)" =1

cuja derivada em relacdo a 6 fornece

dR .7 drR"
@R(Q) + R(Q)W =0
@ Definindo dR
= " ROT
temos: S+8T=0

@ Multiplicando a direita esta equacdo por R temos
dR

W SR(0)

. - dR _r .,
@ Exemplo. Seja i =[1,0,0]. Se R = R;, entdo S = @R é dada por

0 0 0 1 0 0 0 0 O

S= |0 —sinf —cosf| |0 cosf® sinf|=1|0 0 -—1|=5()
0 cosf —sinf| |0 —sind cosf 01 0
CdR.o .. dRye /. dR.o

@ Portanto: 0 = S(2) R0, 0 = S(j)Ry,0 € W - S(k)R.0.
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Cinematica de velocidade

Velocidade angular (eixo fixo)

@ Quando um corpo rigido esta sujeito a uma rotacdo pura em torno de um eixo fixo,
cada ponto do corpo descreve um circulo cujo centro estd sobre o eixo de rotac3o e
cujo plano é perpendicular ao eixo.

@ A medida que o corpo rotaciona, uma linha perpendicular de um ponto qualquer do
corpo ao eixo de rotacdo sofre uma rotacdo 6.

@ Se k é um vetor unitario na direc3o do eixo de rotac3o, ent3o:
w =0k
@ A velocidade linear de um ponto ¢ do corpo é dada por
V=wXT
onde r é um vetor partindo da origem (no eixo de rota¢do) ao ponto g.

@ Para este caso particular de rotacdo pura sobre um eixo fixo, a cinemdtica limita-se a
um movimento planar.
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Cinematica de velocidade

Velocidade angular (caso geral)

@ Assumindo-se que R(t) é continuamente diferencidvel pode-se mostrar que

. dR
= = S@(H)R()

onde o vetor w(t) representa a velocidade angular do referencial mével em relacdo ao
referencial fixo.

@ Exemplo: Considere um ponto p fixo no referencial mével com coordenada
p® = R{p'. Diferenciando essa express3o temos

0
—— =Rp' = S(w)RIp' =w x Rip' =w x p°
que mostra que w é de fato o vetor velocidade angular.
@ Exemplo: Suponha que R(t) = R, (). Entdo
- dR dRd0 ...
R= Pl 0S()R(t) = S(w(t))R(t)

onde w = i# é a velocidade angular.
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Cinematica de velocidade
Adicdo de velocidades angulares

@ Considere trés sistemas de coordenas 0oToyoz0, 01T1Y121 € 02X2Yy222 tendo a mesma
origem.

@ Suponha que as orientacdes relativas dos sistemas 01x1y121 € 02T2y222 sejam
respectivamente RY(t) e R3(t).

@ Notacdo: o termo w,’-fj denota o vetor de velocidade angular correspondente a
derivada de R} expresso no referencial k.

o Lembrando que R3(t) = R} (t)R3(t). A sua derivada fornece
Ry = RIR; + RIR;
@ Note que o termo Rg pode ser escrito como
R = S(wo2) R2

onde w872 é a velocidade angular total to referencial 02x2y222. Esta velocidade é um
resultado das rotacdes combinadas expressas por RY e R3.

o O termo RIR} é simplesmente
RYR; = S(wp1)R1Rz = S(wi1)R2

onde w871 é a velocidade angular do referencial o1z1y121 (relativa ao referencial
00Z0Yozo) resultante da variacio de RY.
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Cinematica de velocidade
Adicdo de velocidades angulares

@ Usando a propriedade RS(a)RT = S(Ra), o termo RYR} fornece
RIR; = R{S(wi2)Rs = R{S(wi»)(R)) RIRS
= S(lel Q)R(I)Ré = S(lel Q)RQ

onde wig representa a velocidade angular do referencial 02221222 resultante da
variacdo de R} (expresso no sistema de coordenada o121y121).

@ Combinando os resultados acima, obtemos a expressio
S(wo 2 RQ = {S wo 1)+ S(lel 9 }R2
@ Como S(a) + S(b) = S(a+ b), percebemos que
W8,2 = Wg,l + R?Wi,Q
Velocidades angulares podem ser somadas sempre que no mesmo referencial.

@ A idéia pode ser estendida facilmente para n referenciais:
seja R2 = RYRY--- R?"~!. Ento

onde
0 0 0 1 0 2
Won = wp,1 + Riwis + Rowa g+ -+ + Rnwn 1 n

0 0 0
=wp1twiz2t+ -t Wn_1n
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Cinematica de velocidade

Velocidade linear de um ponto fixo a um referencial mével

@ Suponha que o ponto p esteja fixo ao referencial 01x1y121 que rotaciona em relacdo
ao referencial 0,%oYozo-
@ A coordenada do ponto p com relacdo a 0,%oYo2o € po = R‘f(zﬁ)p1
@ A velocidade p° é dada por
-0 50 04,
P’ =Ri(t)p' + RY(t)p'
= S(W)RY(t)p"
_ S(wﬂ)po _ wO % pO
onde assumimos p1 = 0 (rigidamente fixo ao referencial 0121y121).

0 0
@ Suponha o caso mais geral: H{(t) = [Rlﬂ(t) Oll(t)}

onde p° = RY(t)p" + of.
@ Derivando esta expressdo, temos:
P’ =Rp' +0
= S(w)Rp" + o
=wXr—+wv
onde r = Rp' e v é a velocidade com que a origem 01 se move.
@ Se p se move em relacdo a o121y121, precisamos adicionar R(t)p'.
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Matriz Jacobiana
Matriz Jacobiana

@ Considere um manipulador com varidveis de juntas ¢ = [g1, . .., ¢n].

@ Seja a transformacdo do referencial do efetuador final a base fixa:

() = [R% O(q) o 1((1)}

@ Para determinar a matriz Jacobiana, é necessario relacionar as velocidades lineares e
angulares do efetuador com as velocidades da junta q.

@ As velocidade lineares e angulares do efetuador final sdo dadas por:
0 _ -0
Uy, = O,

S(wn) = Ry (RY)"
@ O objetivo é determinar uma expressdo na forma:
0 .
Un = ’Uq
0 .
Wp = Jw(q
& Ou na forma compacta com & = (v3,w2) e J = (Ju, Ju):

§£=Jq
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Matriz Jacobiana
Velocidade angular
@ Se a junta 4 for prismética, entdo ¢; = d; (constante) e w;“l =0.

@ Se a junta i é de revolucido, entdo q; = 6; e o eixo de rotacdo é z;_1.
B Zi—1

@ Seja wi~! a velocidade angular do elo i (proveni- IS
e aq !

ente da rotacdo da junta i), expressa em relacdo . | LINS )
. Zi-2

ao referencial 0;—12;—1yi—12i—1, dada por v .
T N

_ T Joint i +1) L1 2l a Joint ¢ — 1
k? - [O, 0, 1] %7,‘/, 0i-1 ——7

-1 _ il e
Wi = qiZi—1 = 4qiR,
@ Portanto, lembrando que velocidades angulares na mesma base podem ser somadas, a

velocidade angular do efetuador w® é dada por

wy = p1dik + p2d2 Rk + -+ + ppdn Ry 1k = Zpidﬂ?_l

1=1

onde:
@ p; é 1 para juntas rotacionais e 0 para juntas prismaticas.

0 & 0 _ RO
Q o vetor z) | édada por 2z} |, =R} |k

Q o vetor 2§ =k =10,0,1]T.
@ Assim, a parte J,, da matriz Jacobiana J é dada por
Jo = [p120 - pn2n-1]

ES927 — Controle de Sistemas Robéticos Campinas, 6 de mar¢o de 2015 27 / 56

(DPM/FEM/UNICAMP)

Camino, J. F.



Matriz Jacobiana
Velocidade Linear

¢

(4

A velocidade linear do efetuador final 6% é dada por

Assim, a i-éssima coluna J,, da matriz .J,, é dada por
902
Jo, = 5
0qg;

Percebe-se que esta expressdo é justamente a velocidade linear do efetuador que
resultariase ¢; =1 e ¢; = 0.

Portanto, a i-éssima coluna do Jacobiano pode ser gerada atuando a junta i com uma
velocidade unitdria e mantendo todas as outras fixas.

Possibilita calcular de forma simples e independente o Jacobiano para cada de tipo de
junta: prismatica ou de revolucdo.
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Matriz Jacobiana

Caso 1: juntas prismaticas

@ Nesta figura, todas as juntas estdo imdveis exceto a prismética i.

Figura: Movimento do efetuador devido a junta prismatica i.
@ Como a junta é prismética, o efetuador sofrerd uma translacdo pura ¢; = d;.

@ A direcdo da translacdo é paralela ao eixo z;—1 € a magnitude é d;. Assim

0
o =d;i R}y |0| =diz{,
1

@ As colunas da matriz Jacobiana é dada por

Ju, = zic1
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Matriz Jacobiana
Caso 2: juntas de revolucdo

@ Nesta figura, todas as juntas estdo imdveis exceto a de revolucido 1.

Figura: Movimento do efetuador devido a junta de revolucio 1.
@ Como a junta é de revolucio, o efetuador sofrerd uma rotacdo pura ¢; = 0;.

@ Assim, percebe-se que a velocidade linear do efetuador é w x 7, onde
w:9izi_1, T =0n —0i—1
@ Expressando as coordenadas relativas a base fixa, chegamos a:

Jv; = zi—1 X (0n — 0i—1)
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Matriz Jacobiana
Combinando as velocidades lineares e angulares

@ Usando os resultados apresentados anteriormente, a matriz Jacobiana J, é
Jo = [Joy -+ Ju,,]

onde a i-éssima coluna J,,; é dada por

J zi—1 X (0on — 0;—1) se a junta ¢ for de revolucdo
v, —

i

Zi1 se a junta ¢ for prismatica

@ A matriz Jacobiana J,, fica sendo

onde a i-éssima coluna J,,;, é dada por

J zi—1 se a junta i for de revolucdo
w; — . . . e
‘ 0 se a junta ¢ for prismatica

@ As Unicas quantidades necessarias para o célculo do Jacobiano sdo os vetores unitdrios
z; e as coordenadas das origens 01, ..., 0n.

@ Essas quantidades s3o facilmente obtidas da matriz de transformacio T .
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Matriz Jacobiana
Exemplo: manipulador planar de dois elos

@ O referencial oy estd na junta 1. Os eixos z, e z1 sdo normais a pagina.
@ O referencial o1z1y121 segue a notacdo de Denavit-Hartenberg.
@ Tabela com os pardmetros de DH:

Elo | a; | a5 | di | 6;

1 a1 0 0 | 07

2 as 0 0 03

@ As matrizes A e T s3o respectivamente:

C1 —S81 0 ajcy Cc2 —S82 0 azcC2
_ S1 C1 0 a8y _ S2 C2 0 az82

A= 1y 0 1 o [42= 10 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

ci2  —s12 0 aicr +azci2

s c 0 ais ass
T{):Al, Tg:/hAz: (1)2 (1)2 0 11-5212
0

0 0 1

@ A matriz Jacobiana é dada por
J(q) _ |:Zo X (02 — Oo) z1 X (02 — 01):|

20 21 —ai1s1 —azs12  —a2812
T ajcy + azci2 azc12
onde zo =21 =[0o01]", 0 b
J=
0 0
0 ajcy aici + azciz 0 0
0o = |0|,01 = |a1s1|,02 = |a1s1 + azs12 1 1
0
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Matriz Jacobiana

Relacbes de forcas/torques estéticos

@ Forcas aplicadas no efetuador produzem torques nas juntas de revoluc3o.

¢

Seja F = [Fy, Fy, F»,nz,ny,n.]T o vetor de forcas e momentos no efetuador.

¢

Seja T o vetor correspondente de torques na junta.

@ Ent3o, as varidveis F' e T estdo linearmente relacionadas por

r=J"(9)F
. 1
@ Por exemplo, para o manipulador planar de 2 elos, v
T
—a1s1 —a2s12  —a2s12 Fy
aici + azci2 azc12 Fy
] 0 0 F.
T2 - 0 0 Ny
0 0 Ny
1 1 Nz
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Matriz Jacobiana
Velocidades e aceleracGes inversas

@ Vimos que as velocidades do efetuador e das juntas est3o relacionadas por
¢€=J¢,  JeR™"

@ Quando a matriz Jacobiana é quadrada e n3o-singular, temos
g=J""¢

@ Para manipuladores que ndo possuem exatamente n = 6 juntas, o Jacobiano n3do é

inversivel.
@ Neste caso, haverd uma solucio se e somente se £ pertencer a imagem de J.
@ Um vetor £ pertence a imagem de J se e somente se

posto[J()] = postol.J(q) | ]
@ Quando n > 6, a solucdo pode ser obtida usando-se a pseudo-inversa de J.
@ Para J € R™*" com m < n e posto[J] = m, temos [JJT| #0 e
I=JJNIIH =g g = g7t

onde J* = JT(JJT)™! é a pseudo-inversa (a direita) da matriz J.

@ Portanto a solucdo fica sendo

Gg=JTe+ (T —Jt Db

onde b é um vetor qualquer arbitrario.
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Matriz Jacobiana
Velocidades e aceleracGes inversas

@ Em geral, quando m < n, o termo (I — J¥J) # 0 e todos os vetores da forma
(I — J*J)b pertencem ao espaco nulo de J.

@ Se (j ¢ a velocidade das juntas tal que q = (I —J" )b, entdo quando a junta se move
com velocidade ¢, o efetuador permanece imével pois J§ = 0.

o Assim, se ¢ é uma solucdo, ento ¢ + §, com § = (I — JtJ)b, para qualquer b,
também serd uma solucao.

@ A pseudo-inversa de J pode ser calculada usando-se a decomposicdo em valores

singulares:
J=Usv"
com U € R™*™ e V € R™™™ matrizes ortogonais e 3 € R™*" dada por
g1 0
g2 0
Y=
om | O

onde o; sdo os valores singulares.

@ A pseudo-inversa (2 direita) é dada por J* = VETUT, onde

—1 T
oy 0
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Conceitos de dindmica

Equacao de Euler-Lagrange

Motivagdo

@ Para uma motivacdo da derivacdo das equacSes de Euler-Lagrange, considere a figura
abaixo onde uma massa m estd sujeita a acdo da gravidade.

Y
¥

mg

@ Pela lei de Newton, temos
mj = f—mg
@ Podemos ainda reescrever mgi como segue

i dmy _d 0 (1 5\ d (9K
YT T atay \2™ ) T @t \ oy

com K = %mzf a energia cinética do sistema.
@ De forma similar, para a forca da gravidade, temos

0 oP
mg =5 mgy =

dy

onde P = mgy é a energia potencial devido a acdo da gravidade.
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Conceitos de dindmica

Equacao de Euler-Lagrange

Motivagdo

@ Definindo o Lagrangiano £ como:

@ Percebendo que

oL oK oc_ op . d oK\ 0P
o oy’ oy oy’ Y=at\ay ) ~ oy
@ Podemos reescrever mjj + mg = f na forma de “Euler-Lagrange”:
d (oL _oL _,
dt \ 9y dy

@ Para o caso geral, temos

d /oL oL
E(@)iﬂigk’ k=1,...,n

onde Qj sdo forcas generalizadas associadas as coordenadas generalizadas gj.
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Conceitos de dindmica

Equacao de Euler-Lagrange

Exemplo de um sistema de 1 GL

@ Exemplo: os deslocamentos do elo e do motor s3o respectivamente 6; e 6,,.

Mgl

@ Assumindo uma relacdo de transmissao r, temos 6,, = r6;. Assim, o sistema possui
apenas um grau de liberdade.

@ Em termos de 0;, a energia cinética é dada por
1 : 1 - 1 .
K = 2 Jmb2 + 2 Ji67 = = (Jmr® + J1)67
2 2 2
onde J,,, e J; sdo os momentos de inércia do motor e do elo respectivamente.

@ A energia potencial é dada por
P = Mgl(1 — cos(6))
@ Definindo J = r%J,, + Ji, o Lagrangiano é dada por

L= %J@f — Mgl(1 — cos(6))
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Conceitos de dindmica

Equacao de Euler-Lagrange

Exemplo de um sistema de 1 GL

@ Substituindo o Lagrangiano
L= %J@f — Mgl(1 — cos(6)))

na expressdo de Euler-Lagrange
doL oL

1. ~~ T an 1

dtog, 09,
obtemos )
JO; + Mgl sin(@l) =T

@ Para este caso, o torque externo 7; consiste:
@ do torque do motor u = r7y,;

o dos torques devidos ao amortecimento (forcas generalizadas ndo conservativas) dados
por By0m, e Bi0;.

@ Assim, o torque externo 7 é
7 =u— BO, B =rB,, + B
@ Portanto, a expressdo para a equacdo de movimento do sistema é

JO, + BO, + Mglsin(6;) = u
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Equacdes de Euler-Lagrange
Energia cinética e potencial

@ A energia cinética de um corpo rigido consiste das energias cinéticas de rotacdo e de
translac3o.

Figura: Corpo rigido com seis graus de liberdade.
@ Para o corpo rigio acima, a energia cinética é portanto
1 1
K= imvTU + §wTIw

onde m é a massa total do corpo, v e w s3o respectivamente os vetores de velocidade
linear e angular, e 7 é o tensor de inércia de dimensdo 3 x 3.

@ As quantidades acima s3o calculadas com relacdo ao centro de massa.
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Eauacdes de Euler-Lagrange

Energia cinética e potencial

Tensor de inércia

@ Se v e w estiverem descritos no referencial inercial, sabemos que w é obtido de

S(w) = RR"

onde S(w) é anti-simétrica e R é a transformac3o entre o referencial local e o inercial.

@ Para calcular wTZw é necessério descrever Z no referencial inercial.

@ Portanto, se I é o tensor de inércia no referencial local, temos que

T =RIR"
@ O tensor de inércia I depende da densidade de massa p(z,y, z) e da geometria:
Iac:c _I:cy _Ixz
I= _Iya: Iyy _Iyz
1.0 7Izy I

co

m
I = [[[ 62 + 2ty )z aya,
Iy = ///(x2 + 2 p(x, y, z)dz dy dz,
Lo = [[[ @+ ptay aayas,
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Iy = Iye = /// zyp(z,y, z)de dy dz
Ipy = Iy = ///:rzp(z,y, z)dz dy dz
Izy = Iyz = ///Zyp(xvyv Z)d$dyd2’
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Eauacdes de Euler-Lagrange

Energia cinética e potencial

Tensor de inércia

@ Exemplo. Considere o sélido retangular apresentado na figura abaixo de comprimento
a, largura b e altura c. Suponha que sua densidade de massa p(z,y, z) seja constante.

Figura: Sélido retangular de densidade de massa uniforme.

@ Como o referencial local estd fixado no centro geométrico do corpo, ent3o, por
simetria, todos os produtos de inércia cruzados sdo zeros.

@ Os momentos de inércia principais sdo dados por

c/2 b/2 a/2

L= [ 0 ey idadyds = p Sy 004 ) = T 00+ )
—c/2J—b/2J—ay2 12 12

Ly = 2(a+ ), Le=12(a®+b)

12 12
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Eauacdes de Euler-Lagrange

Energia cinética e potencial

Energia cinética para um robd de n-elos

@ Vimos que as velocidades lineares e angulares de qualquer ponto do elo podem ser
descritas usando-se a matriz jacobiana

v = Ju, ()4, wi = Ju, (9)q

@ Assuma que para o elo ¢ a massa seja m; e que a matriz de inercia, calculada num
referencial paralelo ao referencial i, com origem no centro de massa, seja I;.

@ Ent3o a energia cinética total K, do rob6 de n-elos, é dada por:

K

1< 1
3 Zmiv?vi + iwiTL-wi

=1

Joi (@) To, (@) + Ju; (@) Ri(@) LiRi(q) " o, (q) | 4

Il
NO| =
Q.
N

B

&

Il
!
L)
S
S
2
(S

com a matriz de inércia D(q), simétrica e positiva definida, dada por

D(q) = Z miJu, (q)" Ju, (@) + Ju, (@) Ri(@) i Ri(q)" Jo, (q)
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Eauacdes de Euler-Lagrange

Energia cinética e potencial

Energia potencial para um robé de n-elos
@ A energia potencial do elo 7 pode ser calculada assumindo-se que a massa inteira do
objeto esta concentrada no seu centro de massa:
T
Py = —mig” rei + pr

onde g e r.; s30, respectivamente, a direcdo da gravidade e a coordenada do centro
de massa, medidos no referencial inercial. A constante p,, pode ser escolhida de
forma que o valor minimo de P; seja zero.

@ Como a dindmica depende apenas da derivada parcial de P; com relac3o a ¢, a
constante p,, é arbitrdria, podendo ser escolhida zero.

@ A energia potencial total P(q) do robd com n-elos é portanto
n n
P(q) = ZPi = - Z mig’ rei + pr,
=1 =1
@ O Lagrangiano passa a ser
1. . 1 ..
L=K-P=54"D(@)i—Pa) =5 D dij(@)gid; — P(g)
4,7

@ Para aplicar a equacao de Euler-Lagrange, é necessario conhecer os termos

ENER
dt \ 9qx Oqx
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Equacdes de Euler-Lagrange
Equacao de Movimento

@ Equacao de movimento de Euler-Lagrange:

E(%),%_T k=1.. . n
8qk aqk k> PR

com Ty, O torque externo aplicado.

@ Calculando as derivadas parciais temos

8(]19 Z kJQJ
<8qk> Z s + Z it
= Z koQJ + Z dk] QzQJ

ods; opP
o zZ @i~ G

@ Portanto, para cada k = 1,...,n, a equacdo de Euler-Lagrange é

od;  10dy; oP
deﬂqﬂ +Z{ qu 2 8q q’bqﬂ + aqk =Tk
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Eauacdes de Euler-Lagrange

Equacao de Movi (o

Formula geral sempre que TD(q)(] e P n3o depender de g

@ A equacio de Euler-Lagrange abaixo pode ser rescrita numa forma mais classica.

ody 10d;; ) . . oP
Z%g%‘*‘Z{ aq: _58%}%%‘ o =T =g

@ Alterando a ordem da adicdo e usando a simetria, pode se mostrar que
adk] 8dkj 8dkz ..
ZJ: { Jq | 4= 3 Z 5 Gid

Ody; _ 10dy; 1 [0di; | Odii Od”
ZZJ:{ 0q¢; 2 Oq 4145 ZZJ: 2 | 9¢: + d4q; Gig; = Zczgk%q]
ddy;  Odpi  Odiy

0q; dg;  Oq

> (@i + D con(@)dids +gx(e) =T, k=1,...,n
=1

i=1 j=1

onde cijk = 5 { } sdo os simbolos de Christoffel. Portanto

@ Na forma matricial temos

D(q)G+ C(q,4)d + g(q) =
com g(q) = [91(q), - -, gn(q)]" € cxj = > cijr(q)di os elementos de C(q, ¢).
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Abplicacdo da equacdo de Euler-Lagrange

Equacao de Movimento

Manipulador cartesiano de dois-elos

@ Considere o manipulador Cartesiano planar de dois-elos da figura abaixo, com massas
m1 e mg e deslocamento prismatico das juntas g1 e ga.

flz‘

”

& Nitidamente, a energia cinética tem a forma ¢” D(q)q e a potencial é independe de 4.

@ A velocidade do centro de massa do elo 1 é dada por

0 0 .
Ver = Jo 4, com  J., = |0 0], q:[‘?l}
10 2

@ A velocidade do centro de massa do elo 2 é dada por

Vez = Jung,  com Jy, =

— o O
o = O
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Abplicacdo da equacdo de Euler-Lagrange

Equacao de Movimento

Manipulador cartesiano de dois-elos
@ A energia cinética é dada por
1. .1, .
K= 50" {madl, Juy +ma oy ba = 53" Di

com a matriz D dada por

D= [M1 —+ mo 0 :|
0 mo
@ A energia potencial dos elos 1 e 2 s3o P1 = migq1 e P> = magq:. Portanto
oP oP
P = g(mi +m2)q, 91267(1129(m1 +ma2), 92:87(]2:0

@ Como a matriz de inércia é constante, todos os simbolos de Christoffel sdo zero.
@ Substituindo os valores acima na seguinte equacdo de movimento
n n n
D dii (@i + D> corla)dids + gr(a) = T, k=1,...,n
j=1 i=1 j=1
obtemos
(m1 4+ m2)G1 + g(m1 +m2) = f1
magz = fo

onde f1 e fa sdo as forcas atuantes nas juntas.
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Abplicacdo da equacdo de Euler-Lagrange

Equacao de Movimento

Manipulador planar de revolugdo

o Considere o manipulador planar de revolucdo da figura abaixo, com massas m e mo
e deslocamento angulares das juntas q1 e g2.

@ O comprimento do elo i é [; e a distancia do centro de massa do elo ¢ a junta anterior
é l.i. O momento de inércia do elo i com relacdo a um eixo saindo da pégina
passando no centro de massa do elo ¢ é representado por I;.

@ Para esta configuracdo, o movimento de rotacdo da juntas gera um acoplamento
dindmico entre as juntas.
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Abplicacdo da equacdo de Euler-Lagrange

Equacao de Movimento

Manipulador planar de revolugdo

@ As velocidades lineares v.1 € vc2 sdo respectivamente dados por

—lcl sin q1 0

Ve1 = Jugy Gy Jog, = | lencosqn 0
0 0
—l[1 sin q1 — leo sin(q1 + q2) —leo sin(q1 + q2)
Ve2 = Juad, Jues = | licosqr +leacos(qi +q2)  le2cos(qn + g2)
0 0
@ Portanto, a energia cinética de translagéo é dada por
1 T 1 .
§m1vclvcl + ngvczvcz = {m1 ve1 Jver T szﬂc2 Joo } q

@ As velocidades angulares s3o dadas por
w1 = qik, w2 = (41 + ¢2)k

@ Como w; estd alinhado com o eixo z, a energia cinética de rotacdo é Iiwf, com I; o
momento de inércia com relacdo a um eixo que passa pelo centro de massa. Assim:

LTz, = L 0 1 1]) .
rnis b fafy geu) )
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Aol da equacdo de Euler-Lagrange

Equacao de Movi

Manipulador planar de revolu

@ A matriz de inércia é dada por

D(q) = m1J, T, + mad® Juy + [11 + 1 12}

Iy Iy
@ Calculando a expressdo acima, chegamos a
di = mil% + mz(lf + 125 + 2l11e2 cos @)+ 6L+ 1>
dizg = do1 = m2(l32 + l1le2 cos q2) + I, doo = malZy + I

@ Os simbolos de Christoffel sio dados por

c —lad”—o C121 = ¢ —ladn——mll sings := h
111—28q1—, 121_211_28(12_ 2l1le2 sings 1=
. _ Odiz 10da2 —h c _0dy1 10du
221 = 9 2 0p 112 = o0 2 0p
Ci122 = C —lad”—o c —lad”—
122 = €212 = 5 o 222 = 5 9

@ Portanto, os coeficientes cx; = Y, ¢ijx(q)¢: da matrix C(q, ¢) sdo dados por
c11 = c111G1 + c21142 = hqg2, c12 = c121G1 + c221G2 = h(q1 + ¢2)
C21 = C112G1 + C212G2 = —hqa, C22 = C122G1 + C222G2 = 0
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Aol da equacdo de Euler-Lagrange

Equacao de Movi

Manipulador planar de revolu

@ A energia potencial do robd é justamente a soma das energias potenciais dos elos
dadas por

— P=P +P

P =magleising
P = 77129([1 sinq1 + le2 sin(q1 + qQ))

@ Portanto, as func¢des g sdo dadas por

oP

g1 = 0 (male1 + mali)gcos i + maleag cos(q1 + ¢2)
oPrP

g2 = — = malecagcos(q1 + ¢2)
6QQ

@ Finalmente, chegamos a equacdo de movimento do sistema:
di1da + diade + co11d2q1 + c121G1G2 + 2215 + g1 = 71
do11 + da2diz + c11247 + g2 = T2
@ Ou forma matricial D(q)d + C(q, ¢)¢ + g(q) = 7 abaixo
di1 di2| |41 c211G2  c12141 + c221G2 | |q1 gi| _ |7
L+ . |+ =
do1  d22| |Go c112G1 0 g2 g2 T2

onde dgj, Cijx € gk ja foram calculados e precisam ser substituidos nesta equagio.
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Propriedades das matrizes do sistema

Propriedade anti-simétrica

@ A equacdo de movimento de um manipulador com n-elos pode ser bastante complexa.
No entanto, existem algumas propriedades que podem ser eficientemente exploradas.

o Propriedade anti-simétrica. Seja D(q) a matriz de inércia do sistema e ci; os
elementos de C(q, ¢) dados por

N1 [Ody | Odi 0diy) .
Ckj = Z 2{ aqi + 8qj 8qk %

i=1

Entdo, N(q, ¢) = D(q) —2C(q, g) é anti-simétrica, i.e., os componentes nj; = —ng;.
@ Prova: O elemento (k,j) de D(q) é dado por

“~ Ody,; .

dk]’ = 8(] qz
i

=1

Portanto o elemento (k,j) de N = D — 2C é dado por

. " [0dy Odp;  Ody;  Odyj; H . ~ [3di' adki} .
Cdy — 20 = I e o T2 e ag |
kg kej Chkj ; [ 0g; { gy + 9q; Oqr B =1 2N

Como d;; = dj;, temos que nji = —Ng;.
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Propriedade passividade

@ Propriedade passividade. Implica que existe uma constante 5 > 0 tal que

/q‘T(C)T(C)dCE—ﬁ, vt >0
0

& Observe que o termo ¢ 7 tem unidade de poténcia. Assim, a expressdo acima é a
energia produzida pelo sistema no intervalo de tempo [0, ¢].

o Prova: Seja H a energia total do sistema dada por: H= %qTD(q)q + P(q)

A sua derivada H satisfaz

. 1l . pdP N Lo . pOP
H=q"D()i+54" D(g)i+q" g = q" {r—Clq,d)q — g(q)}+5qTD(q)q+qT7q

P
Manipulando essa expressdo com g(q) = %—q temos
H=q"r+54¢" {D(Q) —2C(q, q)} g=4q'r

@ Seja 1 = ming P(q). Integrando ambos os lados, obtemos

/0 Q") dC = H(t) — H(0) > —8,  com §=H(0)+ |y
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Limitantes para a matriz de inércia

@ Vimos que a matriz de inércia D(q), de dimens3o n x n, é simétrica e positiva
definida.

@ Portanto, a matriz D(q) possui n autovalores reais e ndo-negativos \;(q),
i=1,...,n, possivelmente dependentes de q.

@ Suponha que estes n autovalores de D(q) estejam disposto na seguinte ordem
0 < Ai(q) <--- < An(q). Entdo, pode-se mostrar que

Al(q)lnxn S D(q) S )\n(q)]nxn

@ Se todas as juntas forem de revolucdo, entdo a matriz de inércia D(q) conterd apenas
termos constantes e termos variantes envolvendo senos e cossenos. Assim, os seus
coeficientes serdo limitados.

@ Isto implica que os autovalores \;(g) também serdo limitados. Assim, podemos
selecionar limitantes A, < A1(q) € Am > An(q), independentes de g, tais que

Aml < D(q) < Aml < o0

@ Se houverem juntas prismaticas cujos deslocamentos sejam limitados, entdo o
resultado acima permanece vilido.
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Propriedade da parametrizacdo linear

@ A equacdo dindmica de um robd pode ser representada como o produto de uma

matriz de regressores Y (g, ¢, G) por um vetor 6 de pardmetros do sistema.

@ Considere a equacdo de movimento do manipulador planar abaixo.

di1G1 + diads + hdrda + hgad1 + hd2 + g1

T1

. . .2
d21G1 + d22G2 — hgy + g2 = T2

di1 = mllil + m2(lf + 132 + 2lylea cosqe) + 11 + I2
diz = da1 = mz(lZQ +lilea cosq2) + Iz, da2 = m2l§2 + I
= (male1 + mali)gcos q1 + maleagcos(qr + q2)

maleag cos(qr + qz2), h = —malile2 singa

Q
s
I

92

@ Usando a propriedade da parametrizac3o linear, temos
M(q)d+ C(g,4)d + g(a) = Y(a,4,4)0
onde a matriz de regressores Y e o vetor de pardmetros ¢ sio dados por:

Y (g, d, i) = Gi 41 di+d2 yia d1 G1+d2 cos(qu) cos(qu) cos(qr + g2)
T 0 0 Gi+d2 wy2a 0 G1+4de 0 0 cos(q1 + q2)

6:[m1lf1 mal?  mal?, malilea I Iz milag malig mzlczg]T
com

Y14 = 2 cos(qz)d1 + cos(qz)iz — 2sin(gz2)d1dz — sin(gz)da
Y24 = cos(q2)d1 + sin(g2)d}
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