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Nota ao leitor

» Estas notas sdo baseadas principalmente nas referéncias:

» K. Ogata, Engenharia de Controle Moderno, 4% edicio, Pearson Education do Brasil,
2003.

» G. F. Franklin and J. D. Powell and A. E.-Naeini, Feedback Control of Dynamic
Systems, 6th Ed., P.-Hall, 2010.

» G. F. Franklin and J. D. Powell and A. E.-Naeini, Digital Control of Dynamic Systems,
2nd Ed., Add.-Wesley, 1994.

» Material suplementar:
> K. Ogata, Discrete-time control systems, 2nd Edition, P.-Hall, 1995.

» R. C. Dorf and R. H. Dorf, Sistemas de controle Modernos, 8% edicdo, LTC Livros
Técnicos e cientificos, 2001.

> R. Rowland, Linear Control Systems: Modeling, analysing, and design, John Wiley

J.
& Sons, Inc., 1986.

» B. C. Kuo, Automatic Control Systems, Tth edition, Prentice Hall, 1994.
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Lugar das raizes (Root Locus)

Conceitos basicos

» Sistemas fisicos, mecanicos e elétricos, podem ser representados por uma funcdo de
transferéncia P(s) em “malha aberta”.

R(s) P(s) » Y (s)

> Geralmente, deseja-se estabilidade e desempenho (respostas transitérias e
permanentes) que n3o sdo possiveis no sistema em malha aberta.

» Portanto, faz-se necessario um projeto de controlador por realimentacéo (feedback).
» A figura abaixo apresenta diferentes diagramas de controle em malha fechada.

R(s) 0 o K (s) o P(s) - Y (s)

I H(s)
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Lugar das raizes (Root Locus)

Conceitos basicos

» Todos esses diagramas possuem a mesma equac3do caracteristica, dada por

1+ K(s)P(s)H(s) =0
1+ K(s)F(s) =0, F(s) = P(s)H(s)

» No entanto, as funcdes de transferéncia em malha fechada sdo diferentes.
» A forma mais simples do controlador é um ganho estatico K(s) = K.

> Note que se um controlador K (s) tiver a forma

com a e b conhecidos, pode-se incluir o termo Ej_tg% dentro de F(s).

» A estabilidade e o desempenho do sistema em malha fechada dependem de seus
polos, ou seja, das raizes da equacgdo caracteristica.

> Assim, é importante conhecer onde essas raizes (os polos) se localizam no plano
complexo em func3o do ganho do controlador K.

» Essa é a motivagdo para o root locus (lugar das raizes).
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Lugar das raizes (Root Locus)

Aniélise do lugar das raizes

» O root locus fornecerad para o sistema abaixo o grafico dos polos em fungdo de K.

R(s) —iof»’ K }—»’ P(s) %ﬂ Y(s)

» Em malha fechada, tem-se
Y(s) KP(s)
R(s) 1+ KP(s)H(s)
» A equacdo caracteristica que fornece a localizacdo dos polos em malha fechada é:

1+ KF(s) =0, F(s) = P(s)H(s)

» Essa equacdo pode ser reescrita como

4z (stz)(s+am)
R P P e

> Note que essa equacdo tem que satisfazer:
’ | KF(s) Tlm Re

|KF(s)| =1 B ~180°
ZKF(s)=+180°(2n+1), n=0,1,...
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Lugar das raizes (Root Locus)

Aniélise do lugar das raizes

» Para um dado s = s, pode-se reescrever F'(5) como

Z16'91 25092 ...z, e

F(5) =

ﬁlei91ﬁ2ei92 .. .ﬁneien
Z1Z2 - Zm, et(d1+d2++dm)

T PP Pn (011024 +0n)
_ Z1Z2 " Zm ei(¢1+¢2+‘“+¢m7917927'“7971)
P1P2 - Pn
> Assim, F(5) é dado por

com o
2122 Zm
ﬁlﬁQ . 'ﬁn
a=¢1+ g2+t dm— (1 +02+ - +6)
calculado entre [0,360°) no sentido anti-horério.

» Portanto, se o ponto de teste s pertence ao lugar das raizes, ent3o:
KF(E)| = K222%m 1 & a==£180°(2n+1), n=0,1,2,...
p1p2 .. 'pTL
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Lugar das raizes (Root Locus)
Aniélise do lugar das raizes

1
s(s+1)°

MSHI [x e~

» Exemplo: Considere o sistema abaixo com P(s) =

» Sua equacgdo caracteristica é

1+ KP(s)=0
ou seja
1 ) 1 14K
1+ K———=0 = K=0 = — 4 ¥y
TG SEst 2= 2
» Para 0 < K < 1/4 as raizes so reais:
jw
> Se K=0,tem-ses=0e s = —1.
K-}
> Se K =1/4, tem-se s12 = —1/2. a ,%I 0 o

» Para K > 1/4, tem-se s12 = —1/2(1 £ jv4K —1).
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Lugar das raizes (Root Locus)

Aniélise do lugar das raizes
» Exemplo: Suponha que F'(s) seja dada por
1
F(s)=P(s)H(s) = ————=
(s) (s)H (s) s(s+1)(s+2)

cujos polos estdo localizadosem s =0, s=—-1e s = —2.

» A equacdo caracteristica desse sistema é dada por

K
1+s(s+1)(s+2) =0

» A condicdo de angulo fornece

K
s(s+1)(s+2)
=—Ys—Z(s+1)—~Z(s+2)
= +180°(2n + 1)

LKF(s)=/Z

» E a condicdo de médulo (com K > 0) fornece

K

L |
Is||s + 1||s + 2|
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Lugar das raizes (Root Locus)

Aniélise do lugar das raizes

» A seguir serdo apresentados os passos para fazer o esboco do root locus de:
n(s) 1
F(s) = =
(s) d(s) s(s+1)(s+2)

1. Marque no plano s os polos com X e os zeros com O.

2. Determine o lugar das raizes no eixo real.
P Seja o ponto de teste s no eixo real positivo (s > 0), entdo

Ls=L(s+1)=L(s+2)=0°
e a condi¢do de angulo ndo pode ser satisfeita.
P Para s entre -1 e 0, tem-se
Zs=—180°, e Z(s+1)=ZL(s+2)=0°
Nesse caso, a condi¢do de dngulo pode ser satisfeita nesse caso.
» Para s entre -2 e -1, tem-se
Zs=—180°, Z(s+1)=-180° e Z(s+2)=0°
Portanto, a condicdo de dngulo ndo pode ser satisfeita.
P> Para s < —2, tem-se
Zs=—180°, Z(s+1)=—180° e Z(s+2)=—180°
Assim, a condi¢do de angulo pode ser satisfeita.
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Lugar das raizes (Root Locus)

Aniélise do lugar das raizes

3. Determine as assintotas do lugar das raizes quando |s| — co.

K
lim KF(s)= lim —— = lim —
|s|—o0 |s|—o0 8(8+1)(S+2) |s|—o00 53

Para K/s3, a condicdo de angulo é —3/s = £180°(2n + 1)
Assim, o dngulo das assintotas é £60°(2n + 1), que fornece: 60°, -60°, 180°.

4. Se o ponto s estiver no eixo real afastado da origem, entdo
K
KF(s) " ——
(s) Gre
A condicdo de angulo fornece
—34(s+1) = £180°(2n + 1) = Z(s+1) =460°(2n + 1)
Fazendo s = 0 + jw, tem-se

w

Z(o+jw+1) = £60°(2n+1) = tan~! ( ) = 460(2n+1) = 60, —60, 180

o+1

ou seja

Y — V3, —V3,0
o+1
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Lugar das raizes (Root Locus)
Aniélise do lugar das raizes

5. Ponto de partida no eixo real. Reescreva a equacg3o caracteristica como
n(s) —0 = KZid(s)
d(s) n(s)
Agora, derivando a equacdo caracteristica, tem-se

dr(s) _ vy _ 1 (8)d(s) —d'(s)n(s)
35 KF)=K 22(s)

I'(s)=1+KF(s) =1+ K

=0

Assim:
n/(s)d(s) — d'(s)n(s) = 0

Porém, note que
dK _ d'(s)n(s) —n/(s)d(s)

ds n2(s) =0 = w(s)ds) —d(s)n(s) =0

dK . , dI'(s)
Portanto, 4 pode ser usado para se determinar as raizes de .
s

s
Perceba agora que no ponto de partida s = s1, no eixo real, a equagdo caracteristica
T'(s) deve conter raizes miiltiplas reais de ordem r > 1, ent3o I'(s) tem a forma:

[(s)=(s—51)"(s—s2) - (s—5sn) = dr(s) =0

ds s=s1
Assim, o ponto de partida s = s; pode ser determinado calculando-se as raizes de

% =0 com K = —d(s)/n(s)

s=s51
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Lugar das raizes (Root Locus)
Aniélise do lugar das raizes
Para o nosso exemplo

K
1+ ——F—— =0 K=—(s+3s2+2s
s(s+1)(s+2) ( )

dK Py —0.4226
E_O - —35°—6s—2=0 — 5—{ 15774
Como nio existe root locus entre (—2, —1), o ponto de partida é em s = —0.4226.

6. Cruzamento com o eixo imaginario. Usando o critério de Routh

2432 +2s+ K =0

53 1 2
s2: 3 K
st (6 —K)/3

s9: K

Portanto, as raizes estardo no eixo imaginario se K = 6.
Usando o polindmio auxiliar, com K = 6, tem-se

352+ K=3s>4+6=0 = s=4jV2
Portanto w = +v/2 em K = 6.
Observacdo: Pode-se também fazer s = jw na equacdo caracteristica
(W) +3(w)?+2(w)+K=0 — (K—-3w)+j2w-w3)=0
Portanto, K — 3w? =0 e 2w — w3 =0, ou seja, w=+v2, K =6 ouw =0, K = 0.
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Lugar das raizes (Root Locus)

Aniélise do lugar das raizes

> A figura abaixo apresenta o lugar das raizes de F(s) =

Lugar das Raizes

1

s(s+1)(s+2)

5 T T T T T r
0.72 0.6 0.46 03 016
0.84
47 | = - - Assintotas
ol F @
—ooer
«
2 0.98
o
g 4l
Q
° /
£ 6 5 4 3 2 ‘
0 I,
> \
2 3
g -1r
E 0.98
2}
_3}-0.92
4k
0.84
0.72 0.6 0.46 03 016
5 . | . . . |
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

» Observacdo: No Matlab, esse grafico é obtido com o comando rlocus(F).
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Lugar das raizes (Root Locus)

Aniélise do lugar das raizes

1
> Exemplo: Para K =1e P(s) = Gro) esboce o root locus com relagdo a ¢ > 0.
s(s+c

» A equacdo caracteristica é dada por

1+P(s)=0 = s+cs+1=0 = 1l+c =0
+ P(s) +ecs+ + 21
ou seja
s
14+cF(s)=0 F(s) = ———
(=0,  Fls)= 5
s
» Note que F(s) = ——— tem zerosem s =0 e s = 00 e polos em s = &j.
que F(s) T D) p j
» As raizes da equacdo caracteristica sdo
A
c 2 —4 m
S12=—2f —— s=+j
2T 2
Portanto:
» para ¢ =0, tem-se s1,2 = £j; Re
s=—1
> para c =2, tem-se s12 = —1;
> parac>0, tem-se s > 0e s — —c. s = —j
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Lugar das raizes (Root Locus)

Aniélise do lugar das raizes

> E possivel fazer o root locus negativo (ou seja, para K < 0) no diagrama abaixo.

w0 o5 }—{F v

> Basta notar que o root locus de P(s) para valores negativos de K é equivalente ao
root locus positivo (para K > 0) da planta —P(s), ou seja:

1+KP(s)=0, pra K <0 <= 1+KP(s)=0, para K >0e P=—-P

1

» Exemplo: Suponha que se deseje fazer o root locus negativo de P(s) = m

> Assim, a equac3o caracteristica com K > 0 para a planta —P(s) é dada por

-1 ) 1 VIit4k
1+ K———— =0 ~K=0 = =¥ T2
+ S(S+1) = s"+s 81,2 5 5

» Fornecendo o root locus apresentado na figura abaixo.

TIm

-1 ‘0 Re
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Lugar das raizes (Root Locus)

Regras para fazer o grafico do Root Locus
> A equacdo caracteristica I'(s) := d(s) + Kn(s) = 0 é dada por

m m71 ... —_— .. _—
1+Kn(s):1+Ks + b1s + +bm:1+K(s z1) (8 — zm)

a(s) o T tan G p) G pa)
> Note que —a1 = Y p;i e —b1 = ) z.

» Os passos para fazer o esboco do root locus s3o:
1. Marque os polos com X e os zeros com O.

=0

2. Desenhe o root locus no eixo real.

3. Desenhe as assintotas, centradas em «, com angulos ¢;, em que:
» n — m é o nimero de assintotas;

> o= Zpiizzi - *a1+b1;

n—m n—m

180°+360° (1—1
> ¢l=27m(),l=1,2,...,n—m.

4. Determine os pontos s; de partida do eixo real ou de chegada no eixo real usando

dK
— =0 com K = —d(s)/n(s)
ds s=s5;
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Lugar das raizes (Root Locus)
Regras para fazer o grafico do Root Locus

5. Calcule os angulos 6, de partida dos polos

qbp = qui - Zei — 180° — 360°1

em que
q é a multiplicidade do polo;

| 4
P | é um inteiro tal que o angulo esteja entre —180° e 180°;
> Z 6, é a soma dos angulos dos polos remanescentes;

> E ¢; é a soma dos angulos de todos os zeros.

6. Calcule os dngulos ¢, de chegada nos zeros

6= =D 0:— > i +180° +360°L

em que
P g é a multiplicidade do zero;
P [ & um inteiro tal que o angulo esteja entre —180° e 180°;
> Z 6; é a soma dos angulos de todos os polos;
>

Z ¢; é a soma dos angulos dos zeros remanescentes.

7. Calcule os pontos onde o root locus cruza o eixo imaginario usando:
P o critério de Routh;
P ou resolvendo a equacgdo caracteristica para s = jw.
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Lugar das raizes (Root Locus)

Regras para fazer o grafico do Root Locus

Exemplo: Seja a planta dada por

1
Plsl= ——
)= S GrazE10)
cujos polos estdo em s =0 e 51,2 = —4 = 4j.

1. Root Locus no eixo real.
» O angulo dos polos (zeros) complexos se cancelam.

» Portanto, para um ponto de teste sg > 0, no eixo real, o dngulo é 0°.
» Para sgp < 0, o angulo é +180°, que satisfaz a condicdo de angulo.
X Im

|
l
: Re
|
X

2. Determinar as assintotas para valores grandes de K — co.

> Noteque 1+ KP(s)=0 — P(s)= 7%.

» Assim K — oo implica que P(s) — 0.

> |sso pode ocorrer de duas formas:

18/38
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Lugar das raizes (Root Locus)

Regras para fazer o grafico do Root Locus

2.1

2.2

Camino, J. F.

Primeiro, como P(s) = n(s)/d(s), tem-se que P(s) — 0 implica que n(s) — 0.
Portanto, para K > 1 as raizes de 1 + K P(s) tenderdo aos zeros de P(s).

Segundo, note que
s 4 bysmT 4.
s +aistl 4.

n(s)
d(s)
Assumindo n > m, tem-se que para valores grandes de s, as poténcias de ordem
maiores em s predominam, permitindo fazer a seguinte aproximac3o:

1
(S _ a)nfm

+bm _

1+ K =
+ an

=0 —= 1+K

1+ K =0

Basta agora determinar as assintotas, centradas em a com angulos ¢;, em que n — m
a1+b1 ey = 180°4360°(1-1)
n—m

73 a=—8/3=—-2.67e ¢ =60°—60°,180°.

é o niimero de assintotas; a =
Para o nosso exemplo, tem-se n — m
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Lugar das raizes (Root Locus)
Regras para fazer o grafico do Root Locus
3. Angulos de chegada e de partida.

Escolhe-se um ponto de teste proximo do polo s2 de tal forma que os dngulos n3o
variem. Assim

—90° — 0> — 135° = 180° + 360°1

em que [ é selecionado de forma a fornecer —180° < 62 < 180°.
Com [ = —1, tem-se —6> = 90° 4 135° + 180° — 360°, ou seja 2 = —45°.

4. Ponto de cruzamento com o eixo imaginario

K 3 2
1+ ———— =0 8 32 K=0
TS G216 T8 ks g

Fazendo s = jw, tem-se

(jw)® + 8(jw)* +32jw+ K =0
—jw® — 8w? +32jw+ K =0

Portanto -~
8w+ K=0 — K=8u?=256
—w?+3Rw=0 — w=0, w=+32 g
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes

Compensador estatico

» O objetivo do projeto é selecionar um ganho estatico K a partir do root locus.

> A equac3o caracteristica 1 + K P(s) = 0 fornece as condicdes:

|KP(s)] =1
ZKP(s) =+180°(2n+1), n=0,1,...

» Portanto, para um especifico ponto sp no root locus, o ganho é dado por
1
K=——
| P(s0)]
» Exemplo: Suponha que a planta P(s) seja dada por
1
P(s)=———
(s) s((s+4)%+16)
cujos polos estdo localizados em s =0 e 51,2 = —4 +4j.
» O objetivo do projeto é determinar o valor do ganho K de forma que os polos
dominantes do sistema em malha fechada tenham fator de amortecimento ¢ = 0.5.
» O grafico do root locus, que foi anteriormente derivado e que sera utilizado para o

projeto, estd apresentado na préxima pagina.
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes

Compensador estatico

— sol= —2442v3
3

) L 2

A [0 = arcsin(¢) = 30°
O\ f1

S1

83

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP)

Para esse valor de K os polos terdo
fator de amortecimento ¢ = 0.5
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes

Compensador estatico

1
» O valor do ganho no ponto desejado sg serd dado por K = ————
|P(s0)]
1

s0(so — s2)(s0 — s3)

> Algebricamente, tem-se P(so) =

1
» Portanto, K = ———— = |so]||so — s2]||s0 — s3]
|P(s0)]

» Assim, pode-se calcular o ganho K necessério para alocar as raizes no ponto s = sg,
medindo o comprimento dos respectivos vetores e multiplicando-os.

» Usando uma figura com escala, tem-se:
‘80| %4.0, |80—52| %2.1, |50—83| ~ 7.6
» Portanto o ganho é estimado como sendo K = 4.0 x 2.1 X 7.6 ~ 64.

P> Note que o sistema é do tipo 1 e terd assim uma constante de velocidade:

4 4
K, = lim sKP(s) = lim s = 64 =2
5—0 s—»0s((s+4)2+16) 32
» Se for desejado um K, maior, ou ainda que o erro estacionario seja zero, esse
compensador estatico K n3o serd suficiente.
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes
Compensador dindmico

» O objetivo é projetar usando o root-locus o compensador dindmico /C(s).
R(s Y (s

» O compensador K(s) = jrgank
s+p

é chamado de:

1. compensador em avanco de fase se z < p (zero se encontra 3 direita do polo);

2. compensador em atraso de fase se z > p (zero se encontra a esquerda do polo).

v

A terminologia avanco/atraso deve-se ao fato que, para s = +jw, a fase de
_ KS +z é
sS+p

Portanto, se z < p, entdo ¢ é positivo, o que indica um avanco de fase.
Ts+1 s+1/T
als+1 "~ s+1/(aT)

K(s) ¢ = arctan2(w, z) — arctan2(w, p)

v

» Uma outra notacdo possivel é dada por K(s) = Ka

v

Note a relagdo entre z, p, e aw dada por: z=1/T,p=1/(aT) e z = ap.

v

Para o compensador estavel (em que p > 0):
1. se @ < 1, tem-se uma compensacio por avanco de fase;
2. se a > 1, tem-se uma compensac3o por atraso de fase.
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes

Compensador dindmico: avanco de fase

» A seguir é apresentado o efeito de uma compensacdo em avanco de fase.

» Suponha que a planta seja dada por P(s) = e que o compensador

projetado tenha sido K(s) = K(s + 2).

s(s+1)

» A figura abaixo apresenta o root locus do sistema com e sem compensacdo.

2 - - - - -
0-95 09 082 - 07 05203 |
150 P 1
0.978 s
/
1k 7 1
0.994 ! / P
—~ 05} / Vs — K P
o ! ! |
2 g 5 43 2 U i
S f I
b H
3 i
@ } |
05 \ . f 4
0.994 .
1k ‘\\ - 4
0978 WL
151 B 1
oloss 09 08 . 07 05203
6 5 4 3 2 A 0 1
(seconds")

» Percebe-se que com esse compensador é possivel obter { > 0.5 com w,, > 2.
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes

Compensador dindmico: avanco de fase

> Fisicamente é impossivel ter um derivador puro K(s) = K(s + 2).

» Uma opgdo é alterar KC(s) para os seguintes compensadores em avanco de fase:

(s+2)
K =K—=
2) Kals) = K75 50)
0986 0972, 0945 | 089 078 05 . .
SVoegs L

0.999 ‘
1k ;
29, 15 10 5 g

(seconds")
B

0.986 0.972 0.945 089 078 - 05

b H
0:999 i

-25 -20 -15 -10 -5
(seconds")
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(s+2)
b) Ky(s) = K212
(s+10)
10 - - —
092 085 076 062 0.22
8
Ko P

0.965
6 1
4 1

0992
2 1
Fo 20 15 19, 1
2 1

0.992
4l 1
6 1

0,965
8 1
Lo 085 076 062 022
-25 20 15 10 0

(seconds ")
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes

Compensador dindmico: avanc¢o de fase

» Exemplo: Considere o diagrama de controle abaixo em que P(s) = L
s(s+2)
R(s) o o K(s) o P(s) - Y (s)

» Considerando um ganho estético C(s) = 1, o sistema em malha fechada é dado por

Y(s) 4 - 4
R(s)  s242s+4  (s+1+jV3)(s+1—jV3)
cujos polos, localizados em s = —1 £ j+/3, fornecem ¢ = 0.5 e wy, = 2 rad/s.

» Suponha agora, que se deseje modificar os polos de malha fechada usando um
compensador por avanco de fase de forma a obter w, =4 rad/s e { = 0.5.

Im

» Para w, =4 e (=0.5, os polos estdo em ®— lsp = —2+j2V3

0= —Cwn twny/1—C2=-2£j2V3 00° N

» Observacdes: Os comandos freqresp() e evalfr() podem ser utilizados para se
calcular H(so). Ja o angulo, pode ser obtido com os comandos phase() e angle().
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes

Compensador dindmico: avanco de fase

» No ponto s = so, o angulo de P(s) é dado por
LP(8)|o_ g jpvs = —90° — 120° = —210°
» Portanto, é necessario acrescentar um avanco de ¢ = 30° para se obter —180°.

» Ha vérias opc¢des possiveis para a escolha do polo (e do zero) do compensador.
Im

” 2v3

50=72+j2\/§\

I

I

|

I

|

I

I

I

I

I

I

I

I

: 600/\

I \

K >~
—p —z —

Linha bissetriz

M
o

Re

» Usando a linha bissetriz, tem-se que z = 2.928 e p = 5.464 s3o obtidos de
(=2) — (=2) = 2v3tan(15°) e  (=2)— (—p) = 2v/3tan(45°)
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes

Compensador dindmico: avanco de fase

» Isso coloca o zero do compensador em s = —2.9 e polo em s = —5.4.
. s+ 2.9
» O controlador fica sendo K(s) = K( )
(s+5.4)
Root Locus
» Funcdo de transferéncia do ramo direto: M0 g bie Lo 0083 00s
System: KP 12
Gain: 1
4K (s +2.9) 10052 Polo: 199 + 3461 °
IC(s)P(s) = 7 ~ Damping: 0.499 .
' O hoot (%): 16.4 6
s(s+2)(s+54) o pmmi
g °fo -
g - 2
> Ganho K é obtido da condicdo de médulo ¢ ’
= 2
@ H
4K (s +2.9) 1 g 5o E
EA— — 6
2 A £
s(s +2)(s+5.4) s=—2+j2v3 10l052 12
= K =4.68 sloss 0,26 019" 0,13-0.085- 0.04 :i
6 5 -4 3 2 B 0 1

Real Axis (seconds")

» Observacdo: Note que esse controlador pode ser descrito na forma equivalente:
s+1/T

SRRV

em que
1)T=29 — T=0345, e aT=1/54=0.185 — a=0.537
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes

Compensador dindmico: avanco de fase
» Exemplo: Encontre um compensador por avanco de fase para a planta

1
P =G+

tal que em malha fechada, tenha-se ( = 0.5 e w, = 2 rad/s.

P Para esses valores de e wy, tem-se sp = —1 —|—j\/§.

» Para esse ponto, o angulo é dado por:

ZP(s) =—/(—14+jV3) - 2£(GV3)

[—Zs— Z(s+1)]

s5=s( §=30

—120° — 90° = —210°

> Assim, serd necessario adicionar 30°, ou seja, ZK(so) = 30°.
s+ z ° ;A
» Como K(s) = KT, tem-se que ¢ — 0 = 30°, em que ¢ é o angulo gerado pelo
sTPp
zero em s = —z e 0 é o angulo gerado pelo polo em s = —p.

> Assim: ZK(s) =[Z(s+z) = Z(s+P)]o=_1,jy5 =30
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes

Compensador dindmico: avanco de fase
Im

-~ Jivs

30°

I

|

|

|
% >
-1

0 Re

<&
—p —z

» Se o zero do compensador for escolhido arbitrariamente como sendo z = 2, ent3o o
polo do compensador p devera satisfazer:

Z(z—1+4jV3)—Z(p—1+jV3)=30° = GOO—arctan<p\[31>—30°

> Portanto: arctan <\/§1> =30° = V3= (r— 1)\/3/3 = p=4

(s+2) 1

) =l = K=6

» A condic3o de ganho fornece: ‘K

s=—1+jv3

2 . 1
» O compensador é dado por K(s) = 62? 1 4; = ((09255881 1))
» Observacdo: O maior ganho estético é obtido escolhendo-se z, o zero de K(s), de

forma a fornecer totalmente o angulo requerido. Isso implica que p — co.
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes

Compensador dindmico: avanco de fase

1
» Exemplo: Suponha que a planta seja dada por P(s) = = Im
» As especificacdes de desempenho desejadas sdo:
0 Re
ts <4sa2% e M, <35%
» Portanto:
In(M,)?
2 P
> — > 2
CZmrmonye o =203
<ds = <4 = (w21
Cwn
> Uma opcio é escolher os polos dominantes em so = —1 + jv/2, que fornece:
¢=V3/3~0577 e wn,=+V3~1733
> Nesse ponto sg, o dngulo de P(s) é dado por

ZP(s)| —2 x 125° = —250°

s=—14iv2

v

Uma escolha simples para alocar o zero de K(s) é direta-
mente abaixo de so, fazendo z = 1, o que fornecerd +90°.
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes

Compensador dindmico: avanco de fase

» Como P(s), em s = so, fornece —250°, o compensador K (s) deve adicionar 70°.

» Como o zero em z = 1 j& adiciona +90°, o polo deverd adicionar —20°.

Im
/”,\7777j\/5
- N
_-" N
- I N
- ! [SIAN o
/,/\200 90 125
Vi &
p -1 0 Re

» Denotando por x a distancia entre o ponto -1 e o ponto p, tem-se

V2

tan20°:7 - =39 — p=-49

. . Root Locus
» Assim, o compensador fica sendo: 15 538 T o e ows oo
(s+1) 10fos2 S r
K:(S) =K N Pole: -0.996 + 1.43i )
(s+4.9) 8 s, s ;
> A d - d 'd o f § Frequency(rad/s}:\ﬂ 2
condicdo de médulo fornece i e

E o
F=d 2
g 5los ( i
2 - = 8

s2(s+4.
( + 9) s=—14jV32 10 1052 ’ it
— K =88 g l038 0.26 0:19 0‘13 0.085-0.04 K
° 6 5 4 3 2 B 0 1

i X . Real Axis (seconds ') )
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes

Compensador dindmico: atraso de fase
» A seguir é apresentado o efeito de uma compensac3o por atraso de fase:

s+ z

s+p’

» Esse compensador é geralmente utilizado para aumentar K,.

K(s) =

zZ>p

» Exemplo: Suponha que o compensador por avanco de fase dado por

Ki(s) = 31% tenha sido projetado para a planta P(s) = s(%—i—l)

» Esse compensador fornece um polo so com ¢ = 0.705 e w,, = 1.835 rad/s.

» Usando esse compensador K1, a constante de velocidade é dada por

. . (s+2) 1 31
lim s Ka(9)P(s) = lim s 310 o ) 10—
» Agora, adicionando o compensador por atraso de fase, dado por
_ (s40.01) _
Ka(s) = 5 30.000) K(s) = K1(s)Ka(s)

tem-se K, = 31, causando uma reducdo de 10 vezes no erro estacionério.

» Note que tanto a condicdo de modulo como a de angulo sdo respeitadas, ja que para
um ponto de teste so > 0, tem-se |KC2(s0)| = 1 e ZKa(s0) = 0.
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes

Compensador dindmico: PID

> Exemplo: Para a planta P(s) = 1/(s(s + 1)) e polo desejado sop = —1 4 jv/3,
projete um controlador PID dada por

K1+KPS+KD82 . K[(1+RPS+RDS2)
S o S
com Kp :K]f(p e KD :K]KD.

K(s) =

» Impondo que o numerador seja o produto de dois zeros reais, tem-se

14+ Kps+ Kps® = (Tis+1)(Tes +1), com K,=Ti+Ts, Kp=TTs

» Para que o sistema em malha fechada, considerando a planta P(s), tenha um polo
complexo em 5o = —1 + j+/3, o controlador K (s) precisa adicionar 30°:

L(Tiso + 1) + £(Taso + 1) — ZLso = 30°
Equivalentemente
Z(so+1/Th) + Z(so + 1/T») — 120° = 30°
» Escolhendo T1 = T%, que fornece o maior ganho K, tem-se
2/(so+1/T1) =150° = ZL(so+1/T1)=75°
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes

Compensador dindmico: PID

» Como so = —14j/3, a relacdo
L—14+3V3+1/Th =75°

fornece:

_ V3 tan 75°
tan ' [ ———— | =75° = Ti=——"""_ —0.6830
<1/T11 ' tan75° + V3

» Assim, os parametros Kp e Kp s3o dados por

Kp=2T1 =1.3660 e Kp=T;=0.4665

» O ganho K é obtido diretamente da equacdo de médulo, dada por:

(l—f—[_(ps—i-f_(DSQ) 1
s s(s+1)

Kr =1 = K; = 4.6188

s=sp

> Assim, Kp = K;Kp =6.31, Kp = K;Kp = 2.15 e o controlador fica sendo:
4.6188

K (s) = 6.3094 + —

+ 2.1547 s

» Observacdo: Note que o projeto usando o lugar das raizes pode ser usado para
projetar qualquer tipo de controlador dindmico K (s).
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Projeto de controladores usando o lugar das raizes
Compensador dindmico

1
» Exemplo: Considere o polo em so = —1 +j1/3 e a planta P(s) = m

» Os seguintes controladores foram projetados:
s+1
s+2
que fornece K(0) = 2 e polos em malha fechada exatamente em s = —1 4 j/3.

1. Escolhendo arbitrariamente z = 1, tem-se: K (s) =4

s+ 1.46
s+ 2.73
que fornece K (0) = 2.54 e polos em malha fechada em s = {—1.73, —1 4 j+/3}.

2. Escolhendo z usando a linha bissetriz, tem-se: K(s) = 4.73

2
62+
s+ 4
que fornece K(0) = 3 e polos em malha fechada em s = {—3, —1 £ j+/3}.

3. Escolhendo arbitrariamente z = 2, tem-se: K (s) =

s+ 3.99
s+ 1198
que fornece K(0) = 3.9967 e polos em malha fechada em s = {—1197, —1 & j+/3}.

4. Escolhendo z — 4, para obter o maior ganho estatico, tem-se: K (s) = 1200

5. Escolhendo um PID com T} = Ts, tem-se: K (s) = 6.309 + 4.619/s + 2.155 s
que fornece K7 = 4.62 e polos em malha fechada em s = {—1.15, —1 4 j+/3}.
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Projeto de controladores usando o método Ziegler-Nichols

» E um método heuristico, pratico e simples, usado para projetar o compensar PID

Kr
K() Kp-f—f-l—KDS—Kp(l-i- +TDS)

T

» A anilise é baseada na resposta ao degrau de um processo, aproximado por
« —sT
G(s) = e’
(s) 75+ 1

» Fazendo K; = Kp = 0, aumenta-se o ganho Kp até atingir o ganho critico K., em
que a saida do processo apresenta uma oscilagcdo sustentavel de periodo P..

» Em seguida, pode-se calcular um controlador P, Pl ou PID, através da tabela abaixo:

Controlador Kp Tr Tp
P 0.5 K. - -
Pl 045 K. | P./1.2 -

PID 0.6 K. P./2 P./8

» Com esses ganhos, o compensador PID é dado por
K(s) = 0.075K.P.(s +4/P.)°/s
que terd um polo na origem e um zero duplo em s = —4/P..

» Sendo um método heuristico, os ganhos inicialmente obtidos devem ser reajustados.
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