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Nota ao leitor

» Estas notas sdo baseadas principalmente nas referéncias:

» K. Ogata, Engenharia de Controle Moderno, 4% edicio, Pearson Education do Brasil,
2003.

» G. F. Franklin and J. D. Powell and A. E.-Naeini, Feedback Control of Dynamic
Systems, 6th Ed., P.-Hall, 2010.

» G. F. Franklin and J. D. Powell and A. E.-Naeini, Digital Control of Dynamic Systems,
2nd Ed., Add.-Wesley, 1994.

» Material suplementar:
> K. Ogata, Discrete-time control systems, 2nd Edition, P.-Hall, 1995.

» R. C. Dorf and R. H. Dorf, Sistemas de controle Modernos, 8% edicdo, LTC Livros
Técnicos e cientificos, 2001.

> R. Rowland, Linear Control Systems: Modeling, analysing, and design, John Wiley

J.
& Sons, Inc., 1986.

» B. C. Kuo, Automatic Control Systems, Tth edition, Prentice Hall, 1994.
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Acdo de controle proporcional-integral (PI)
» Considere agora que a planta é de 22 ordem, dada por

1
P(s) = 52 4 2wn s + Wi

> A func3o de transferéncia do ramo direto G(s) é dada por

Kps+ K1

Gls) = 5(52 + 2¢wns + wi)

» A func3o de transferéncia em malha fechada é dada por

Kps+ K1

T(s) =
(s) s(s? + 2¢wns + wd) + K1 + Kps

» Claramente, o efeito basico foi o mesmo do caso anterior: aumentar o tipo e a
ordem do sistema e também incluir um zero em s = —K;/Kp.

» Como o sistema agora é de 32 ordem, a interpretacdo do desempenho ja n3o é trivial.
» O sinal de erro E(s) e o erro estaciondrio ess a entrada rampa s3o dados por

5(s% + 2Cwns + w?) w2
R 4 ss — T~
s34+ 2¢wns? + (Kp +wi)s + K (s) € Kr

E(s) =
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Acdo de controle proporcional-derivativo (PD)

» Considere agora que a planta de 22 ordem é do tipo 1.

R E ! U 1

> As funcBes de transferéncia G(s) e T'(s) sdo dadas por

. Kp+ Kps
G(s) = P 1s
T(S): Kp+ Kps

s2 4+ (KD —+ 1)S+KP
» Como esperado, nem o tipo nem a ordem do sistema foram alterados.

» Como G(s) é do tipo 1, o erro estaciondrio a rampa é dado por

1 : _
o com K, = l%SG(S) =Kp

€ss =

» Os polos de malha fechada s3o as raizes de
s+ (Kp+1)s+Kp=0
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Acdo de controle proporcional-derivativo (PD)

» Assim, é possivel projetar Kp e Kp de forma a se obter { e w, desejaveis:
2+ 2¢wn s —ﬁ—wfl =0
» Igualando ambos os polindmios, obtém-se os ganhos do controlador:
Kp=w? e Kp=2w,—1
» Por outro lado, dados Kp e Kp, tem-se
wn=VEr e C(=(+Kp)/2VEp)
» Note que o sistema em malha fechada tem um zero em

Kp w,,QL
s = =

" Kp  2(wn —1

» Com os ganhos acima calculados, o sistema em malha fechada passa a ser

T(s) = Kp + Kps _wp + (2¢wn — 1)s
T2+ (Kp+1)s+Kp 824 2Cwns +wi
R B

52 + 2Cwn s + w3 852 + 2¢wn s + w2
=Tm(s) +saTm(s), com a = (2w, — 1) /w?
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Ac3o de controle proporcional-integral-derivativo (PID)

» Considere agora que a planta é de 22 ordem, dada por

1
P(s) = 52 + 2Cwns + w2

» A funcdo de transferéncia do ramo direto é dada por

G(S) - KD52+KPS+K[
T 5(82 4 2Cwns + w?)

» A func3o de transferéncia em malha fechada é dada por

KD52 + Kps+ K1
83 + (Kp 4 2¢wn)s? + (Kp + wi)s + K

T(s) =
» Perceba que houve a adicdo de 02 zeros e a ordem e o tipo do sistema aumentaram.

» O sinal de erro é dado por

5(5% 4+ 2Cwns + w?)
3+ (Kp + 2Cwn)s? + (Kp + wid)s + K

E(s) = R(s)

2
n

K
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Analise do erro estacionario

Adi¢cdo da dindmica do sensor

» As funcdes de transferéncia em malha fechada entre R e os sinais Y e Z s3o:

G Z HG
Y = —— Z -7
iTHGY T RTI+HG

» O sinal de erro £ = R — Z é dado por
HG 1
E= (1* 1+HG)R’ N Tel

> Note que o tipo da malha aberta G(s)H(s) determinard o comportamento do sinal
E e, consequentemente, do sinal Z (em relacdo a entrada R).

» Porém, nada pode ser afirmado sobre y(t), mesmo que e(t) = r(t) — 2(t) — 0.

> Como R(s) é uma entrada de projeto, pode-se defini-la como R(s) = F(s)R(s).
R R

> Note que os sinais F, R e Z devem ter a mesma unidade. O sinal R pode ser
escolhido para ter a mesma unidade que o sinal Y.
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Analise do erro estacionario

Adi¢cdo da dindmica do sensor
> Oerroentre ReY (que agora tém a mesma unidade) é dado por
G 1+G(H —F) 4
1+HG 1+ HG
Assim, se é(t) — 0, entdo y(t) — #(t).

E:R—Y:(l F)z%:

> Note que o valor do erro £ dependera da escolha de F(s) (variével de projeto).

» Claramente, escolhendo F'(s) = H(s), obtém-se

Y__HG  _ B_ 1
R 1+ HG R 1+ HG
» Portanto, o tipo da malha aberta H(s)G(s) determinard o comportamento do erro

estacionario
éss = lim s FB(s), com E=R-Y

s—0

> Consequentemente, o comportamento do sinal de saida Y (em relac3o a entrada R)
também sera determinado pelo tipo da malha aberta H(s)G(s):
Z Y HG . E_R-z H(R-Y)
R R 1+HG R R HR

| &=
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Analise do erro estacionario

Adi¢cdo da dindmica do sensor

» Exemplo: Considere a malha de controle abaixo.

> A planta G(s) e o sensor H(s) sdo dados por:

G(s) = . il [rad/mA] e H(s) = _sHl [mA/rad]

" s(s +50)

» As funcdes de transferéncia em malha fechada entre R e os sinais Y, Z e E s3o:

Y 5s Z 5 E s

R™ (s+D(s+1/10) R (s+50)(s+1/10) © R (s+1/10)

> Note que a malha aberta H(s)G(s) é do tipo 1. Portanto:

Kv = lim s H(s)G(s) = 1/10 = ess = — =10
s—0 Kv

. ) - seguird sem erro uma entrada r(¢) do tipo degrau;
> Assim, osinal z(¢):
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- teré erro estacionério para uma entrada r(t) to tipo rampa.
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Analise do erro estacionario

Adi¢cdo da dindmica do sensor

» Embora, para uma entrada r(¢), o tipo de G(s)H(s) tenha sido capaz de predizer o

comportamento do sinal z(t), nada pode ser afirmado sobre a saida y(¢).

» De fato, para uma entrada r(t) do tipo rampa, a saida y(¢) tera erro estacionério

infinito, ja que yss = 50, como pode ser visto no grafico abaixo.

100 ‘
> Porém, escolhendo F'(s) = H(s), a fun¢do ¢ T;gi Tajg‘(” (mA] §
de transferéncia entre Y/R e o sinal de erro sl ° t) [mA
E = R —Y s3o dados por: ;
70 7
Z = 5 3 60 ’
£~ G50 +1/10) - R '
. £ e "
E E s < 40 P
R R st1/10 of / g%
A ) 20} /
» Agora, para uma entrada 7(¢) to tipo / R
rampa, a saida y(t) terd erro estacionario o
finito, dado por éss = 10. 0 26 4‘0 sb 86 100
Tempo (s)
» O comportamento de y(t) em relacdo a 7(t) foi idéntico ao de z(t) com r(t).
ES710 - Controle de Sistemas Mecanicos 10/20

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP)



Efeito do distlirbio na saida do sistema

Sistema de controle com entradas de disttrbio

» Considere o diagrama de blocos da figura abaixo controle abaixo.

Du(s) Dy(s)
R(s E(s Ufs + + Y (s
(s) +:7 (s) K(s) ()+: o) + (s)
+O+ Dy (s)

» Do diagrama, tem-se que E(s) e U(s) s3o respectivamente dados por
E(s) = R(s) — Y(s) — Dn(s) e U(s) = K(s)E(s)
» O sinal de saida Y (s) é dado por
Y(s) = Dy + P(Du+U) = D, + PIDy + K(R—Y = D,)

> Assim
Y(1+ PK)=PD,+ PK(R— D)+ D,

» Fornecendo finalmente

P PK 1
V)= —2 po+-LE r_py+—L b
)= PPt T PR ) 15 PR
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Efeito do distlirbio na saida do sistema

Acdo de controle-P

» Exemplo 1: Considere um sistema de 12 ordem com um controlador proporcional.

Ko
K(s)=Kp e P(s)iTs—i—l
> A saida fica sendo
Ko KoKp Ts+1
Y(s) = D, R-D)+—">"""~
(s) Ts+1+ KoKp +Ts+1+KoKp( )+TS+1+K()KP Y

» Assumindo que todas as entradas sdo do tipo degrau, tem-se

Ko KoKp 1
1+ KoKp 1+K0KP(T )+1+KOKP Y

Yss
em que 7, dy, dy e dy, sdo as amplitudes dos degraus de entrada.
> Se Kp>1e KoKp >> 1, ent3o

1
7du + (rfdn) +

r dy — Ys=r—dy

o
KoKp

Yss =

» Claramente, os distlrbios de entrada do tipo degrau d.(t) = dup(t) e
dy(t) = dyu(t) podem ser atenuados. Porém, d,, ndo pode ser rejeitado.
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Efeito do distlirbio na saida do sistema

Acdo de controle-Pl

» Exemplo 2: Considere um sistema de 12 ordem com um controlador PI.
K K K
K(s) = Kp + ?f _ Bpst K1

K
P(S) - Ts—?—l

S

» A saida é dada por
_ KoS D
T Ts2+ (KoKp+1)s+ KoK~
I Ko(KpS + K])
T52 + (K()Kp + 1)5 + K()K[
T 1
n s(Ts+1) D,
Ts?2+ (KoKp+1)s + KoK

Y(s)

(R—Dn)

» Assumindo entradas do tipo degrau, o erro estacionario é dado por
Yss =T — dn

» Os distlrbios du(t) = dup(t) e dy(t) = dypu(t) foram totalmente rejeitados
independentemente dos valor dos ganhos. Porém, d,, ndo pode ser rejeitado.
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Efeito do distlirbio na saida do sistema

Acdo de controle-PD

» Exemplo 3: Considere um sistema de 12 ordem com um controlador PD.

K(s)=Kp+ Kps e P(S)_Ts—l—l
» Assim, a saida é dada por
Ko
Y(s) = D,
) = T T T Ko(Kr + Kps)
Ko(K K
o(Kp + Kps) (R—Dy)

+
Ts+ 1+ Ko(Kp + Kps)
Ts+1
D
+ Ts+1+Ko(Kp+ Kps) ¢

» Em regime estaciondrio, para entrada do tipo degrau, tem-se

_ Ko KoKp 1
71+K0Kpdu l—l-KoKp(T dn)+1+KOKpdy

Yss

> Se Kp>1e KogKp >> 1, entdo

yss%KiPdu+(7‘*dn) dy — Ys=r—dn

1
+ KoKp

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP) ES710 - Controle de Sistemas Mecanicos 14 /20



Efeito do distlirbio na saida do sistema

Acdo de controle-PID

» Exemplo 4: Considere um sistema de 12 ordem com um controlador PID.

K Kps’+ K K
K(S)ZKP-F?I—&-KDSZ DS+ Bpst

K
P(S) - Ts—lo—l

S

» A saida do sistema é dada por

KoS D
(KoKp +T)s2 + (KoKp + 1)s + KoK~ *
n Ko(Kps® + Kps + Kp)
(K()KD + T)82 —+ (K()KP —+ 1)8 + KoK
n (Ts+1)s D
(KoKp +T)s2 + (KoKp + 1)s + KoK~

Y(s) =

(R —Dy)

» Assumindo entradas do tipo degrau, a saida em regime estacionario é

yss:'r_dn
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Critério de estabilidade de Routh-Hurwitz

» Considere a seguinte func3o de transferéncia:

B(s) bos™ +b18™ V4 4+ byo18+ b

A(s)  s"+ars" 4o+ an—18+an

» O critério diz se ha ou n3o raizes instaveis sem precisar calcular as raizes de A(s).

» Método:

1. Escreva A(s) na forma s™ + a1s" '+ .. 4ap_15+an=0
2. Obs: Assume-se que a,, # 0. Caso contréario, elimina-se as raizes nulas.

3. Se algum coeficiente for zero ou negativo, entdo existird uma ou varias raizes
imagindrias ou que tenham parte real positiva. Portanto, todos os coeficientes devem
ser positivos. Essa é uma condicdo necessaria mas n3o suficiente.

4. Organize os coeficientes na seguinte matriz:

s™ 1
sl gy
sv2 b1
s3 . ¢

s2: ep

st: f

0. !

s': g1
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as
b2
c2

€2

aq
as
b3
c3
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Critério de estabilidade de Routh-Hurwitz

» Os coeficientes b1, ba, bs, ... sdo dados por
aiaz — as aia4 — as aiae — ar
by = —— by = bd = )
a1 ay a1
biasz — ai1b2 bias — bzay biar — a1by
Ll = ————— Q= 3 = —
b1 b1 ’ b1
C1b2 — Cle C1b3 — Cgbl
d = ——, do = ———— ...
Cc1 C1

» O critério afirma que o niimero de raizes com parte reais positivas é igual ao nimero
de mudangas no sinal dos coeficientes da primeira coluna (a1, b1, ..., e1, f1, g1)-

» Exemplo: Considere o polindmio: s> + a1s? 4+ azs + a3 = 0. A tabela é dada por:

3 1 a2
2.
S al as
1, @162 —as
s =
a
0. L
S as

» Portanto, as condicdes para que todas as raizes tenham parte reais negativas sio:

Q,
a1>0, a3>0, e 0,2>f3
al
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Critério de estabilidade de Routh-Hurwitz

» Exemplo: Determine para quais valores de K o sistema em malha fechada é estavel.

R(s) E(s) U(s) 5 Y(s)
_{(T)_’ s(s — 1+>(i +6) g

» A equacdo caracteristica é dada por

s+1
1+ K—2>2"— =
R G o Dere

ou seja
§° 455"+ (K —6)s+ K =0

» A tabela de Routh é dada por

$2 1 K—-6
s%: 5 K
s': (4K —30)/5

s%: K

> Portanto, conclui-se que K > 0 e (4K — 30)/5 > 0, ou seja, K > 7.5.
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Critério de estabilidade de Routh-Hurwitz

>

>

>

Caso Especial I: Um termo na primeira coluna é nulo.
Exemplo: Considere o polindmio s® 4+ 252 4+ s+ 2 = 0.
A tabela é dada por:

s3 1 1

s 2 2

st O~ e

s° 2

Isso implica que existe um par de raizes imaginarias.
Note que 5% +2s% 4+ 5 +2 = (s +2)(s +j)(s —j).

Exemplo: Considere o seguinte polindmio s — 3s 4+ 2 = (s — 1)*(s + 2) = 0.

A tabela é dada por:
3 1 -3
52 O~ e 2
2
st -3 —--
€
50 2

Note que ocorrem duas mudancas de sinal dos coeficientes da primeira coluna.
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Critério de estabilidade de Routh-Hurwitz

» Caso Especial Il: Uma linha inteira da matriz é nula. Nesse caso ha raizes de mesmo
valor absoluto situadas radialmente opostas.

> Exemplo: Considere o seguinte polindmio s° 4+ 2s* 4 245> + 48s? — 255 — 50. As
raizes desse polindmio sdo: —2, £5j, =1. A tabela é dada por:

50 1 24 —25

st 2 48 —50 Forma-se o polindémio auxiliar:
S0 0 0 p(s) = 2s* + 485 — 50
s 8 96 dp(s) = 8s® + 965

52 24 —50

st 1127 0

s =50

» Exemplo: Considere o seguinte polinémio s% +2s% —s — 2 = (s + 2)(s + 1)(s — 1).
A tabela é dada por:

51 -1

2 2 =2 Forma-se o polindbmio auxiliar:
s 0 0 p(s) =25 -2 —  dp(s) =4s
st 4 0

s =2
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