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Nota ao leitor

» Estas notas s3o baseadas principalmente nas referéncias:

» K. Ogata, Engenharia de Controle Moderno, 4% edicio, Pearson Education do Brasil,
2003.

» G. F. Franklin and J. D. Powell and A. E.-Naeini, Feedback Control of Dynamic
Systems, 6th Ed., P.-Hall, 2010.

» Material suplementar:
» R. C. Dorf and R. H. Dorf, Sistemas de controle Modernos, 8% edicdo, LTC Livros

Técnicos e cientificos, 2001.

> R. Rowland, Linear Control Systems: Modeling, analysing, and design, John Wiley

J.
& Sons, Inc., 1986.

» B. C. Kuo, Automatic Control Systems, 7Tth edition, Prentice Hall, 1994.
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica controlavel
» Considere o sistema de ordem n dado por
y™ +ary™ T 4t any = bou™ + b 4 b
» A func3o de transferéncia correspondente é dada por

His) = Y(s)  bos" +bis" '+ 4 bu15+by _ b(s)
T U(s) stdarsnl 4 dan—istan  a(s)

> Note que Y (s) pode ser reescrito como

Y(s) = b(s)Q(s), com Q(s)=$U(s)

» Para construir o diagrama de blocos de H(s), primeiramente representa-se o termo

Qls) _ 1 _ L

U(s) a(s) T st a1s" 14 -+ an_15+ an

» Em seguida, representa-se o termo

Y(s) =b(s)Q(s) = (bos" +brs" " + -+ +bp15+bn) Q(5)
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica controlavel

> A representagdo do termo Q(s)/U(s), ou seja, da equagdo diferencial
" (8) + arg" "V (0) + -+ ang(t) = ult)

é claramente descrita pelo diagrama de blocos abaixo

u(t) g g q 1 90
_a2
[ —n ]
> Agora, é necessario representar o termo Y (s) = b(s)Q(s), dado por
Y(s) = (bos" +b1s" "+ + 15+ bn) Q)

que no tempo é

y(t) = bog™ +b1¢™ " + -+ buo1d + bug
> Note que os estados ¢,q, ...,q" V),
estdo disponiveis no diagrama acima.
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica controlavel

» O diagrama de blocos final é dado por

ulu ...q@q@
]

—a, |

» Para levantar o modelo de estado do sistema na forma canénica controlavel, deve-se
associar um estado a saida de cada integrador, como segue:

x1=gq L1 = T2
To = q —t itQ = I3
_ (n-1) o (n) _ — .=
Tn = (q In = ( =u A1Tn a2Tn—1 an 1
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica controlavel

P> A saida do sistema, nesse caso, é dada por
y(t) = bpx1 + by + - + b1y + boq(">
» Usando o termo q("> =U—a1%Tn — A2Tn—1 — *** — Apx1, tem-se
y(t) = (bn — boan)z1 + (bn—1 — boan-1)x2 + -+ - + (b1 — boai)xn + bou

» Na forma matricial, com z(t) = [#1 22 -+ 2n |7 tem-se

i:l O 1 O e O 1 O
Ta 0 0 1 0 T2 0

= + u(t)
j:n —Qn —Qn—-1 —Qn—2 e —ax Tn 1

= [bn —boan, -+ b1 — boal] m(t) + [bo]u(t)

ou seja
z(t) = Acz(t) + Beu(t)
y(t) = Cea(t) + Deu(t)
> Note que os coeficientes do polinémio caracteristico a(s) estdo na ultima linha da

matriz A. e que os elementos da matriz B. s3o nulos, exceto o da dltima posico.
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica observavel

» Considere o sistema de ordem n dado por

y(n) + aly(nfl) + ot any = bou™ + biu™ Y £+ bou

» A funcdo de transferéncia correspondente é

H(s) = Y(s)  bos" +b1s" 4+ bu15+by  b(s)
T U(s) s"daisnl4 - dan—istan  a(s)

» Pode-se mostrar que a sua representacdo na forma canénica observavel é dada por

Cb1 0 0 0 —0Qn T1 bn - boan
To 1 0 -+ 0 —an T2 brn—1 —boan-1
= . , |+ : uf(t)
T 00 -+ 1 —a Tn b1 — boa
y= [0 0 -+ 0 1] x(t) + [bo]u(t)
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica observavel

> Seja a fungdo de transferéncia

His) = bos" +bis" ' 4+ bu1s+ba _ b(s)
T osndasn 4 dap_1s+an | a(s)

» Considere o caso n = 3. Usando a relacio

Y(s)=H(s)U(s) = %U(s)

tem-se a(s)Y (s) = b(s)U(s), ou seja,
Y (s) +a15Y (s) + aasY (s) + asY (s) = bos’U(s) 4 b1s*U(s) + basU(s) +b3U (s)
» Essa equacdo pode ainda ser reescrita como

bsU(s) — azY (s) = s°Y (s) — bos’U(s) + a15°Y (s) — bis°U(s) + azsY (s) — basU(s)

Py (s)
> Multiplicando o termo Pi(s) por s™', tem-se

s Pi(s) = 8°Y (s) — bos U(s) + a1sY (s) — bisU(s) +a2Y (s) — b2U(s)

Pa(s)
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica observavel

> Multiplicando agora o termo Pa(s) por s™', tem-se
s Py(s) = sY (s) — bosU(s) +a1Y (s) — b1U(s)
P3(s)
» Multiplicando o termo Ps(s) por s~*, obtém-se, finalmente,
s Py(s) = Y (s) — boU(s) = Y (s) = boU(s) + s~ " Ps(s)

» O diagrama de blocos é apresentado abaixo.

v ]

l l
o
S Pi(s) m Xs(s) Py(s) m Xa(s) Py(s) m Xi(s

T T T

Y(s)
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica observavel

» Definindo os estados x1, 2 € x3 como indicado no diagrama de blocos, tem-se
y(t) = z1(t) + bou(t)
Z1(t) = z2(t) + bru(t) — a1y(t) = —arx1(t) + z2(t) + (b1 — boa1 )u(t)
i’z(t) = xg(t) + bgu(t) — agy(t) = —azl‘l(t) =4 1‘3(15) +4 (b2 — boag)u(t)
i’g(t) = bgu(t) — agy(t) = —(131‘1(1’) + (bg — boa3)u(t)
» Na forma matricial, tem-se
z(t) = Aoz(t) + Bou(t)
y(t) = Cox(t) + Dou(t)
com
—ai 1 0
Ao = | —a2 0 1

—as 0 0

, Co=1[1 0 0], D= [b]

bl — boCLl
, Bo= [b2—boaz

bs — boas
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Anélise no espaco de estado
Forma canénica modal
» Considere a func3o de transferéncia
Y(s)  bos" + b1s" L4+ bp_15+ by

H = =
(5) U(s) s +ars" L+ 4+ an_15+an

com polos distintos.
» Suponha que H(s) tenha a seguinte decomposicdo em fracdes parciais:
C1 C2 Cn

H(s)=co+ + +F
s—p1 S—p2 5—pn

» Note que cada fracdo parcial
Yi(s) ci
U(s) s—ops

pode ser representada pelo seguinte diagrama de blocos:

[ v

U(s) —O

][

3

» Fica claro que a funco de transferéncia H(s) serd a soma (a conex3o em paralelo)
de cada um dos blocos H;(s).
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Anélise no espaco de estado

Forma candnica modal
» Exemplo: Considere a func3o de transferéncia
s+ 2 2 1
H(s) = = -
$24+7s+12 s+4 s+3
» Sua representacdo na forma canénica modal é

u(t) O T2 —O— )

» O modelo no espacgo de estado desacoplado é obtido diretamente do diagrama:

C

a'c1=u—4x1, d:gzu—ng, y=2x1—x2

ou seja, as matrizes de estado (A, B, C, D) sdo dadas por

Ap = {_04 _03] , Bm= H , Cm=[2 —1], Dn=][0]

> A solucdo ;(t) é dada por: z;(t) = ePi*z;(0) 4 fot ePit=y(r)dr, t>0.
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