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Nota ao leitor

» Estas notas s3o baseadas principalmente nas referéncias:

» K. Ogata, Engenharia de Controle Moderno, 4% edicio, Pearson Education do Brasil,
2003.

» G. F. Franklin and J. D. Powell and A. E.-Naeini, Feedback Control of Dynamic
Systems, 6th Ed., P.-Hall, 2010.

» Material suplementar:
» R. C. Dorf and R. H. Dorf, Sistemas de controle Modernos, 8% edicdo, LTC Livros

Técnicos e cientificos, 2001.

> R. Rowland, Linear Control Systems: Modeling, analysing, and design, John Wiley

J.
& Sons, Inc., 1986.

» B. C. Kuo, Automatic Control Systems, 7Tth edition, Prentice Hall, 1994.
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Andlise de resposta em frequéncia

Conceitos basicos

» Considere o sistema Y (s)

G(s)X(s) da figura abaixo.

y(t
a(s) (t)
X(s) Y (s)
» Assuma uma entrada senoidal z(t) = sinwt, ou seja, X (s) = %
s+ w
» A saida do sistema é dada por

w
Y(s) =G(s)X(s) = G(s) ¥—
() = G(8)X(9) = Gls)
» Usando a decomposicdo em fracdes parciais (polos distintos), tem-se

Y(S) o a + a b1 b2

s+jw  s—jw

bn

S+ sn

+
s+ s S+ S2
» Portanto

y(t) = ae ¢ + @t L bre Y L bge 2t . 1 bpe "t >0
» Assumindo polos estaveis (Re[s;] < 0), a resposta em regime permanente é

yss(t) = ae ¢t + gelvt
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Andlise de resposta em frequéncia

Conceitos basicos
» Os coeficientes a e a podem ser determinados como segue
. G(—jw)
s+ jw =——7 -
Ty 0TI % 2]

s=—jw

a= G(s)

» Como G(jw) é um niimero complexo, ele pode ser escrito como
G(jw) = |G(jw)|e'”
G(—jw) = |G(=jw)|e'* = |G(jw)le?, ¢ =LG(jw)
» A resposta em regime permanente fica sendo

—G(=jw) _iwt  G(w) jwt el Wittd) _ —i(wite)
ss(t) = e Jw
Yss(t) 5 ¢ty =[G (jw)] 5

|G (jw)|sin(wt + )

» Portanto, a relacdo de amplitude e angulo entre a saida senoidal e a entrada
senoidal, em regime permanente, é dada por

¥ ()] L Y(w)
X (o) 200w = 2545

IG(jw)| =

~

> A funcdo G(jw) é chamada Funcdo de Resposta em Frequéncia (FRF).
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Andlise de resposta em frequéncia

Conceitos basicos

» Exemplo: Seja o sistema abaixo

4_)?/(75)

c k
[ONNO)

cuja funcdo de transferéncia é

_Y(s) wy,
Gls) = T 824 2€wns + w2

» Assuma que ( = 0.2 e w, = 1 rad/s.

Grafico de magnitude e fase de G(jw)
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<« —9.85dB
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—T T

_40 i ;
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» De acordo com o gréafico, na frequéncia w = 2 rad/s, tem-se

|G(jw)|wmz = —9.85dB = 0.32

ZG(jw)|w=2 = —165° = —2.89 rad

» Portanto, se for aplicada a entrada senoidal z(¢t) = 5sin(2t), ent3o a saida sera:

Yss(t) = 5 x 0.32 x sin(2t — 2.89)
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Bode
» Exemplo: Considere o circuito da figura abaixo.
R

1 I c V2

» Sua fungdo de transferéncia é dada por

Va(s) 1 1

Gls) = Vi(s) T RCs+1 s+l

T=RC

v

Para s = jw, tem-se

Gljw) = —

:ij—i—l7

¢(jw) = LG(jw) = — arctan wT

v

Portanto

v
(1+ (wr)?)'/?
» Paraw < 1/7, 20log|G(jw)| ~ —10logl =0dB + Assintota

201og |G(jw)| = 201og = —10log(1 + (wr)*) dB

> Paraw > 1/7, 20log|G(jw)|~ —20log(wT)dB < Assintota
» Paraw=1/7, 20log|G(jw)|= —10log2 = —3.01dB
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Bode

> A figura abaixo apresenta diagrama de Bode de G(jw) = #
jwr +1

Diagrama de Bode

)

Magnitude (dB

—90k L PO T ———
0.01/7 0.1/7 1/ 10/ 100/ 7
Freq (rads)

> A frequéncia de canto w, (do inglés corner/break frequency) ocorre na intersecdo
das duas assintotas (na mudanca de inclinaggo).

> Para o exemplo acima, a frequéncia de canto (ou de quebra) é w. = 1/7 rad/s.
» Observacdo: No Matlab, esse grafico é obtido com o comando bode(G).
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Bode
» Exemplo: Resposta em frequéncia de um capacitor.

i — C% —  I(s) = G(s)V(s) com G(s)=Cs
» A resposta em frequéncia é dada por
G(s)=Cs = G(jw)=_Cjw

> Assim
|G(jw)| = Cw e ¢ = ZG(jw) = 90°

» O diagrama de Bode esta apresentado abaixo.

Magnitude (dB)

Fase (graus)

Frequéncia (rad/s)
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Bode

» Uma funcdo de transferéncia pode ser decomposta nos seguintes fatores basicos:
1. Ganho: G(jw) = K
2. Fatores integral e derivativo: G(jw) = [jw]T*
3. Fatores de primeira ordem: G(jw) = [1 + jwr]T?

() ()]

4. Fatores quadrético: G(jw) =

» Analisando cada caso, tem-se:
1. Ganho G(jw) = K.

20log(K x 10) = 20log K + 20
20log(K x 10™) = 20log K + 20n

20log K = —20log (1/K)
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Andlise de resposta em frequéncia

Diagrama de Bode

Diagrama de Bode

2. [—c ]
2. Fatores integral e derivativo. €
'é) 10
1 Z s w o
2.1 Caso G(jw) = —.
J
1 T
20log | —| = —20logw g
Jw ~
. 1 ko
Como G(jw) = —j—, tem-se s 5
w Freauéncia (rad/s)
ZG(jw) = —90° o
Z o
2,
£ [—c |
3
s .

2.2 Caso G(jw) = jw.

20 log |jw| = 20log w dB .
£G(jw) = Ljw = 90° 2
& o
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Bode
3. Fatores de primeira ordem.

1
» Caso: G(jw) = “r

1 .
14 jwr 1+ (wr)?2 _J1+(w7')2'
» Calculando 20log |G(jw)|, obtém-se

1
—— | = —-201 1 2dB
1+jw7" og/1+ (w7)

201log

1
> Para w < —, tem-se
T

—20log /1 + (w7)2 ~ —20log1 = 0dB

1
> Para w > —, tem-se
T

—20log v/1 + (w7)? ~ —20logwT dB

. , 1
> Portanto, pode-se aproximar o grafico por duas retas assintotas em —
.

> Angulo de fase ¢ = Z/G(jw) = tan~ ! (—w7):
> emw=0 = ¢=0
> emw= 1 = ¢=—tan (1) = —45°
b emw o o ¢ — —90°
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Bode

1

» Diagrama de Bode de G(jw) = Thior

Diagrama de Bode

0 RN
<

Magnitude (dB)
5

Freq (rad/s)

» Exercicio: Esboce o diagrama de Bode para os seguintes sistemas: +1/(s £ 1).
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Bode

» Exemplo: Resposta em frequéncia de um compensador em avanco de fase:

~ Ts+1 A
K =K— K 1
(s) aTs 1’ > 0, 0<ac<

P> A resposta em frequéncia é dada por

: o Tjw +1
K =K——
(jw) aljw+ 1
» Portanto g | T 20‘f0g(‘f‘(‘/;‘)1
T @I 3| |
K(w)| = kY2 2
1+ (awT)? IS . .
s [2ee®) AL
€ IR T T IRRREL) T
¢=L(1+jwl) — L(1 +jwaT) 3 | |
= tan" ' (wT) — tan~ ' (awT) T;g | |
» |sso representa um filtro passa-alta. * T il 4 il il

» Exercicio: Esboce o diagrama de Bode para o compensador em atraso (a > 1).
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Bode
4. Fatores quadraticos.

>

>

>

1 1
Caso: G(jw) = = , uw=wlw
=75 +20(jw/wn) + (jw/wn)® 1+ 2Cu — u? e

Portanto, a magnitude é dada por
201log |G(jw)| = —10log ((1 —u?)? + 4C2u2) dB

e o angulo de fase por

¢ = Z£G(jw) = tan~ " (i@)

1—u2

Note que para u < 1, ou seja w K wn, tem-se ¢ = 0° e
20log |G(jw)| = —10logl = 0dB + Assintota

Por outro lado, para u > 1, ou seja w > wy, tem-se
—2
¢ ~tan~?! (—C) ~— —180°
—u

201log |G(jw)| ~ —10log u* = —401logu dB < Assintota

que fornece uma inclina¢do de —40dB/dec.
Essas sdo as duas assintotas que se encontram em u = 1, ou seja, w = wn.

Note que para w = wn, tem-se G(jwn) = 1/(j2¢). Assim,

G(iwn)| = 1/(20).
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Andlise de resposta em frequéncia

Diagrama de Bode

> Diagrama de Bode de G(jw) = (1 + 2¢jw/wn + (jw/wn)®)

20

3
o —&=01
g —£-05 u wy =1
> 0 —£=0.707
]
S
X
)
& 20t
=
40
0
45
L
g %0
b
w
1351
-180

1

107

» Observacdo: O valor maximo M, ocorre na frequéncia de ressonéncia w;,

10
Frequencia (rad/s)

05

10" 102

Frequency (rad/s)

encontrada derivando-se |G(jw)|™! e igualando o resultado a zero:
Wy = wn\/l——ZCQ, para (< \/5/2 =~ 0.707

M, = |G(iw,)] = 1/(2¢y/1=?), ¢ <0.707
> Note que: w, < wnﬂ < wn
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Bode

(s40.5)

> E lo 1: Sej =2000——rr——=
xemplo 1: Seja G(s) 0005(5 - 10)(s + 50)

> Passos:
1. Coloque G(jw) na forma abaixo:

jw
2 (b2 +1)
Glw) = o N Ts )
W (f+1) (B +1)
2. As frequéncias de canto ocorrem em 0.5, 10 e 50 rad/s.
2
3. Para w < 1, o termo G(jw) pode ser aproximado por G(jw) ~ —
jw
Note que a assintota de inclinagdo —20 dB/dec é vélida para w < 0.5, ja que a

primeira frequéncia de canto é em w, = 0.5.

4. Faca o esboco do termo do numerador (% + 1)
. jw

5. Fac¢a o esboco do termo do denominador (E + 1)
. jw

6. Faca o esboco do termo do denominador (% + 1)
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Bode

'S
S)
T

N
o
T

Magnitude (dB)
|
n
S o
T

|
IS
S}
T

—2

-
(=]

10~

10° 10!
Frequéncia (rad/s)

102

o
T

|
IS3
<}
T

—100 -

Fase (graus)

—150 (-

G(jw) = -
Jw

—200
1072

1071

10° 10"
Frequéncia (rad/s)

102

10%

» Exercicio: Esboce o diagrama de bode, com as respectivas assintotas, do sistema de

22 ordem G(s) = o /(s(s + fB))

a intersegdo do segmento —40 dB/dec com o eixo 0dB ocorre em w = a.

Camino, J. F.

(DSI/FEM/UNICAMP)

EM707 — Controle de Sistemas Mecénicos

Prove que as assintotas se encontram em w = 3 e

17 /86



Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Bode

> Exemplo 2: Seja G(s) =

0.01(s*> +0.01s + 1)

2
52 (54 + 0.02% + 1)

P> Passos:

1.

Perceba que o numerador (jw)? + 0.01(jw) + 1 pode ser reescrito como
(jw/wn)? + 2¢jw/wn + 1 com ¢ = 0.005 e wy = 1.

Ja o denominador (%)2 + 0.02 (%") + 1 pode ser reescrito como
(iw/wn)? + 2¢jw/wn + 1 com ¢ = 0.01 e wy, = 2.

As frequéncias de canto ocorrem portanto em 1 e 2 rad/s.

0.01

(jw)?

Note que a assintota de inclinagdo —40dB/dec é vélida para w < 1, ja que a primeira
frequéncia de canto é em w; = 1.

Para w < 1, o termo G(jw) pode ser aproximado por G(jw) ~

2
Faca o esboco do termo quadrético do numerador (wi) +2( > +1lcomwp=1e
n n

¢ = 0.005, cuja assintota tem inclinagdo 40 dB/dec.

2
Faca o esbo¢o do termo quadréatico do denominador (wi) + 2(% + 1 comwy =2

e ¢ = 0.01, cuja assintota tem inclinagdo —40dB/dec.
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Bode

0 e e

—20 -

wr=1

—60 |- wr=2 |

Magnitude (dB)

—80 |- -

—100 T | L1
107! 10° 10!
Frequéncia (rad/s)

[ ]

—100 [~ |

sl J L |

—200 L1 L L TR
1071 10° 10!
Frequéncia (rad/s)
» Amplitudes (aproximadas) dos picos:

—40 — 20log (21€> =—-80dB e —40+20log <21c:> — _6dB
¢=0.005 ¢=0.01
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Andlise de resposta em frequéncia

Sistema estavel de fase minima

» Um sistema é dito estavel de fase minima quando seus zeros também forem estaveis.

» Considere a seguinte planta estavel de fase minima:

s+1
G(s) =
s+ 10
Diagrama de Bode
> Sua fase ZG(s) é dada por: ~ 0 ‘ ‘
m
£G(s) = L(jw + 1) = £(jw + 10) T -5
[
w w el L
=tan"! = —tan~! 21"
1 10 S
015}
w—0,0-0=0 s
w — 00, 90° —90° =0 183
w=1,45° — 6° = 39° T 135
@
28 gor
Q
& 451
0 -2 -1 ! 0 ’ 1 2
10 10 10 10 10 10
Frequency (rad/s)
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Andlise de resposta em frequéncia

Sistema estavel de fase ndo minima

» Um sistema é dito estavel de fase ndao minima se algum zero for instavel.

» Considere a seguinte planta estavel de fase ndo minima:

s—1
G(s) =
(5) s+ 10
Diagrama de Bode
> Sua fase ZG(s) é dada por: = 0 ‘
LG(s) = L(jw — 1) — ZL(jw + 10) T -5
[
—tan ! _fan1 ¥ E_mi
-1 10 S
o o P'P_‘S’
w — 0, 180° — 0 =180 s
w — 00, 90° — 90° = 0 78 :
4135}
I\
22 gop
Qo
L‘I_£ 45
0 ‘ ‘
107 107" 10° 10' 10° 10°

Frequency (rad/s)
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Andlise de resposta em frequéncia
Frequéncia de ressonancia e banda passante
» Considere o sistema padrdo de segunda ordem:

2
Wn

T(s) =

> Sua func3o de resposta em frequéncia é T(jw) = Mel™ com

M = ((1 —u?)? + (2('&)2)_1/2 , a = arctan (

10
> Na ressonancia (0 < ¢ < +/2/2), tem-se:

wr = wpy/1—2¢3,
M, =1/(2¢\/1-¢?)

» Note que:

S

&)
S

Magnitude (1B)

> ¢ — 0 implica que w, — wp;

> (= \/5/2 implica que M, = 1,
—40

!
w
S

52 + 2Cwns + w2

> Wrgwn\/l_czgwn~ 107
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Andlise de resposta em frequéncia

Frequéncia de ressonancia e banda passante

» A figura a esquerda apresenta M, e M, para o sistema padrdo de 22 ordem.

a0p 10
30 i
= 0
g -
g . 301 .
- 2 0.8 E
g 2 i
= c
0.6 ®
< = —10p
10 04 " ]
0.2 i
I BT E e SN s - _ L L
% 02 04 06 07 08 1 e 00 o
¢ w

> A figura a direita apresenta a banda passante wp (bandwidth ou cutoff frequency) ,
que representa a faixa de frequéncia em que |T'(jw)| > —3.01dB.

» Para sistemas pouco amortecidos, é razoavel do ponto de vista pratico assumir:

WB N Wy X Wn
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Andlise de resposta em frequéncia

Frequéncia de ressonancia e banda passante

> A banda passante (largura de banda) wp esté relacionada com wy,, por

wh \/1—2<2+ 2+ 4Ch —4c?

Wn

> A figura apresenta o gréfico de wp/w, e da aproximacio wp/w, &~ 1.85 — 1.2¢

2

1.85 — 1.2¢

\/1—2g2+‘/2+4g4—4q2

1.5

wp/wn

0.5 i L L 1 L L L L L J
. . . 1

> Note que wp = wy, para ¢ = v/2/2.
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Andlise de resposta em frequéncia

Resposta transitéria
» Existe uma relacdo entre a resposta transitéria ao degrau e a resposta em frequéncia.

» Considere a malha de controle abaixo.

+ wi _
R(s) 4>_(f—> G T 2000 Y(s)
» O sistema em malha fechada é dado por
_Y(s) _ wh

T(s) =

R(s) 24 2Cwns + wl

» Foi visto que a resposta ao degrau desse sistema é dada por

y(t) =1—e " | coswat + — 5 Ginwat . t>0

1-—=¢2
em que wqg = wnv/1 — (2
» Também foi visto que o sobressinal maximo é dado por M, = e /W€
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Andlise de resposta em frequéncia
Resposta transitéria

» A figura a esquerda apresenta o diagrama de Bode em magnitude de

G(s) = wp/(s(s + 2¢wn))

- 1.5
0 NS —Ti(s):wn=3e(=.3 >
RN \\ —Ta(s)iwn=15e(=.3 (\
P N CALC) A
I o T Gale) I
= ? 11 “\/ o
3 \
Z 0 |
o = ‘
3z ~
2 L = |
s |
@ —20 |
= 0.54‘
—40
\‘ — w,=3e(=.3
| | W, =15e(=23
—60 Ll T B AR MEENET| 0 L L A\ |
10! 100 10! 102 103 0 1 2 3 4
w t

> A figura a direita apresenta a resposta ao degrau do respectivo sistema em malha
fechada T'(s) = G(s)/(1 + G(s)).

» Note que w, é um indicativo da velocidade transitéria do sistema, ja que o tempo de
subida ¢, é inversamente proporcional a w, &~ wy,, para { < 1.
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Andlise de resposta em frequéncia

Erro estacionario
» Considere a planta abaixo

£ (Tas+1)(Tys+ 1)+ (Tms+1)
sN (Ths+1)(Tas+ 1)+ (Tps+1)

G(s) =

» O sistema serd do tipo 0 se N = 0.

» Para N =0, o erro estatico de posicio es é dado por:

1
T 14+ Kp’

€ss com Kp = lim G(s) = lim G(jw) = K
s—0 w—0

» Note que Kp é dado pelo ganho DC.

20log(K p)|dB
b —20dB/dec

—40dB/dec

Frequéncia (rad/s)
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Andlise de resposta em frequéncia

Erro estacionario
» Para N =1 (sistema tipo 1), erro estatico de velocidade ess é dado por

1 .
€ = o com K, = il_T% sG(s) = K

» Quando w < 1/T1, tem-se
. A0 Ky s K,
G(jw) = G(jw) = W |G (jw)lw=1 ~ ‘j

= K, =|G(j)|

» Pode-se também mostrar que K, é numericamente igual a intersecdo do segmento
inicial de —20 dB/dec, ou sua extensdo G(s), com o eixo 0dB.

G(s) = %
0dB =20 10g1 —20dB/dec
= 2010g 7” OB frrerrrrrerreee e e N e S e
Jw w=Ky
= 20log |C_¥(jw)|w:Kv —40 dB/[dec
wr w=1 w=K,

28/86
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Andlise de resposta em frequéncia

Erro estacionario

» Exemplo: Considere a planta G(s) dada por

2
w
G(s) = —n w=4de( =02
(s) 505 T 2Con) com w e(
» Para essa planta, K, = [;g = 10 e a frequéncia de canto é w,; = 2(w, = 1.6.
> Diagrama de Bode de (¢ com as assintotas GG (—20dB/dec) e G (—40dB/dec).
60 . e
| — G(s) B i,
——G(s) G(s) = —
40 s
—~ 2
@ K!=20dB =10 G(s) = ?;
s | K = |G(@)|w=1
s i
0 K2 ={w|I6Gw) =1}
T(s)
L Wr R Wd X Wn
—920 Ll 0N
1071 10° 10! 102

w
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Andlise de resposta em frequéncia

Erro estacionario

» Exemplo: A planta de um servomotor em malha aberta é dada por

K w?
G(s) = = n n=/K/J
() s(Js+F) s(s+F/J)’ w /
cuja funcdo de transferéncia em malha fechada fica sendo

L — ue fornece ( = LA

2+ F/Js + w2 g T 20w, 2V/EKJ

» Note que ¢ pode ser determinado do diagrama de Bode como segue. Seja wi a
frequéncia de canto e ws a intersecdo do segmento —40 dB/dec com o eixo 0dB.

»> Note que w1 = F/J e w2 = wn
—20dB/dec > Sabendo que w3z = K, = K/F tem-se
R~ 2
S~ w3wil = w =  Ww3/w2 = w2/wi
0dB - 2 / /
» No diagrama de Bode
—40dB/dec
log ws — logwa = log w2 — log w1
w1 w2 w3
Frequéncia (rad/s) » Portanto, ws estd no meio de w3 e wy

. - . , F w
» Assim, o coeficiente de amortecimento é dado por { = =

WEKJ 2w
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Andlise de resposta em frequéncia

Exemplo

» Exemplo: Considere a planta P(s) dada por

1
P(s)= ———F——
(s) s(s% 4+ 2s + 10)
e a malha de controle apresentada abaixo.
lvws)
R(s) E(s) Y (s)
———O——— K(s) —>0O—>| P(s)
I 5 N(s)

» Especificacbes de desempenho:
1. Largura de banda do sistema de malha fechada menor que 1 Hz;

2. Sobressinal a uma entrada degrau menor que 15%;
3. Erro estacionéario nulo a uma entrada em degrau.

» Tipo do controlador K (s) proposto é dado por

K(s* +as+b)
s+c

em que K, a, b e c sdo os pardmetros a serem projetados. Note que para ¢ = 0,
obtém-se um controlador PID com Kp = aK, Kp = K, K1 = bK.

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP) EM707 — Controle de Sistemas Mecanicos 31/86

K(s) =



Andlise de resposta em frequéncia

Exemplo

» Como P(s) ja é do tipo 1, basta garantir que K (s)P(s) continue do tipo 1, para
que o erro estacionario a entrada degrau seja nulo.

» Para um sobressinal M, = 15%, a férmula do maximo sobressinal
M, = e ¢T/V1=C
fornece ¢ = 0.52.

» Para uma largura de banda wp = 6.28 rad/s e um fator de amortecimento ¢ = 0.52,
a aproximacdo linear

WB

Wn

~ —1.2¢ + 1.85, para 0.3 < (<1

fornece wy, = 5.11 rad/s.

» Assim, é esperado que alocando-se um par de polos complexos dominantes em

§ = —Cwn £ jwny/1 — (2, com ¢ =0.52 e w, = 5.11

as especificacdes acima sejam satisfeitas.
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Andlise de resposta em frequéncia

Exemplo

» A func3o de transferéncia em malha aberta é dada por

K(s®* +as+Db)
s(s2+2s+10)(s+c¢)

K(s)P(s) =

e em malha fechada por

K(s)P(s) K(s* 4 as+b)

T(s) = —
() 1+ K(s)P(s) s*4+(24¢)s®+ (104 2¢+ K)s? + (10c + Ka)s + Kb

» A equacdo caracteristica é dada por:
"4+ (24 ¢)s® + (104 2¢ + K)s* + (10c + Ka)s + Kb =0
que é de 42 ordem e pode ser escrita como o produto de duas de 22 ordem.
» A equacdo caracteristica desejada é dada por
(8% + 2¢wns +wi)(s” 4+ dis +do) =0
em que ( e w, foram previamente selecionados.

» Para que as raizes de s$2 + 2Cwn s —|—wi sejam dominantes, as raizes de s2 4+ dis+do
devem ser posicionadas a uma distancia « significativamente longe.
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Andlise de resposta em frequéncia

Exemplo

» Escolhendo di = 2awn, as raizes de s + dis + do = 0 estardo na linha vertical no

plano complexo dada por s = —alwy, como ilustrado na figura abaixo.
A 2 Im
< @ >
s = —Cwn Re
s = —alwn 0
A, A,

» Note que se dy for escolhido como sendo dy = OzQCQw%, ent3o
24 dis+dy = (s+a(wn)2 =0
e as duas raizes (idénticas) serdo reais e amortecidas.
» O polindmio desejado fica sendo
5"+ [2€wn(1+ @)]s” + [wn (1 + aC*(a +4))]s" + - -
+ [20€wi (1 + CPa)]s + &*CCuwi =0

» Os parametros de projeto sdo dados por: ( =0.52, w, =5.11 e a = 12.
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Andlise de resposta em frequéncia

Exemplo
» Comparando coeficientes de ambos os polindmios de 42, obtém-se
24+ c=2Cwn(l+ )
10+ 2c+ K = w2(1+aC’(4 +a))
10c + Ka = 20w (1 + Ca)
Kb= aQCQwi
» Resolvendo esse sistema, obtém-se a = 5.17, b = 21.45, ¢ = 67.09 e K = 1238.

» Portanto, o controlador obtido é dado por

s?+5.17s + 21.45

K(s) = 1238 — 75

» O sistema em malha fechada fornece um sobressinal M,, = 14.4%, um tempo de
acomodagdo t; = 0.96 segundos e uma banda passante wp = 27.2 rad/s.

» Percebe-se que esse o controlador K (s) forneceu um sobressinal adequado porém
ndo atendeu a especificacdo sobre a banda passante.
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Andlise de resposta em frequéncia

Exemplo
» A Figura abaixo apresenta o diagrama de Bode e a resposta ao degrau do sistema.

Step Response

Boce Disgram 1
o Systom:
Poak ampitude: 114
g ' 1 vershoot (0 14.4
£ At (seconds) 0191
2.
24
_ |
H oaf|
3
H |
15 o2
i o
o . .
17 14 1s

o 0
Frequency (rads) : .
aeney (r2ds) o 02 04 05 o8 1

Time (seconds)

» Alterando os parametros para ( = 0.3, w, = 3.1 e a = 11, o controlador obtido

K(s) = 102(s* + 1.85 +9.9) /(s 4 20.3) atendeu as especificacdes desejadas.

Step Response.

059
e
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Nyquist

» O diagrama de Nyquist é uma representacdo paramétrica no plano complexo de
G(s) com s = jw, ou seja:

G(jw) = Re(G(jw)) +) Im(G(jw)) = [G(jw)|£G(jw)

Im

Re(G(jw))

» O diagrama de Nyquist apresenta o grafico de

Re(G(jw)) x Im(G(jw)) em fungdo de w € R.

\ZG(JW) Re
{ >

» Como w pode assumir valores tanto positivos N

quanto negativos, o diagrama de Nyquist é si- O@’ (G (jw))

métrico com relacdo ao eixo real. N

» A seguir serdo apresentados exemplos de diagramas de Nyquist para sistemas
padrdes considerando w positivo.

» Observacdo: No Matlab, o diagrama de Nyquist é obtido com o comando
nyquist(G).
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Nyquist

Nyquist jw
1
> Fator G(s) = s.
G(jw) = jw = wZ90° 3 05
g
» Como Re(G(jw)) =0, o diagrama de E o
Nyquist de G(jw) é o préprio eixo
imaginario.
35 0 0.5
Re(G(jw))
Nyquist 1/(jw)
> Fator G(s) =1/s o8
1 1 1 ~
Gijw)=—=—j—=—2/-90° 5 0
jw W  w 2
L
. . E
» Como Re(G(jw)) = 0, o diagrama de = -05
Nyquist de G(jw) é o préprio eixo
imaginario.
s 05

0
Re(G(jw))
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Nyquist

» Fator G(s) =1+ 1Ts
G(jw) =14 jwT
=1+w?T? Ltan™ ' (WT)
» Como Re(G(jw)) =1, o diagrama de Nyquist de G(jw) é uma reta vertical
originada no eixo real em 1.

Diagrama de Nyquist

Im(G(jw))

035 0 05 1 15
Re(G(jw))
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Nyquist
» Fator G(s) =1/(1+T's)

. o 1 Diagrama de Nyquist
Glw) = T5eT 05
. 1 . wT
714 wW2T? J1+L;.)2T2
1 —1 —(JJT § or
= ————/tan (—) 2
V14 w2T? 1 o
g
-0.5
» Para
> w=0 = G(j0)=10°
> =% = G@{ix)=-1s-45° b5 0 05 1 15
g )= 3 Re(G(jw)

> w—oo = G(joo)—0L—90°

» O diagrama de Nyquist de G(jw) é uma circunferéncia de raio 0.5 centrada no
ponto 0.5 do eixo real, ja que:

[Re(G(jw)) — 0.5]% + [Im(G(jw)]* = 0.5
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Nyquist

2 2 2
2Cwn
> Fator G(s) = & T 26wns T _ (i) ot 1
Wn, Wn, Wn
» Assim, para s = jw, tem-se
Diagrama de Nyquist
. 1.2 . 5 ‘
G(jw)=1—u"+j2¢u 03
—¢&=05]
_ 2 4
ZG(jw) = tan 1( Cu ) —&=1
1—wu? ~ 3l
3
com u = w/wp g »
E
> Para 1F
> w=0 = G(jw)=1£0° ol
> w=w, = G(w)=2¢L90° 1

13 2 4 0 1
> wooo = G(jw) — 00/180° Re(G(jw)

» O diagrama de Nyquist de G(jw) tem a forma de uma pardbola negativa, com eixo
de simetria paralelo ao eixo dos reais e vértice em (Im, Re) = (0, 1).
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Nyquist

2
w. 1
> Fat = n =
ator G(s) §2 4+ 20wns +wi  (8/wn)? 4 2¢s/wn + 1

» Assim, para s = jw, tem-se

1 Diagrama de Nyquist
G(jw) = ————
(.] ) 1—u2 +.]2CU 1.5 "o
1t —£=0.1
_ —2Cu s
Loy 1 £=03
ZG(jw) = tan (1 — ug) _ 08 —£-0707]
3 —£=2
=0
com u = w/wy 3
E-05
» Para -1t
> w=0 = G(jw)=1£0° _1s}
' My (wr)
. 1 o " ‘ ‘ : ' ‘ ‘
> w=wn, = G@{wn)=-—~L—90 -6 -1 -05 0 0.5 1 15 2
2 Re(G(jw))

> w—oo = G(jw)—0£-—180°
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Andlise de resposta em frequéncia
Diagrama de Nyquist

» E possivel mostrar que para funcdes de transferéncia do tipo 0, 1 e 2, estritamente
préprias, o diagrama de Nyquist tem a forma geral apresentada na figura abaixo.

Im

tipo 2
tipo 0

tipo 1
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Estabilidade de Nyquist

Principio do argumento

» Seja z € C e f(z) uma funcdo analitica num dominio D exceto nos polos de f(z).

» Seja v € D uma curva fechada e simples, orientada positivamente (sentido
anti-horério), que n3o passa através dos polos e zeros de f(z).

% : polos; P = nimero de polos no dominio

—~

O zeros; Z = numero de zeros no dominio

» Pelo Teorema do Principio do Argumento, tem-se

m f T

» Pode-se também mostrar que

f'(2) s mudanca total em arg(f(2)) | _ -
}{f(z)d —J{ }—ZJW

a medida que z percorre y

em que W é o nimero de envolvimentos anti-horario da origem.
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Estabilidade de Nyquist

Principio do argumento
» Desta forma chega-se a relac3o:
W=2Z-"P
» As figuras abaixo apresentam a regido no plano z delimitada pela curva fechado ~,

que contem dois zeros, e o respectivo mapeamento no plano f(z) do contorno 7.

Plano z Plano f(z)
Im t

» Observe que no plano f(z) houveram dois envolvimentos da origem no sentido
anti-horario, o que é esperado, ja que o contorno -y no plano z contem dois zeros.
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Estabilidade de Nyquist

Anélise de estabilidade

» Considere o diagrama abaixo.

R(s) —— = O———| K(s) - P(s) .Y ()

H(s)

A

» A equacdo caracteristica do sistema em malha fechada é
14+ L(s)=0 com L(s)= K(s)P(s)H(s)

ou

F(s)=0 com F(s)=1+ L(s)

» Note que os polos de F'(s) =1+ L(s) sdo os mesmos de L(s).

» Para ver esse fato, substitua L(s) = ZE;) na expressdo acima:
n(s) _ d(s) +n(s)
F == 1 =
B e T )
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Estabilidade de Nyquist

Anélise de estabilidade

» Para que o sistema seja estavel é preciso que os polos em malha fechada estejam no
semi-plano esquerdo do plano complexo (SPE).

> Note que os polos da funcdo de transferéncia em malha fechada s3o as raizes (os
zeros) de F(s) =1+ L(s). Assim F'(s) n3o pode ter zeros no SPD (Z = 0).

> Assuma que L(s) ndo contém polos ou zeros no eixo imaginario e que o contorno
envolve (no sentido horario) o semi-plano direito do plano complexo (SPD).

» Pode-se agora aplicar o Principio do Argumento:

Z=0

W=2Z-P — W=-P
notando que os polos de F'(s) s3o conhecidos, j& que sdo os mesmos de L(s).
P Assim, conclui-se que o sistema em malha fechada sera estavel se o nimero WV de

envolvimento do ponto —1 (no sentido anti-horario) no diagrama de Nyquist da
funcdo L(s) for o mesmo que o niimero P de polos de L(s) localizados no SPD.
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Estabilidade de Nyquist

Anélise de estabilidade

» A figura abaixo apresenta um sistema estavel, j& que ocorreram 2 envolvimentos da
origem no plano F'(s) (respectivamente, 2 voltas do ponto -1 no plano L(s)).

Re

Tm - - Plano s Im, Plano F(s)
A \vl\ /fl AN .
\ w Re
\
O % 400 \\
» \
\
|
, Re Im, Plano L(s)
II
© " ==y
/
N .
f e N
// O
TSt
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Estabilidade de Nyquist

Anélise de estabilidade

» O diagrama (a) da esquerda apresenta 2 envolvimentos anti-horérios do ponto -1
(assim W = —2). Como L(s) tem 2 polos no SPD, fornecendo P = 2, conclui-se da
relacdio W = Z — P que Z = 0 e o sistema é portanto estavel.

] Nyquist Diagram > Nyquist Diagram
05 1
s o 5o
g g
0.5 1
A -2
-2 -1.5 -1 -0.5 0 -1 -0.5 0 0.5
Real Axis Real Axis
5(s — 0.2) 5(s — 0.2)
a) L(s) = ————— b) L(s) = —— 7
@ = o6 R IOR

» J4 no diagrama (b) da direita, ndo ocorre envolvimento do ponto -1 (assim W = 0).
Como L(s) tem 1 polo no SPD, ou seja P = 1, conclui-se que Z =1 e o sistema
em malha fechada tem 1 polo no SPD, sendo portanto instavel.
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Estabilidade de Nyquist

Observagdes

1. Se F(s) for prépria (maioria dos sistemas) ent3o lims—,oc F'(s) é finito e permanece
constante 3 medida que v percorre uma semi-circunferéncia de raio infinito.

2. Assim, é preciso calcular F'(s) apenas no eixo imaginario, de —jw a +jw com
w € [0,400], contando que n&o existam zeros ou polos no eixo imaginario.

Im Im
3. Note que um envolvimento da origem A
por F(s) = 1+ L(s) é equivalente
. 0 Re ~1 0 Re
a um envolvimento do ponto -1 por
L(s). 14 L(s) L(s)
4. No caso em que L(s) possui polosou | . o+ f1m
zeros em s = jw, modifica-se a curva N J
envolta dos respectivos polos e zeros. oF \ 0
J
I
(U SN
5. Pode-se optar por incluir ou n3o incluir 2oy
. % -
(como na figura ao lado) o polo/zero U jo s = cel®
dentro do contorno. —90° < 0 < 90°
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Estabilidade de Nyquist

Exemplos de polos na origem

1. Suponha que a fun¢do L(s) seja dada por L(s) = 1/(s(s + 1)).

2. Para s = ee’? com e — 0 e —90° < 6 < 90°, tem-se: L(ee?)

3. Portanto 1/¢ — oo com ZL(s) variando de 90° a —90°.

~
~

R

eel? €

4. Dessa forma os pontos L(j0~) — joo e L(j0T) — —joo estdo ligados por um uma

semi-circunferéncia (a direita) de raio infinito no plano L(s).

Im

+joo- ~ -
TN~ -~

jot

C
B

A

Dy

—joo

5 ComoP=0e W =0, entdo Z = 0 e o sistema é estavel.
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% /
7
// ‘
s
-
C ~
w—0te---L-~
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Estabilidade de Nyquist

Exemplos de polos na origem

1. Suponha que a funcdo L(s) seja dada por L(s) = 1/(s(s — 1))

2. A figura abaixo apresenta o diagrama de Nyquist de L(s).
“wdot  tm

- w

w = +oo

— o0

3. ComoP=1eW =1, entdo Z = 2 e o sistema em malha fechada terd 2 polos no
SPD e sera portanto instavel. Os polos em malha fechada s3o s = % :I:jé.

EM707 — Controle de Sistemas Mecénicos
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Estabilidade de Nyquist

Exemplos de polos na origem
1. Suponha que a funcdo L(s) seja dada por L(s) = 1/(s*(s +1)).

2. Para s = ee)? com e — 0 e —90° < 0 < 90°, tem-se: L(eel?) = eze%je = 6%3_2«19

3. Conforme 6 varia de —90° a 90° no plano s, o dngulo ZL(s) varia de 180° a —180°.

Im
+jooe- — - -~
LA ) S~ - Am S~
AN //‘V AN
R c L7 ~
A \ w— 0t \
\ ! ’ \
\ 1 / \
o ts ' VS D.EF \
J \ \ E, \
%B . E V TN\ w = +oo B
A Rel " -1 w — —oo Rel
jo— N ! [N !
A 4"\;\\ // N //
% S I \ ,
A /F w%OfA AN /F
// k //
7 \\ 7
CjedlF - ] -

4. Exercicio: Mostre o mapeamento: C em (—o0, +00) com +180°; A em (—o00, —o0)
com —180°; D em (0,0) com +90° e F' em (0,0) com —90°.

5. Como P =0e W =2, entdo Z = 2 e o sistema em malha fechada possui 2 polos
no SPD. Portanto, o sistema é instavel.
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Margem de ganho e de fase

Conceitos basicos

» A Margem de Ganho (MG) e a Margem de Fase (MF) de uma planta P(s) sdo
indicadores relativos de estabilidade.

» Considere a malha de controle abaixo:

R(s)4ioi—> K(s) » P(s) > Y

» A MG informa qual o valor maximo que um ganho estatico K(s) = K pode assumir
sem que ocorra alteracdo no niimero de envolvimentos do ponto —1.

» A MF informa qual o valor maximo que um atraso de fase pode ser adicionado, por
uma func3o de transferéncia K (s) de ganho unitério, sem que ocorra alteracdo no
nimero de envolvimentos do ponto —1 no diagrama de Nyquist.

» Tanto a MG como a MF podem ser determinados através dos diagramas de Bode e
de Nyquist. No root locus, a MG indicara a intersecdo com o eixo imaginario.

> Note que se o sistema j3 for estdvel em malha fechada (com K (s) = 1), ento:
> o sistema permanecerd estavel se K(s) = K for um ganho limitado a K € (0, MG);
»> ou se K(s) for uma fungdo de ganho unitario com atraso de fase limitado a MF.
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Margem de ganho e de fase

Conceitos basicos

Root Locus

» Considere o root locus da planta:

1 ~
P(s) = — Ty
)= e :
é’
»> A equacgdo caracteristica é dada por: g
£
KP(s)| =1 ©
1+KP(s) =0 =
ZP(s) = —180°

-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
Real Axis (seconds™")

» O ponto de intersegdo do root locus com o eixo imaginario pode ser determinado
diretamente da equac3o caracteristica, fazendo-se s = jw.

» Para a planta P(s) acima, K e w no eixo imaginério sdo dados por
K

1+—— =0 <— (K-2)—-jww?-1)=0 = K=2w=1
+jw(jw+1)2 ( w?) — jw(w ) ,w

» Assim, MG = 2 e o sistema serd estavel para 0 < K < 2 e instavel para K > 2.
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Margem de ganho e de fase
MG e MF no diagrama de Bode Diagrama de Bode de K/(S(S + 1)2)

Magnitude (abs)

Phase (deg)
i
®
=3

= o !
Frequency (rad’s)

» Para K = 0.1, o sistema é estavel, ja que:
> 1/MG = 0.05 e assim MG = 20 (26 dB) na frequéncia de cruzamento de fase wy = 1.
> MF = 78.7° na frequéncia de cruzamento de ganho wy = 0.1 rad/s.

» Para K =2, MG =1(0dB) e MF =0, com wy = wy = 1 rad/s.

» Para K =10, 1/MG =5 e assim MG = 0.2 (—14dB) na frequéncia wy; = 1 rad/s.
MF = —36.9° na frequéncia wy, = 2 rad/s. Portanto, o sistema é instavel.
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Margem de ganho e de fase
MG e MF no diagrama de Bode

. 1
> A figura abaixo apresenta o diagrama de Bode de P(s) = s(s()Tl)?
20
Of-=--= T ngo-om oo st
| : MG = 20 (26 dB)
. SO.FQ.qsiizggB)% 7777777 :uf = lrad/s _90
as) [ N il ]
= | MF = +78.7° :
o) | wg =0.1rad/
T 60| -135
= [ %)
= I : 3
S gof---rmmmbooomoes N N —180 =2
B &
- oL
—120 |- —225
5 : : £P(jw)
_140j Ll llllHi L xxuui [N I 7270
1072 107! 10° 10" 10?

» Observacdo: Os comandos margin(H) e allmargin(H) fornecem as margens de
ganho e de fase, e as respectivas frequéncias de corte.
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Margem de ganho e de fase
MG e MF no diagrama de Bode

» A margem de ganho MG é dada por MG = 1/|P(jwy)|
em que a frequéncia de cruzamento de fase w; satisfaz:
ZP(jws) =—-180°(2n+1), n€eZ
» A margem de fase estd sempre no intervalo MF € [—180°, +180°] e é dada por:
{MF = +180° + ZP(jwy) , se ZP(jwy) <0
MF = —180° + £P(jwg) , se ZP(jwg) >0

em que a frequéncia de cruzamento de ganho wy satisfaz |P(jwy)| = 0dB.

» Para o célculo de MF usando a férmula acima, a fase de P(s) deve variar entre:
ZP(jwy) € [~360°, +360°]

» Se a fase estiver fora desse intervalo serd necessério adicionar multiplos de £360°:

MF = +180°(2n + 1) + ZP(jw,) , se ZP(jwy) <0
MF = —180°(2n + 1) + ZP(jwy) , se ZP(jwy) > 0

> Note que uma planta P(s) pode ter varios MG e MF, dependendo do nidmero de
cruzamentos dos pontos —180° e 0dB, respectivamente. Assim, poderdo haver
multiplos wy e wy, relacionados aos respectivos MG e MF.
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Margem de ganho e de fase

MG e MF no diagrama de Bode

> A figura abaixo apresenta o diagrama de Bode da planta P(s) dada por:

Camino, J. F.

P(s) = 2000

s? 4+ 54100

(s 4+ 10)(s? + s + 30)(s2 + s + 1000)

50 T
System: P
Gain Margin (dB): -4.48
Atfrequency (rads): 31.8
Closed loop stable? No
0

Magnitude (dB)
8
T

-100

System: P
Gain Margin (dB): 3.1

Closed loop stable? No

Atfrequency (rad/s): 6.54 \‘ /_/

System: P

Gain Margin (dB): 26.6

Atfrequency (radis): 9.29 i
Closed loop stable? No

15 L

T T T T T T — e
System: P System: P
Phase Margin (deg): 148 Phase Margin (deg): 75
Delay Margin (sec): 0.689 Delay Margin (sec): 0.0424
. At frequency (radis): 376 Atfrequency (radis): 30.9
> -90 - Closed loop stable? No Closed loop stable? No -
@ ¢
=2
3
© System: P
< Phase Margin (deg): -37
o -180 System: P N——f—-———-—————II Delay Margin (sec): 0.174--—-—-—-—-——-—-—-—-— -]
Phase Margin (deg): 8.50 Atfrequency (rad/s): 32.3
Delay Margin (sec): 0.024 Closed loop stable? No
Atfrequency (rads): 6.24 \{
Glosed oop stable? No Kv\'“
-270 = L L
10! 10° 10’ 10° 10°

(DSI/FEM/UNICAMP)
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Margem de ganho e de fase
MG e MF no diagrama de Bode

» O diagrama de Bode de P(s) = 2/(s + 1) apresentado abaixo fornece MF = 120°
em w, = /3. Esse sistema é estavel em malha fechada com ganho unitario.

» Portanto, K (s) pode fornecer um atraso de fase de até ZK (jwy)

—120°.

> Escolhendo K (s) = (s +3)/(s — 3), que fornece K (jw,) = —120°, em wy = /3,
com |K(jw)| =1, Vw, entdo G(s) = K(s)P(s) terda MF = 0°.

15 |-

0*,,

8 30| s
= P PGw)l S ]
3 B ME = 1200 | S
E [ - - - ZP(jw) I i L R
£-eof _ikge ocwe /o7
. I PRI
§ [ -- LG (jw) 4 7
s ! 7 B
—90 | R e 1
o= =S s T :,:“{*\* ************
[ | MF = 0° N
—120 IR Lol L] Lol
102 1071 100 10t
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Margem de ganho e de fase
MG e MF no diagrama de Bode
> E possivel que o sistema tenha MG = co ou MF = 00, como apresentado abaixo:

> P(s)=2/(s+1), com MG = co e MF = 120°.
> P(s)=0.2/(s+ 1), com MG = oo e MF = 0.
> P(s) =0.2/(s +1)3, com MG = 32dB e MF = co.
» E preciso ter cautela ao analisar a estabilidade usando MG e MF. O mais
aconselhavel é utilizar sempre o diagrama de Nyquist:
> P(s) =2(s+1)/(s(s —1)) é estavel com MG = —6dB e MF = 37°.
P(s) =2(s—0.5)/(s+ 2) é estavel com MG = 6dB e MF = —90°.
P(s) = 5(s+10)2/(s + 1)3 é estavel com MG = {—26,—10} dB e MF = 16.8°.
P( 10(s — 1) /(s + 1)* é instavel com MG = {—20,10} dB e MF = 48°.
P( —(s—3)2/(s(2s + 1)) é instavel com MG = 6dB e MF = 100°.

>
>
> P(s) =
> ) =

s

» Porém, para uma planta P(s), estavel, de fase minima, com P(0) > 0, o sistema em
malha fechada (com K (s) = 1) sera estavel sempre que:

todas as margens de ganho MG e de fase MF forem positivas.

> Notacdo: a frequéncia de cruzamento (ganho ou fase) também é chamada de
frequéncia de corte (ou crossover frequency).

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP) EM707 — Controle de Sistemas Mecanicos 61/86



Margem de ganho e de fase
MG e MF no diagrama de Nyquist

» A MG e a MF podem ser determinadas a partir do diagrama de Nyquist.

> Foi visto que a margem de ganho MG é dada por MG = 1/|P(jwys)| em que a
frequéncia de cruzamento de fase wy satisfaz ZP(jwys) = —180°(2n+ 1), n > 0.

» A margem de fase MF é calculada na frequéncia de cruzamento de ganho wy em
que |P(jwg)| = 1(0dB), ou seja, na intersecdo com o circulo unitério.

» A figura a esquerda apresenta uma planta em que MF > 0 e MG > 0dB.

N ~_ MF<0 .7 N
N T~ N

» A figura a direita apresenta uma planta em que MF < 0 e MG < 0dB.
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Margem de ganho e de fase
MG e MF no diagrama de Nyquist

> A figura abaixo apresenta o diagrama de Nyquist (para w > 0) da planta

s% + s+ 100

P(s) =2
(s) = 2000 (s +10)(s2 4+ s+ 30)(s2 + s + 1000)

Al equency (ids):6.54.
Gosed loop sablo? No.

Imaginary Axis

s
Real Adis

> O sistema apresentara (incluindo o trecho w < 0) duas voltas no sentido horario em
volta do ponto —1. Assim, existem dois polos instaveis em malha fechada.
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Margem de ganho e de fase

MG e MF no diagrama de Nyquist
10°

(s 4+ s+ 10)10°

» Diagramas de Nyquist e de Bode da planta P(s) =

Magnitude (dB)

1440 -
1620 -

10° Froquency (rads)
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Margem de ganho e de fase
Projeto de um ganho estatico usando MG e MF

» Exemplo: Determine a estabilidade do sistema para K(s) = K e P(s) = 1/(s + 1)*

Plje) = — 1-o)

2w

Gwt1)?  (1—w?)?+4w?

v

O root locus assegura que o sistema é estavel para K > 0.

Do diagrama de Bode, nota-se que |P(jw)| < 0dB e
ZP(jw) € (0°,—180°) para 0 < w < co. Assim, MG = co.

O diagrama de Nyquist estad apresentado ao lado.

Note que 1 envolvimento de K P(s) em torno de -1 cor-
responde a 1 envolvimento de P(s) em torno de —1/K.

Portanto, o sistema seré estavel sempre que —1/K es-

IR GRSE PR

Im

Im

tiver fora do contorno do Nyquist de P(s), ou seja:

-1/K <0
-1/K>1

= K>0
= —-1<K<0

—0.5

- K>-1
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Margem de ganho e de fase

Projeto de um ganho estatico usando MG e MF
1 Root Locus

» Exemplo: Considere a planta P(s) = SGTI)E
s(s

40

n
o

wy = 0.682
or : TN MG = 6.02dB|
-20t 1 >

-40t 1
T2 15 1 05 0 05 1 15 2
—_60} : : Real Axis (seconds ™)

Imaginary Axis (seconds™")
°

Magnitude (dB)

Nyquist Diagram

Imaginary Axis

i i = -3
107 107 10° 10 §
Frequency (rad/s)

-1
Real Axis

» Percebe-se que o sistema serd estavel sempre que —1/K < —1/2, ou seja,
0< K <2(6.02dB).
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Margem de ganho e de fase
Margem de atraso (MA)

» A Margem de Atraso (MA) é caracterizada pelo maximo atraso 7 > 0 que pode
ocorrer no sinal u(t) na entrada da planta P(s) antes do sistema tornar-se instavel.

> Note que um atraso 7 no sinal u(t), corresponde no dominio da frequéncia ao
produto por e~ "?, ou seja:

Llu(t = )pt —7)] = e Llu(t)]

como ilustrado na figura abaixo.

+ ) Ul(s)
R(s) ———+0O————> ¢~ 7¢ > P(s) - Y(s)

MF d Resposta ao degrau
» MA, em segundos, é dada por MA = — [rad] R
wy [rad/s]

> A planta P(s) = 2/(s + 1), com MF = 120° em
wy = V/3rad/s, fornece MA = 1.21s. 05l

» A figura apresenta a resposta ao degrau em malha of 12
fechada com 7 = 1.21 (no limite da estabilidade). 0 B n s 5
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Margem de ganho e de fase
Rela¢do da MF com o fator de amortecimento ¢

» Suponha que a malha aberta G(s) = K(s)P(s) seja dada pelo sistema padr3o:
G(s) = wi/(s(s + 2¢wn))

» Como MF é calculada na frequéncia em que |G(jwy)| = 1(0dB), tem-se

wg = wn/\/1+4¢* —2¢2
> Nessa frequéncia, o dngulo de G(s) é dado por
\/A/1+4¢h —2¢2

/G (jwg) = —Zjwg — Z(jwg + 2¢wn) = —90° — arctan

2¢
> Portanto, a margem de fase fica sendo: 122 [ w7
MF = 180° + ZG(ng) 805 100¢ 1
= arctan 2 Foor g
VITAG -2 g, |
P> Assim, na faixa 0 < ¢ < 0.7, uma aproxi- 20; |
mac3o bastante razoavel é dada por Jm ME == 90
o
MF ~ 100¢ 0 02 04 . 0.6 08 1
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Margem de ganho e de fase

Rela¢do da MF com o fator de amortecimento ¢

» Exemplo: A figura abaixo apresenta MF para as trés plantas

Gi(s) = wi/(s(s + 2Ciwn)),

em que (1 = 0.01, {2 = 0.6 e {3 = 30, com w, = 10.

Bode Diagram

i=1,2,3

100 |
50
g
Z |
@
°
2
S 50
(]
= System: G3
-100 - Phase Margin (deg): 90

Delay Margin (sec): 9.42
At frequency (rad/s): 0.167
150 b+ Closed loop stable? Yes 1

290 ——— . T T T
g
o System: G2
o -135F Phase Margin (deg): 59.2 —
3 Delay Margin (sec): 0.144 .
g System: G1
T At frequency (rad/s): 7.16 Phase Margin (deg): 1.15
Closed loop stable? Yes Delay Margin (sec): 0.002
\ At frequency (rad/s): 10
- Closed loop stable? Yﬁs
-180 ! . = ; — |
102 107" 10° 10 102 103

Frequency
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Projeto de controladores na frequéncia

Compensacgdo por avanco de fase

» O compensador por avanco de fase é dado por

~ Ts+1 Ks+z
IC =K = —
(5) als+1 as+p’

comO0<a<l e p>z>0

> Note a relag3o entre z, p, e aw dada por: z=1/T,p=1/(aT) e ap = z.

> O angulo de fase de K(s) é dado por #(w) = arctan(wT’) — arctan(aZw)
= —tan"! (Tw(a -1)/1+ aT2w2))

» Frequéncia em que a fase é maxima: e
= = e : ! .
w = Zp = —— ~ | |
¢Inax p T\/a -qg_) | : : . |
P> A fase maxima ¢max é dada por: s | : 201?;; (K/a) |
)
<z |
. I ol vl i
Sin Pmax = (1 — a)/(1 + «) : P ‘
Equivalentemente: - T
5 | i
a = (1 — sin ¢max)/(1 + sin Pmax) & g
g | < |
» O ganho em wy,_ ., é justamente: B

(06 )| = 2010 (K //a0) dB B
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Projeto de controladores na frequéncia

Compensacgdo por avanco de fase
» Exemplo: Considere a malha de controle padrdo com a planta P(s) = 1/(s(s + 1)).
» O desempenho desejado em malha fechada é dado por:

> erro estaciondrio a entrada rampa menor que 0.1;
» Sobressinal (overshoot) menor que 20%.

> Soluc3o: Calculando o erro estacionario a rampa R(s) = 1/s%, tem-se

, 1 1
e = 1 s g e Py ) = i EOR R0

» Como ess < 0.1, o ganho estético do controlador, dado por K(0) = R deve
satisfazer KC(0) > 10. Assim, o ganho é escolhido como sendo K = 10.

» O sobressinal desejado M,, < 20% implica que ¢ > 0.45, que por sua vez implica
uma margem de fase desejada MF > 45°.
> A frequéncia de cruzamento de ganho w, para f(P(s) é dada por

. 10

KP(jw,)| =1 — =1 = wi(w +1)=100
) g Ty + 1] s 1)

> Resolvendo essa equac3o, obtém-se wy, = 3.08 rad/s.
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Projeto de controladores na frequéncia

Compensacgdo por avanco de fase

> A fase de K P(s) na frequéncia w, é dada por

P(wg) = ZIA{P(j“Jg) =-90° - 72° = —-162°

» Portanto, a malha aberta kP(s) possui MF = 18°. Magnitude de |KP(jw)]

» Para se obter MF > 45°, é necessério adicionar wr
pelo menos 27°.

» Uma vez decidido o valor, por exemplo ¢ = 30°,

o parametro a é dado por: Womax
1-a . 1 1
sin =——=5sn30"==- = a=- 77dB
Prmax 1+a 2 3 wy = 3.08
» Na frequéncia wg,,,,, © aumento em magnitude de

K P(s) sera 20log(1/+/a) = 4.77dB.

> Para se determinar wg,,,. é preciso agora calcular a nova frequéncia de cruzamento
de ganho @ tal que |KP(j@)| = —4.77dB = 1/+/3, como segue:

10 1
= = 10V3=0Va2+l = wy,. =w=41
jwlljo+11 V3 ‘
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Projeto de controladores na frequéncia

Compensacgdo por avanco de fase

> Note que a fase de P(s), em w = 4.1rad/s, é dada por ZP(jw) = —166.3°. Assim,
a adic3o de 30° exatamente nessa frequéncia, fornecerd MF = 43.7°.

v

O zero do compensador esta localizado em

2= W Va = 4.1/V/3 = 2.37

v

O polo do compensador esta localizado em

p=z/a=237Tx3="711

v

O compensador fica sendo:

Ks+z s+ 2.37
K(s)igs—i—pi s+ 7.11

» Com esse compensador, MF = 43.7°, como esperado, e o sobressinal foi de
aproximadamente 29%.

Usando ¢max = 40°, foi obtido o compensador K(s) = 4621%

sobressinal de 20% e MF = 52.3° em wy,,,,. = wy = 4.58rad/s.

v

que fornece um
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Projeto de controladores na frequéncia

Compensacgdo por avanco de fase

. s+ 237 s+2.13
> Diagrama de Bode dos compensadores K1 (s) = 30———— e Ka(s) =46—————
s+ 711 s+ 9.82
35
% 30 - - 4
[}
°
2
'c
§’25 H 1
System: K2
> Frequency (rad/s): 4.58
20 i Phase (deg): 40 [
40 F T //- S T T
30+ a—— e
2 System: K1
o Frequency (rad/s): 4.1
o 20 Phase (deg): 30 Bl
g
o
| | ——

10" 102 10°
Frequency (rad/s)
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Projeto de controladores na frequéncia

Compensacgdo por avanco de fase

» Diagrama de Bode da malha aberta usando ambos os controladores K1 (s) e Ka(s)

100

80 - -

60 -

20 - -

Magnitude (dB)

40~ - B

60 =

-100 L L L I

90 = T T T T
“\\ System: P(s) K2(s)

Phase Margin (deg): 52.3
Delay Margin (sec): 0.2
At frequency (rad/s): 4.58
Closed loop stable? Yes

System: P(s) K1(s)
Phase Margin (deg): 43.7
Delay Margin (sec): 0.186
At frequency (rad/s): 4.1
Closed loop stable? Yes

Phase (deg)
g
T

180 \ . | ;
10?2 107 10° o' 10? 10°

1
Frequency (rad/s)
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Projeto de controladores na frequéncia
Compensacgdo por avanco de fase
> A figura baixo apresenta o diagrama de Bode de P(s), de 10P(s), de 10/s e de
K(s)P(s) com K(s) =30(s+2.37)/(s + 7.11)

Magnitude (dB)

-80 L I
-90
System: B*K
Phase Margin (deg): 43.7
-120 Delay Margin (sec): 0.186 i
At frequency (rad/sec): 4.1

Closed Ldop Stable? Yes

System: P
Phase Margin (deg): 51.8
Delay Margin (sec): 1.15
-150 - At frequency (rad/sec): 0.786
Closed Loop Stable? Yes

Phase (deg)

System: 10°P
Phase Margir (deg): 18
180 = i L A"’ ol d/‘gitgzoz;
- 1 0 t frequency (rad/sec): 2
10 10 10 Closed Loop Stable? Yes 10

Frequency (rad/sec)
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Projeto de controladores na frequéncia

Compensacgdo por avanco de fase

» A figura abaixo apresenta a resposta ao degrau para o sistema em malha fechada

usando: P(s), 10P(s) e K(s)P(s), com K(s) = 30(s +2.37)/(s + 7.11)

System: 10'P

Peak amplitude: 1.6
Overshoot (%): 60.5
Attime (sec): 1.01

———10P
— px |

L I 1
14 ‘f \ System: P
| Peak amplitude: 1.16
= | Overshoot (%): 163
System: P*K A Attime (sec): 3.6 |
ot o ru b Ry
ershoot (%): \ /
Attime (se0):0.714 | 1\ | / \!
8 kI ‘ —
2 [ / \ —
g /‘\‘ o/ I
< o8l [l 11 VA ] 5
| /
[ I
[ \Vi I
Lo 4
06 [ ‘
|
i I
|
04l 1 I 1
' H I I
I i/ I
0.2 “‘ | | o
VA I
/1 I
0 | | | |
0 2 4 6 10
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Projeto de controladores na frequéncia

Compensacdo por atraso de fase

» Para o compensador em atraso de fase, as formulas anteriores se mantém validas,

porém a > 1:

K(s)

Kk Ts+1 7&5—}—2
T als+1 as+p’

coma>1 e z>p>0

» A forma do diagrama de Bode esta apresentada na figura abaixo.

Magnitude (dB)

Fase (graus)

20 log(K)

20 log(K /o)

» Com esse compensador, é possivel aumentar o ganho estatico da malha aberta sem

alterar a frequéncia de cruzamento de ganho, mantendo assim a MF original.
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Projeto de controladores na frequéncia

Compensacdo por atraso de fase

>

v

Exemplo: Repetir o problema anterior em que P(s) = 1/(s(s + 1)) usando o
controlador em atraso de fase.

O ganho estatico para garantir um erro estacionario de 0.1 tinha sido determinado
como sendo K(0) = 10. Assim K = 10.

Notando que P(s) tem MF = 51.8° em w, = 0.786, que ja atende a especificacdo
¢ > 0.45, pode-se entdo escolher o = 10 de forma a manter w, e MF inalterados.

A escolha de T" determina a localiza¢do do polo e do zero. Para nio alterar wy e MF,
o ideal é alocar o polo e o zero bem abaixo da frequéncia de cruzamento de ganho.

Escolhendo T' = 100, tem-se z = 1/T = 0.01 e p = 1/(aT) = 0.001, fornecendo:

Kl(s):§s+z s+ 0.01

as+p s+0.001

Observacdo: N3o deve-se selecionar a localizacdo dos polos numa frequéncia mais
baixa do necessario, como por exemplo, o compensador abaixo:

s+107*

’CQ(S) = 78 T 10-5
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Projeto de controladores na frequéncia

Compensacdo por atraso de fase

» Diagrama de Bode de 10P(s), L1(s)
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» Percebe-se que ambos os controladores forneceram as especificacdes desejadas.

> No entanto, o compensador K2(s) possui polos muito mais préximos do eixo

imaginario; o que n3o é algo desejavel.
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Projeto de controladores na frequéncia

Compensacdo por atraso de fase

> Exemplo: E possivel calcular IC(s) para fornecer MF de forma quase exata.

» Suponha que se deseje uma margem de fase MF = 45° para o exemplo anterior em
que a planta é dada por P(s) = 1/(s(s+1)) e K = 10, para fornecer K, adequado.

» Assim, o dngulo na (nova) frequéncia de cruzamento de ganho w, devera ser

» Como a fase de 10P(s) ja passa em —135°, basta agora determinar a frequéncia

/P(jwy) = —180° + 45° = —135°

corresponde de forma a fazer com que seja wy.

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP)

Magnitude (dB)

Phase (deg)

100 T
System: 10P

50 i Frequency (rad/s): 1
— Magnitude (dB): 17
—
0 =
L
\,
501 ~__
100
-90 =
135 -
-180 T
102 107! 10° 10!

Frequency (rad/s)

EM707 — Controle de Sistemas Mecénicos

81/86



Projeto de controladores na frequéncia

Compensacdo por atraso de fase

> A frequéncia de cruzamento de ganho wy é determinada como segue:

—135° = /P(jwy) = —Ljwg — Zjwg +1=—90° —tan ' w, = w, = lrad/s

> Nessa frequéncia, considerando que K = 10, a magnitude é

=5V2=17dB

wg=1

’10P(ng)

> Assim, K(s) precisa remover exatamente —201log,(5v/2) = —17dB para que a
nova frequéncia de cruzamento de ganho esteja exatamente em w, = lrad/s.

> Como o ganho total (desconsiderando K) de K(s) é —20log,,(a), tem-se o = 51/2.

» Escolhendo-se a localizacdo do compensador, significativamente abaixo da nova
frequéncia de corte, por exemplo, em we,,,. = wy/200 = 0.005rad/s, tem-se:

T =1/ (wpmava) = 752121, z=1/T =0.0133 e p=1/(aT)=0.0019

» Assim, o controlador fica sendo: K(s) = ggz 1;; = %%
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Projeto de controladores na frequéncia

Compensacdo por atraso de fase

> A figura (esquerda) apresenta o diagrama de Bode de L(s) = K (s)P(s) em que:
1 10 (s + 0.0133)

P(s)

- s(s+1)

Bode Diagram

K(s) =

~ 52 (s + 0.0019)

Bode Diagram

Gm = Inf dB (at Inf rad/s) , Pm = 44.3 deg (at 1 rad/s)

Gm = Inf dB (at Inf rad/s) , Pm = 44.9 deg (at 1 rad/s)
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» A margem de fase obtida foi MF = 44.3° ao invés de MF = 45°. Note que que esse
controlador contribui com uma fase negativa (embora pequena) em torno de wy.

> A figura (direita) apresenta o diagrama de Bode com o compensador projetado
usando-se wg,... = wy/2000 = 0.0005rad/s, que fornece MF = 44.9°.
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Projeto de controladores na frequéncia
Projeto de forma a garantir MF e w, exatos
» Exemplo: Também é possivel efetuar o projeto de K (s) de forma a fornecer
precisamente uma margem de fase MF desejada numa frequéncia especifica wy.

> Considere o problema anterior em que P(s) = 1/(s(s + 1)) com a seguinte
especificagdo: MF = 63° em w, = 3.08 rad/s.
» Suponha que o controlador tenha a seguinte forma:

K(s):KSj:z
s+p

> As equacdes que fornecem MF = 63° em wy, = 3.08 rad/s s&o dadas por:
|K (s)P(s)] =1(0dB) e  ZK(s)P(s)| L, =17
Ss=, wWg

s=jwg

» A primeira equacdo fornece

P(s)

K jwg + 2

; P(jwg)| =1
02 Pl

‘Ks—kz -1 -

sS+p

s=jwg
» Como |P(jwg)| = 0.1026, tem-se assim:

ljwg + 2|

- =1/|P(jwg)| =9.974
o = 1/1PGy)|
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Projeto de controladores na frequéncia
Projeto de forma a garantir MF e w, exatos

> Da condicio LK(s)P(s)‘ i, = ~LIT° com ZP(s)[s=jw, = —162°, obtém-se
S=, (/Jg
LK (jwg) = L(jwg+2)—ZL(jwg+p) = B =45° = arctan 29— arctan 22 —45°
D z
> Aplicando a relacdo trigonométrica (notando que tan™*(tan(z)) # z)

_ tana—tanf
tan(er = f) = T tan(d)

com a = arctanwg/z e § = 45° (tan45° = 1), obtém-se

Wy _  wg/z—tanf wg — ztan B8 N p_wg(wgtanﬁ—i—z)

p 1+ (wg/z)tanf  z+ w,tan B wy — ztan

> Escolhendo z = wy/3 = 1.03, tem-se p = 2wy, = 6.16. O ganho K é obtido de

kB9t _ggry o arar —9om = K =216
ljwg +
» O controlador, que fornece exatamente MF = 63° em wy, = 3.08 rad/s, é dado por
s+ 1.027
K(s) =21.158————
(s) 616

» Nesse projeto, o ganho estatico K n3o pode ser arbitrariamente especificado.
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Projeto de controladores na frequéncia

Projeto de forma a garantir MF e w, exatos

» Para dados wy e 3, a relacdo entre p e z é dada por

com S o angulo que o controlador K (s) deve fornecer para garantir MF e wy.

_ wy(wgtan B + z)
wg — ztan

_ (P — wy tan §)

wg + ptan

> Note que z estd limitado por z < wy/tan 3. O valor de z que produz o maior ganho
estatico é obtido no limite com z — wy/tanf e p — 4o0.

v
O H N Wk 0ot & N @
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Planta P(s) = 1/(s(s + 1))

MF = 63°
wg = 3.08 rad/s

s+ z
s+p

Controlador: K(s) = K
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