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Nota ao leitor

» Estas notas s3o baseadas principalmente nas referéncias:

» K. Ogata, Engenharia de Controle Moderno, 4% edicio, Pearson Education do Brasil,
2003.

» G. F. Franklin and J. D. Powell and A. E.-Naeini, Feedback Control of Dynamic
Systems, 6th Ed., P.-Hall, 2010.

» Material suplementar:
» R. C. Dorf and R. H. Dorf, Sistemas de controle Modernos, 8% edicdo, LTC Livros

Técnicos e cientificos, 2001.

> R. Rowland, Linear Control Systems: Modeling, analysing, and design, John Wiley

J.
& Sons, Inc., 1986.

» B. C. Kuo, Automatic Control Systems, 7Tth edition, Prentice Hall, 1994.
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Introducao

Conceitos basicos

» Controle: é o processo que leva varidveis de um sistema a se ajustarem a valores

desejados, chamados de valores de referéncia.

» Controle automatico: ndo ha interferéncia humana. Por exemplo, no controle de
temperatura cuja ac3o de controle (liga/desliga) é regulada por um termostato.

» Planta: representa o modelo do sistema fisico em estudo.

» Sistema em malha aberta: controle de trafego, maquina de lavar roupa, etc.

referéncia

controle

planta

saida

> Realimentacdo: é o processo de medir a varidvel de controle (por exemplo, a
temperatura da sala) e usar essa informacdo para influenciar na a¢3o de controle.

» Sistema em malha fechada: controle de velocidade de um motor, controle de
navegacdo de um avido, etc.

referéncia

saida
> controle planta —
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Introducao

Aplicagées industriais

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP) EM707 — Controle de Sistemas Mecanicos



Introducao

Sistema de controle em malha aberta

» Considere o seguinte exemplo de um sistema em malha aberta, em que v; é uma
tensdo de entrada, v, é a tensdo de saida e R; sdo resisténcias.

» Definindo r = v;, y = v, € P por

Ry

P=_"2_
Ri+ Ro

o diagrama de bloco para esse circuito é
T Yy

P —

» Assim, y = Pr = Ry/(R1 + R2)r. Se Ry = R1 = 1012, entdo y = r/2.

» Note que se P variar, a saida y também variarad. Por exemplo, se P — P 4+ P,
entdo y = Pr + 0Pr.
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Introducao
Sistema de controle em malha fechada
» Considere o exemplo anterior numa configuracdo em malha fechada, em que o
controlador K é um ganho estatico (uma constante).

r fOe‘K u;P Y

.

» Calculando o sistema em malha fechada, obtém-se

y = PKe
r—y

= y = PK(r —vy)

» Colocando y em evidéncia, tem-se

PK

Y=1¥pPK"

» Assim, se PK > 1, tem-se que y =~ 7.
» Por exemplo, se P =1/2 e K =100, tem-se PK =50 e y =50/51r = y =~ r.

» A saida do nosso circuito é simplesmente a referéncia desejada. Note que a saida é
insensivel a variacao em P.
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Introducao

Supressdo de distirbio

» Considere o diagrama abaixo em que P é a planta, r é o sinal de referéncia, y é a
saida e d é um distirbio exdgeno.

» O distlrbio d pode por exemplo ser um ruido contaminando o sinal medido por um
transdutor.

P> A saida desse sistema é dada por
y=Pr+d

» Fica claro que nessa configurac3o, a saida é fortemente influenciada pelo distirbio d.
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Introducao
Supressdo de distirbio

> Considere o sistema em malha fechada em que K é um ganho (controlador).

dl
r + e + Y
— 20—~ P 0

» Para obter o sistema em malha fechada, procede-se como segue

y=Pe+d

= =P(r—Ky)+d
e:r_Ky} y = P( )

» Colocando y em evidéncia, tem-se

P n 1 d

14 PK)y = P _
I+ PRy =FPri+d =  y=15p"+ 1 pg

» Agora, se PK > 1, entdo
~ i7" + L d
YEK"TPK

» Nessa configuracdo, o efeito do distiirbio é mitigado na saida do sistema, porém, se
K > 1, a saida também sera praticamente nula.
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Introducao

Supressdo de distirbio
» Considere a configuracdo abaixo que utiliza dois ganhos (controladores) K e K.

d

+
Jr
r o e Jop ® Y

» Para obter o sistema em malha fechada, procede-se como segue

y=PKie+d

} = y=PKi(r— Kyy)+d
e=r—Ksy

» Colocando y em evidéncia, tem-se

__PE L,
o 1+PK1K2 1+PK1K2

(1+PK1K2)y:PK17”—|—d = Yy

» Agora, é possivel escolher K1 e K2 de forma a mitigar o efeito do distirbio d e fazer
com que a saida y se aproxime da referéncia r.
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Introducao

Supressdo de distirbio
» Suponha que P = 10 e a relacdo entrada/saida desejada seja y = 107 (com d = 0).
» Assim, o sistema inicial em malha aberta fica sendo y = 107 + d.

» O sistema em malha fechada com P = 10 fica sendo

B 10K, - 1 J
T 14+ 10K K> 1+ 10K, K>

Y

» Note que é impossivel eliminar totalmente o ruido com valores finitos de K1 e Ko.

» Suponha que se deseje uma influéncia maxima de 10% do distdrbio d na saida y:

1

—d| <0.1
1+10K1K2d <0 |d‘

v

Essa equacido é satisfeito sempre que

1
——— <0.1
14+ 10K1 K> =0
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Introducao

Supressdo de distirbio
» Usando a relacio desejada para a saida, tem-se

10K,

— =10
1+ 10K1 K>

y=10r =

P E necessério resolver as duas equagdes simultaneamente:

1
S —
1+ 10K K> 0
10K,
1+ 10K K2 10

» Substituindo a primeira equacdo na segunda, obtém-se

10K,

0 =10 = K; =10

» Substituindo K7 na segunda expressdo, fornece

10 9
R = Ko = ——
1+ 100K, 7 100

» Portanto, a saida do sistema fica sendo y = 10r 4 0.1d.
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Introducao

Acdes de controle basicas

» Controle do tipo proporcional, integral e derivativo.

» Considere a malha de controle apresentada abaixo.
Acdo de
Referéncia  + - erro Controle saida
() > Controlador > Planta >
r(t) - e@®) u(t) y(t)
» Ac3o de controle proporcional:
u(t) = Kpe(t)
» Ac3o de controle integral:
du(t ‘
YO - kyety = ut)=Ki | e(r)dr
dt o
» Ac3o de controle proporcional-integral-derivativo:
t
de(t
u(t) = Kp e(t) +K1/ e(r)dr + Kp Z(t)
0
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Propriedades de sistemas continuos
Conceitos basicos
» Considere o sistema abaixo, em que x(¢t) é a entrada e y(t) a saida.

R e A

> Linearidade: Sejam y1(t) e y2(t) as saidas para as entrada z1(t) e z2(t),
respectivamente. Ent3o, o sistema é linear se a saida para a entrada

z(t) = ax(t) + Pa2(t)  for  y(t) = ayi(t) + Py2(t)

Exemplo: O sistema (t) = «(t) com y(0) = 0 é linear, ja que

¢ t ¢
y:/ax1+ﬁx2:a/ acl-i-ﬁ/ T2 = ayi + By2
0 0 0

Exemplo: O sistema 9(t) + y2(t) = 2(t) com y(0) = 0 n3o é linear, j4 que para uma
entrada constante qualquer z(t) = ¢, a saida é dada por

y(t) = V/c tanh(y/ct)
que claramente é uma relagdo ndo linear. Para & = c¢1 + c2, tem-se y # y1 + yo.

» Também conhecido como principio da superposicdo:
F(z1 + x2) = F(z1) + F(z2) Aditividade
F(az) = aF(x) Homogeneidade
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Propriedades de sistemas continuos

Conceitos basicos

» Causalidade: Um sistema é dito causal (n3o antecipativo), se a saida num instante
de tempo 7 depender apenas de valores da entrada em ¢ < 7.

Exemplo: O sistema y(t) = cos(t + 1) z(¢)x(t — 3) é causal, ja que a saida no
instante ¢ = 7 depende da entrada no instante 7 e no instante passado 7 — 3.

Exemplo: O sistema y(t) = cos(t) z(t + 1) n3o é causal, ja que a saida no instante
t = 7 depende da entrada no instante futuro 7 + 1.

» Invaridncia no tempo: Se y(t) é a saida de um sistema invariante no tempo quando
z(t) é a entrada, entdo y(t — 7) serd a saida quando z(t — 7) for a entrada.

Exemplo: Seja y(t) = tz(t). Seja y:(t) a saida para a entrada z;(t). Ent3o:
ya(t) = twa ()
Seja z2(t) = x1(t — 7), entdo
y2(t) = twa(t) = tx1(t — 7)
No entanto,
yi(t—7) = —7)o(t —7) # y2(t)
Portanto, esse sistema n3o é invariante no tempo (é um sistema variante no tempo).
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Transformada de Laplace

Propriedades e aplicagdes

» A transformada de Laplace converte equacdes diferenciais no dominio do tempo em
equacdes algébricas de uma variadvel complexa s.

» Operacdes de diferenciacdo e integracdo s3o transformadas em operacdes algébricas,
facilitando a resolucdo das equacdes diferenciais.

» A transformada de Laplace também permite analisar o comportamento dindmico de
um sistema linear sem a necessidade de se resolver a equacdo diferencial.

» A transformada (unilateral) de Laplace é dada por

P =2l = [ e ar
o—
em que s = 0 + jw é uma variavel complexa.
» Essa integral convergird sempre que
lf®)]e 7" =0 com t— oo.

» Se esse limite for a zero para o > o, e divergir para o < o., entdo o. é chamado de
abcissa de convergéncia.
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Transformada de Laplace

Propriedades e aplicagdes

» Funcdo exponencial. Seja a > 0. Considere a funcio f(t) dada por

Ae ™ set>0
f(t) =
0 ,set <0
» Ent3o, a sua transformada de Laplace é dada por

F(s) = L{f(1)] = / T ettt = A / T e gy
0

0

> Essa integral converge se a4+ o > 0, ou seja, 0 > —a.

» Assim, a abcissa de convergéncia é 0. = —a.
» Regido de convergéncia é o semiplano direito delimitado pela reta s = —a + jw, Vw.
jw
—Q
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Transformada de Laplace
Propriedades e aplicagdes
» Prosseguindo com a integracdo, tem-se

oo

P = £l =4 [ e e
0

a+s o
_ =4 lim e~ @+t 4 Aieo A
a + 8 t—oo a+s a+ s
» Essa funcdo tem polo em s = —a.
> Vale salientar que a fun¢do F'(s) é valida para todo o plano s, exceto em s = —au.

» Funcdo degrau unitario. Essa funcdo é dada por

ﬂﬂ:{l,%t>0

0 ,set<0

» Sua transformada de Laplace é dada por

678t e

Ng:ﬁﬂM:/)f“&:f

S
0

» O degrau unitario é usualmente denotado por f(t).
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Transformada de Laplace

Propriedades e aplicagdes

» Funcdo rampa. Essa funcdo é dada por

t ,set>0
f(t) =
0 ,set<0
» Sua transformada de Laplace é dada por
1
F(s) = LI/ (0) =
» Prova. Integrando por partes, tem-se
o] —st |° oo —st
s 1
/ te™t dt = 1= —/ C _dt=
o =s |, 0 S S
ja que
—st |° oo —st oo
1 _ 1
tS | =0 e —/ Cdt=—=et =5
=s |, 0 S S 0 S

» Generalizando, é possivel mostrar que
n!
LIt"u(t)] = pny

18 /54
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Transformada de Laplace

Propriedades e aplicagdes

» Funcdo impulso unitario. Considere a fung3o f,(t) dada na figura abaixo.

fa(t)
1/a2 ——
" Funcdes pulso de area unitiria A =1
T centrada em to
1/@1 1 a a
l< > al fa(t): g ,seto—5§t§t0+§
1/ao 0 ,caso contrario
- o0
t
to

» A func3o delta de Dirac pode ser definida por
0(t —to) = lim fa(t)
a—0

» Algumas propriedades do delta de Dirac sdo:
1. §(t —to) =0, para t # to;

2. ff‘;o 5(t—to)dt = 1;

3. 7 F(1)3(t—to)dt = f(to)-
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Transformada de Laplace

Propriedades e aplicagdes

» Aplicando a transformada de Laplace na funcdo delta de Dirac, tem-se:

oo

F(s) = L[6(t)] :/ S(t)e *tdt =1

o0-
» Note que um sinal continuo qualquer pode sempre ser escrito como

z(t) = / z(1T)é(t — 7)d7

oo

» Funcio senoidal. Seja w > 0. Considere a funcio f(t) dada por

sin(wt) ,set >0
t) =
1@ {O ,set <0

» Ent3o, a sua transformada de Laplace é dada por

> ejwt _ e*jwt et
L[f()] = — e *'dt
o= [ =5

= i /OO 67<s*jw)t dt - /Oo 67(s+jw)t dt
2i \Jo 0

L1 e Tt [N 1 1) w
9 s —jw 0 T2 \s—jw s+jw/)  s2+w?
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Transformada de Laplace
Propriedades e aplicagdes

» Funcdo transladada no tempo.

f@), f(t—a)pu(t—a)

» A transformada de Laplace dessa funcdo transladada é dada por
clp(e-a)utt == [ 1= 0)ut- ape
0

» Aplicando a substituicdo de variavel 7 =t — «, tem-se

LIf(t—a) plt - a)] = / F@)u(r)e T dr = / F(r)e e dr

= °¢ / f(n)e*Tdr =e " L[f(t)] = e **F(s)

em que F(s) é a transformada de Laplace da funcdo f(t).
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Transformada de Laplace

Propriedades e aplicagdes

» Exemplo: Considere a funcio pulso retangular apresentada na figura abaixo.

f)

» Essa funcdo pode ser escrita como a diferenca de dois degraus:

f@#) = pn@) — ut —to)

» Aplicando a transformada de Laplace, tem-se

LW = 2 = Llut —to)] = 2 — 102 =

—st
S S S (176 0)

» Linearidade. Se X1(s) = L[z1(¢)] e X2(s) = L[z2(t)], entdo

[V

Lla: () + Bra(t)] = aXi(s) + BXa(s)
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Transformada de Laplace

Propriedades e aplicagdes

» Teorema da derivacdo real: E[%f(t)] = sF(s) — f(0)
» Prova. Integrando por partes, tem-se:

e g
/f at = f(H) —/0 A

_fO 1,4
s sﬁ[dt

» Portanto,

f(@)]
» Pode-se ainda mostrar que
LI5S 1] = S F(s) - 5£(0) ~ F(0)

d
> Prova. Seja g(t) = gf(t). Aplicando o resultado acima, tem-se:

ﬁ[%g(t)} = sL[g(t)] - g(0) = s[sF(s) — £(0)] - f(0)

» De forma similar, pode-se mostrar que

L[ 0] =" F ) = 7L (0) = 7 2(0) = = sf 2 (0) - £ 0)

em que f(™ & a derivada enésima da funcio f(t).
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Transformada de Laplace

Propriedades e aplicagdes

» Exemplo: Considere o circuito elétrico da figura abaixo.

» A equacdo diferencial que governa o comportamento dindmico é dada por
Toc(t) +vc(t) =ve(t) < 0c(t)+ arve(t) = arve(t)
em que 7 = RC, a1 = 1/7 e vg(t) é a tens3o de entrada.
» Considere que v (0) = veo e que ve(t) é o degrau de amplitude E.
» Aplicando a transformada de Laplace, obtém-se

E
sVe(s) —veo + a1Ve(s) = ax .

» Equivalentemente, tem-se

vco
Vil(s) =
c(s) s+ a1 +als(s+a1)
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Transformada de Laplace
Propriedades e aplicagdes

» Aplicando a transformada inversa na express3o

Vo E Vo 1 1
\% = = E(=—
c(s) s+a1+als(s+a1) s+a1+ (s s+a1)

obtém-se finalmente tens3o no capacitor:
ve(t) = veoe T+ E(l - e_t/T), t>0

» O gréfico abaixo apresenta a resposta para 7 = 0.2, vco = 0.6 [V] e vg(t) = 2 [V].

2 4

1.5
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Transformada de Laplace

Propriedades e aplicagdes

> Funcio transladada na frequéncia. Multiplicacdo de f(t) por e™** :

£k“7@ﬂz/)fw€“””&:F@+m

em que F'(s) é a transformada de Laplace da funcdo f(t).

» Exemplo: Lembrando que a transformada de Laplace da funcdo senoidal é

L [sin(wt)u(t)] = SQJ“:—WQ
obtém-se w
C I:e—at sin(wt),u(t)] = m

» Integral de convolucdo. A convolucdo f1(t) * f2(t) entre fi(t) e f2(t) é dada por

ﬁ@*h@=/ ﬁh%@fﬂﬁz/‘ﬁ@fﬂMﬂM=hw*ﬁm
Aplicando Laplace, tem-se:

LIf1@) * f2(8)] = Fi(s)Fa(s)
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Transformada de Laplace

Propriedades e aplicagdes

» Teorema da derivacdo complexa. O teorema é dado por:

LI (0] =~ F(s)

» Exemplo: Suponha que se deseja determinar a fun¢do f(¢) que gerou a seguinte

transformada de Laplace:
2
F(s) = ———=
(s) B

» Essa funcdo f(t) pode ser facilmente obtida do teorema da derivacdo complexa.

> Lembrando que Lle "u(t)] = , tem-se

(s+1)

_— d 1 !
Llte™ p(t)] = Tds(s+1)  (s+1)2

» Aplicando, novamente a propriedade, obtém-se

d 1 2

Lltte Hu(t)] = Tds(s+ 12 (s+1)3

> Consequentemente: f(t) =t%e™", t>0
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Transformada de Laplace

Propriedades e aplicagdes

> Teorema do valor final. Se z(t) = 0 para t < 0 e lim;—,o z(¢) é finito, entdo
lim z(t) = lim sX(s)
t—o0 s—0

» Exemplos: Calcule o limite de f(t), com t — oo, para F(s) dada por

1 1 1 £t
F(s)= — ==~ _ £
(5) s(s+1) s s+1

» Pelo teorema do valor final, tem-se

fOy=1—-e*t>0

1

1
lim f(t) = lim sF(s) = li
S = R = I i1 =
> Teorema do valor inicial. Se x(t) = 0 para ¢ < 0 e x(t) ndo contiver impulsos em
t =0, entao
z(07) = lim sX(s)

S§—00

» Exemplos: Suponha que F'(s) seja dada por

Assim

f(0%) = lim sF(s) = lim

s—00 s—o0 S + 1
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Inversa da transformada de Laplace

Método da decomposicdo em fragdes parciais

» O método é usado para decompor uma func3do racional

P(s)  bos™+bis™ L+ bm15+bm
F(s) = =
Q(s) s 4 a1s" "+ an—15+ an

em fracGes mais simples:

= Fi(s) + Fa(s) + -+ + Fu(s)

> Assim, a transformada inversa dos Fj(s) pode ser facilmente determinada:
F) = L7F(s)] = L7 FU()] + L7 [Fa(s)] + -+ L7 [Fu(s)]

> Note ainda que a funcio F'(s) pode ser reescrita como

F(s) = P(s) :K(S_Zl)(S_ZQ)"'(S_Zm)

Q(s) (s=p1)(s—p2) (s —pn)

em que p; e z; sdo, respectivamente, os polos e os zeros de F(s).

» Para efetuar essa decomposicdo, as seguintes hipdteses serdo necessarias:

1. Os polinémios P(s) e Q(s) s6 possuem coeficientes reais;
2. Os polinémios P(s) e Q(s) ndo possuem fatores em comum;

3. O grau do numerador m é estritamente menor do que o grau do denominador n.
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Inversa da transformada de Laplace

Método da decomposicdo em frages parciais: polos distintos

» Considerando que os polos da funcio F(s) sdo distintos, pode-se reescrevé-la como

c c c Cn
F(s) = L + 2 4+ k + .+
S —p1 s — p2 S — Pk S —Pn
em que ¢ é o residuo do polo px em s = pg, parak=1,...,n.

» Para determinar ¢, multiplica-se F'(s) em ambos os lados por (s — pi):

(s —py)F(s) = 2 =p) peaomp) oy en(smpe)
5 —p1 5—p2 5= Pn

» Calculando essa expressdo em s = pg, obtém-se
ek = [(s = p) F(8)]s=py,

Ck
S — Pk

> Como £ { } = cre’ ' u(t), tem-se

f@)=L7F(s)] = c1e” + o€ o £ cpePE 4 et >0
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Inversa da transformada de Laplace

Método da decomposicdo em frages parciais: polos distintos

» Exemplo: Suponha que F'(s) seja dada por

s+ 2
F(s) = 21
Assim,
s+2 c1 C2
PO = ane = ~s+1 e
_als—j)te(s+i)  (atce)s+jlcz—c)
I CES [CE ) (s+i)(s—1J)
Fornecendo:

c1+cy=1, c2—c1=2/j =—2j
» Resolvendo essas duas equacdes, obtém-se
ca=1/24j e c2=1/2—]
Portanto, 24y 12—
F(s) = TJJ + ?JJ
» Aplicando a transformada inversa, obtém-se
f@)=LF(s)] = (1/2+j)e " + (1/2 —j)e'* = cos(t) + 2sin(t), t>0
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Inversa da transformada de Laplace

Método da decomposicdo em fraces parciais: polos multiplos
» O procedimento é bastante similar ao adotado no caso anterior.

» Considere a funcdo

s +25+3
F(s) = —————
» Como F'(s) possui trés polos miltiplos em s = —1, tém-se trés termos como segue:
C1 C2 C3
F(s) = + +
(s) (s+1) (s+1)2 (s+1)3

> Multiplicando ambos os lados por (s + 1), tem-se
(s+1)°F(s)=c1(s+1)° +cals+1)+c3
Portanto,
c3 = [(s + 1)3F(s)]5:
» Para determinar os outros coeficientes, deriva-se a equacdo acima, que fornece

% [(S + 1)3F(5)] =c2+2ci(s+1)

—1

Portanto,

o = % (s +1)°F(s)] __,
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Inversa da transformada de Laplace
Método da decomposicdo em fraces parciais: polos multiplos
» De forma similar, determina-se o termo ci:
2

d
12 [+ D F)] =20
» Para esse exemplo, dado por
24+25+3
F(s):% = (s4+1)°F(s) =5 +2s+3
tem-se

c3=[(s+1)°F(s)]s=—1 = [ + 25 + 3]s=—1 = 2
c2 = %[52 +2543ls=—1 =[25+2]s=—1 =0

1d*
0125@[ +28+3}S:_1:1

Portanto,
1 2

F(s) = +
(s) (s+1) (s+1)3
» Aplicando a transformada inversa, tem-se

= {sil} +L [(551)3} =e ' +tPe T =1+, t>0
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Inversa da transformada de Laplace

Resolucdo de equagdes diferenciais

» Resolucdo de equacdes diferenciais ordinérias lineares usando Laplace.
» Exemplo: Determine a solucdo homogénea da seguinte equacdo de movimento:
mi(t) + ky(t) = 0, “Equacdo homogénea”

com condic¢des iniciais

y(t = 0) = yo, y(t =0) =go

» Denominando por Y (s) a transformada de Laplace de y(t), ou seja, Y (s) = L[y(t)]
e lembrando que
LIj(1)] = s*Y (s) — sy(0) — 5(0)
tem-se

m (SQY(S) — syo — yo) +kY(s)=0 = (m52 + k:) Y (s) = myos + myo
Portanto,
1

Y
(5 —,

_ S : 2 _
_y052+w%+y032 wn, =k/m

> A transformada inversa fornece
y(t) = Eil[Y(s)] = yo cos(wnt) + z—o sin(wnt), t>0
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Inversa da transformada de Laplace

Resolucdo de equagdes diferenciais
» Exemplo: Determine a solucdo impulsiva da seguinte equacdo de movimento:
my(t) + ky(t) = 4(t), “Equacgdo ndo homogénea”
com condicdes iniciais nulas:
y(0) =9(0) =0
» Aplicando a transformada de Laplace, tem-se
(m82 + k) Y(s)=1

ou seja,
1/m

Y(s) = 2t

w2 =k/m

» A transformada inversa fornece

y(t) = LY ()] = mi sinwnt), ¢>0

n

> A resposta impulsiva, denotada por h(t), é de grande importincia na anlise linear
de sistemas. Ela é calculada com condicdo inicial nula para um impulso em ¢t = 0.

> Exercicio: Mostre que a resposta ao impulso h(t) pode ser convenientemente
calculada usando a equacdo homogénea com uma condicdo inicial apropriada.
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Inversa da transformada de Laplace

Resolucdo de equagdes diferenciais

» Exemplo: Determine a resposta impulsiva do sistema abaixo.

4_)11(0

OO

» Para esse sistema, a equacdo de movimento é dada por

mi(t) +cy(t) + ky(t) = kp(t)

sendo
» m a massa do carro;
P ¢ o coeficiente de amortecimento;
> k a rigidez da mola;
> p(t) uma entrada em deslocamento.

» Primeiramente, rescreve-se a equacdo acima na forma padrdo:

. . 2 2
§(t) + 2Cwny(t) + way(t) = wyp(t)
sendo
» wy, = +/k/m a frequéncia natural do sistema;
> c. = 2mw, o amortecimento critico;
» (¢ =c¢/cc o fator de amortecimento;

> wy=wny/1—C¢2%com0< (<1 a frequéncia natural amortecida.
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Inversa da transformada de Laplace

Resolucdo de equagdes diferenciais
» Aplicando a transformada de Laplace com condicdes iniciais nulas, obtém-se

7Y (s) + 2¢wnsY (s) + w2Y (s) = w2 P(s)

Portanto,
UJ2
V()= ——m P
(5) 82 + 2Cwns + w? (s)
» Considerando que a entrada é um impulso p(t) = 6(¢), ou seja, P(s) = 1, tem-se

2
w

H(s)=Y(8) = ——"-""—

(s) (s) 52 + 20wn s + w3

» Completando o quadrado, tem-se

_ Wn Wd
H(S)* <ﬂ> (5+Cwn)2 +w3

» Lembrando da propriedade do translado na frequéncia

L [e’at Sln(wt)] = (Sﬁ»(;;ﬁ

a resposta impulsiva fica sendo
w — .
m et sin(wat), t>0

h(t) = — =
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Integral de convolucdo
Resposta a uma excitacdo qualquer

» Considere o sistema da figura abaixo com h(t) a resposta impulsiva.

(entrada) z(t) h(t) y(t) (saida)

> Se esse sistema for linear e invariante no tempo, a relacdo entre a entrada z(¢) e a
saida y(t) é dada pela seguinte integral de convolu¢3o:

y(t) = h(t) x z(t) = / h(t — T)z(r)dr = / hr)z(t —7)dr

oo —o0

» Para um sistema causal, h(t — 7) = 0 para 7 > t. Assim, a integral se reduz a
y(t) = /t h(t — m)z(r)dr
» Se a entrada for zero para 7 < 0, ou ;:a, z(1) = 0 para 7 < 0, obtém-se
y(t) = /t h(t —T)z(r)dr = /t h(T)z(t — 7)dr
0 0

» A solucdo completa, considerando-se as condicdes iniciais, é dada por

(n—1

y(t) = go(t)yo + g1(t)go + - + g1 ()yS" ™ + / h(T)z(t —7)dr
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Integral de convolucdo

Resposta a uma excitacdo qualquer

» Exemplo: Considere o sistema descrito pela seguinte equacdo de movimento:
mij(t) + ky(t) = o(t)
» Considere que z(t) é o degrau de amplitude X, dado por

Xo ,set>0
0 ,set <0

(t) = Xo p(t) = {
> A resposta impulsiva h(t) desse sistema foi calculada como sendo

h(t) = sin(wnt) u(t), wn =\ k/m

mwn

> Pela integral de convolucdo, tem-se que o deslocamento y(t) da massa m é dado por

t

/ Xo p(T) L sin(wn (t — 7))p(t — 7)dr = Xo sin(wn(t — 7)) d7

mwn mwn

y(t)

Xo (_COS(UJnT)

mwn Wn

t
> = X02 (1 = cos(wnt)), t>0

mw
0 n
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Funcao de transferéncia
» Aplicando a transformada de Laplace na integral de convolucido

y(t) = / h(t — m)z(r)dr = / h(T)z(t —7)dr

oo (o)
obtém-se a funcdo transferéncia H(s) = Y (s)/X(s).

> Perceba que, para uma entrada impulsiva X (s) = 1, a saida é Y (s) = H(s).

> Portanto, H(s) é transformada de Laplace da resposta ao impulso h(t), ou seja,

H(s) = /3c h(t)e st dt
J 0O

> Pode-se obter H(s) diretamente da equac3o diferencial
¥y 4 ary™ D bt an 1y + any = boz™ + b1z 4 by 1+ b
» Aplicando a transformada de Laplace, com condic8es iniciais nulas, tem-se
[s"™ + a1s" V4 dan_1s+ an]Y (s) = [bos™ + b1s™ 4 b1+ bm] X (s)
> Portanto, a fung3o transferéncia H(s) fica sendo:

Hs) = L08) _ bos™ +brs™ 4 4 bn1s + b
T X(s) s"+ars"l 4+t ap_1s+an

»> O ganho estatico é dado por H(0) = by /an. Assim, se a entrada for o degrau z(t) =
Xop(t) e o sistema for estavel, a saida atingira o regime estacionario yoo = H(0)Xo.
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Funcao de transferéncia

» Exemplo: Considere o sistema do exercicio anterior:
mi(t) + ky(t) = x(t)
em que z(t) é o degrau de amplitude Xj.

> A resposta impulsiva h(t) desse sistema é

h(t) = ! sin(wnt) u(t), wn =\ k/m

mwn

> As transformadas de Laplace de h(t) e da entrada z(t) sdo, respectivamente:

1 X
HO) = aqy, o X6 =77
» Portanto,
Xo X()/m Xo 1 S )
(s) (s)X(s) s(ms?2 + k) s(s2+w2)  mw? (s 2+ wd

> A transformada inversa fornece

y(t) = %(1 ~cos(wnt)),  t>0
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Conceitos de estabildiade

Estabilidade assintética
» Considere a seguinte func3o de transferéncia:

(s—z1)(s—22) - (s— zm)

H(S):K(S_pl)(s_pQ)...(s—pn)

em que n > m, p1 = p2 = --- = p¢ € um polo de multiplicidade £ > 2.

» Decompondo H(s) em fragdes parciais, tem-se

C1 Co Cy Co41 Cn
H(s) = + ot + +ot
(&) s—p1 (s—p1)? (s—=p1)*  s—pen $ = pn
» Aplicando a transformada de Laplace inversa, tem-se
-1

t
h(t) = c1€”" 4 cote’t + - + czmemt +eepreP et >0

» Para que h(t) convirja a zero, com t — 00, é necessario que Re(p;) < 0, ou seja,
que os polos de H(s) pertencam ao semiplano esquerdo aberto do plano complexo s.

» Um sistema linear invariante no tempo é assintoticamente estavel se os polos p; da
funcdo de transferéncia H(s) satisfizerem Re(p;) < 0, parat=1,...,n.
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Conceitos de estabildiade
Estabilidade BIBO (Bounded Input Bounded Output)

» Um sistema é BIBO estavel se entradas limitadas produzirem saidas limitadas.
» Um sinal z(¢) é limitado se existir um ndmero finito M tal que |z(t)| < M, Vt.

> Um sistema continuo é BIBO estavel se, e somente se,

1), = /°° Ih(t)] dt < oo

oo

ou seja, se sua resposta impulsiva for absolutamente integravel.

» Para provar a condic3o de suficiéncia, note que

@)= ‘/ z(t —7)dr _/:: |h(T)||z(t — )| dT

» Como |z(t)| < M para qualquer ¢, entdo

t)\<M/ T)|dr

» Portanto, a saida y(¢) é limitada sempre que h(t) for absolutamente integravel.
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Conceitos de estabildiade
Estabilidade BIBO (Bounded Input Bounded Output)

» Exemplo: Mostre que o sistema abaixo nZo é BIBO estavel e determine uma entrada
z(t) limitada tal que a saida y(t) n3o seja limitada:

(1) + 4y(t) = z(t)
> A funcdo de transferéncia é dada por

Y(s) 1
X(s)  s2+4

» A resposta impulsiva é obtida da transformada inversa de

H(s) =

ou seja,
h(t) =1/2sin(2t), t>0

» Como ||h(t)]|, ndo é finita, pode-se concluir que o sistema néo é BIBO estavel.
Portanto, existe uma entrada z(t) limitada tal que y(¢) n3o seja limitada.

Para mostrar esse fato, considere a seguinte entrada limitada:

x(t) = 2cos(2t), t >0 — X(s) =
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Conceitos de estabildiade
Estabilidade BIBO (Bounded Input Bounded Output)

> Nesse caso, a saida Y'(s) é dada por
1 2s 2s

Y(s) =H(s)X(s) = Prie sl EEwE

> A fungdo Y(s) possui polos miltiplos em p1 = 2j e p2 = —2j.

» Sua decomposicdo em fracBes parciais é dada por

C1 Cc2 C3 Cq
Y(s) = + + +
N P I P eI Py R ey
» Os residuos s3o dados por ¢1 =c3 =0 e co = —j/4, ca = j/4. Assim,
Y(s)= ot

4(s —2j)2  4(s+2j)?

» Agora, lembrando que

< o] = e20

a transformada inversa de Y (s) é dada por

i P 1
y(t) = —itezn + ite A= Stsin(2t), >0
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Diagrama de blocos

Operagdes basicas

» Conexdo em paralelo de duas funcdes de transferéncia H; e Ho.

Hiq(s)
X(s) }—»Y(s) — X(s) - Y(s)

Ha(s)

» Para essa configuracdo, a funcdo de transferéncia equivalente é dada por

H=H+ H,

» Conexdo em série de duas funcSes de transferéncia Hy e Hs.
Z(s) X(s) Y (s)
X@) —{He) == Fa) [~ V(&) =

» ComoY = HeZ e Z = H1 X, tem-se que Y = HoH1 X e, ou seja

H = H,H,

» No Matlab, pode-se usar os comandos H=parallel(H, H,) e H=series(H, H>).
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Diagrama de blocos
Operagdes basicas

» Conexdo em feedback, também denominada de realimentacdo ou retroalimentacao.

+ . E(s)
X(s) =0 Hy(s) Y(s) .
- = L
(s)
Hs(s)

» Para determinar a funcdo de transferéncia equivalente H, basta seguir o fluxo.

» Do diagrama, tem-se

Y =HFE e E=X-H)Y

» Substituindo uma equagdo na outra, obtém-se
H,y

Y = Hi(X — H)Y = Y+ HHY=HX — Y=—"_"X
1( oY) + H1H> 1 1T o,

» Portanto, a func3o de transferéncia equivalente é dada por
H
H= "1
1+ H H>

» No Matlab, pode-se usar o comando H=feedback(H;, Hz).

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP) EM707 — Controle de Sistemas Mecanicos 47 /54



Diagrama de blocos

Representacdo de fungdes de transferéncia

» Pode-se representar por diagrama de blocos uma equacio diferencial.

» Considere a equac3o diferencial de segunda ordem dada por

§(t) + a19(t) + a2y(t) = =(t)

que pode ser escrita de forma equivalente como
§(t) = (t) — ar(t) — azy(t)
» Sua representacdo por diagrama de blocos é dada por

a0 [T] o) ylz!;)co Integrador

4}. y(t)

‘Jﬁ Y(s) 1] Y()
|2

S

x(t) i(t)

» Note que esse sistema corresponde a funcdo de transferéncia

_Y(s) _ 1
H(s) = X(s) T 24 a18+ as
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Diagrama de blocos

Simplificagdo de diagramas de blocos

» Considere o diagrama de blocos abaixo.

Y(s)

X(s) + m + L [1] + ]T\
7‘ Cis Ry ‘ 7‘ \l‘

[1]
= |

» Movendo o laco direito da realimentac3o para fora da segunda malha, tém-se

Ry
L]
X(s) + ER + 1 + ER 1 Y(s)
,’ Cis R ‘ ,] Cas R;

» Movendo o laco esquerdo da realimentacdo para fora da primeira malha, tém-se

RxCrs
[
X(s) + 3~ 1 1 + 1 1 Y(s)
,[ Cys R ‘ 7} Cas Ry
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Diagrama de blocos

Simplificagdo de diagramas de blocos

» O dltimo passo forneceu, apds as conexdes em série, o diagrama abaixo.

R2Cis

+x + 1 + 1
X(s) O—0 RiCis ‘ 7[ RaCas Vi)

» Simplificando as duas malhas (internas) em feedback, tem-se

R2Chs

+ 1 1
RiCis+1 R2Cas + 1

Y(s)

» Finalmente, realizando a conexao em série e a retroalimentacdo, obtém-se

1

X(s) (RiC1s + 1)(RaCas + 1) + RaChs

Y(s)
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Simulacdo numérica

Diagramas de blocos no Simulink

» Exemplo: Represente por diagrama de blocos a equacio de 22 ordem abaixo:

mi(t) +cy(t) + ky(t) = u(t)

» Como a equacdo é de 22 ordem, serdo necessarios dois integradores, como segue:

9 [ ] [ Y

» Notando agora que

obtém-se finalmente o diagrama abaixo.

[ O 1/m g f Y f Yy
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Simulacdo numérica

Diagramas de blocos no Simulink

» Considere a equacido de movimento de um sistema mecéanico dada por
mij() + cy(t) + ky(t) = u(?)

» Sua fun¢do de transferéncia é dada por

1

H(s) =Y (s)/U(s) = g

» No Matlab, essa func3o de transferéncia é definida com H=tf([1],[m c k])

» No Simulink, pode-se simular esse sistema com o seguinte diagrama de blocos:

File Edit View Simulation Format Tools Help ‘

)

Sine Wave
Inteqrator
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Simulacdo numérica
» Exemplo: Resposta ao impulso, ao degrau e ao seno.

Sistema massa-mola amortecido

0.2
% Define a fung8o de transferéncia

m=1/2; ¢ =1; k = 50; 0.5}
H=tf([1],[m c k1)

% Resposta ao impulso (6 segundos)
[y1,t1] = impulse(H,6);

% Resposta ao degrau

[y2,t2] = step(H,6);

% Resposta ao seno em w=10 rad/s
t = 0:0.05:6; ol
u = sin(10%*t);
[y3,t3] = lsim(H,u,t); 15 i 2 s 4 5 s
% Plota as respostas Tempo (segundos)
plot(tl,yl,’b-’,t2,y2,’k--’,t3,y3,’r-.’), grid

legend(’ Impulso’,’Degrau’, ’Seno’)

xlabel(’Tempo (segundos)’)

ylabel(’Amplitude’)

title(’Sistema massa-mola amortecido’)

Impuiso

0.1

S
Amplitude

=4
o &

-0.05

» No Matlab, a resposta ao degrau é obtida com step(H), ao impulso com
impulse(H) e a uma entrada u(t) qualquer com Isim(H,u,t).

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP) EM707 — Controle de Sistemas Mecanicos 53 /54



Simulacdo numérica

» Exemplo. A seguir, sdo apresentados varios comandos Uteis.

% 0 comando zpk() cria uma fung8o de transferéncia

% a partir dos polos, dos zeros e do ganho do sistema
% Seja H(s) = 20%(s+5)/((s+1)*(s+100));

H = zpk(-5,[-1 -100],20)

% 0 comando pole() retorna os polos

pole(H)

% 0 comando zero() retorna os zeros

zero (H)

% 0 comando damp() retorna: polos, frequéncia natural e amortecimento
damp (H)

% 0 comando zpkdata() retorna os polos, os zeros e o ganho de H(s)
[z,p,k] = zpkdata(H)

% 0 comando tfdata() retorna o numerador e o denominado de H(s)
[num,den] = tfdata(H,’v’)

% 0 comando pzmap() plota a localizag8o dos polos e zeros

pzmap (H)

% 0 comando dcgain() retorna o ganho DC de H(s)

dcgain(H)
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