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Nota ao leitor

» Estas notas s3o baseadas principalmente nas referéncias:

» K. Ogata, Engenharia de Controle Moderno, 4% edicio, Pearson Education do Brasil,
2003.

» G. F. Franklin and J. D. Powell and A. E.-Naeini, Feedback Control of Dynamic
Systems, 6th Ed., P.-Hall, 2010.

» Material suplementar:
» R. C. Dorf and R. H. Dorf, Sistemas de controle Modernos, 8% edicdo, LTC Livros

Técnicos e cientificos, 2001.

> R. Rowland, Linear Control Systems: Modeling, analysing, and design, John Wiley

J.
& Sons, Inc., 1986.

» B. C. Kuo, Automatic Control Systems, 7Tth edition, Prentice Hall, 1994.
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario
Sistemas de 12 ordem
> Considere o sistema abaixo, que relaciona a entrada R(s) com a saida Y'(s).

RL H(s) JS)

» Considere o sistema de primeira ordem com ganho unitario dado por

H(s) = ;Ez; = Tsl—&—l = poloem s = —1/T

> A resposta ao degrau desse sistema é dada por
1 1 1 T 1 1
Y(s) = = -
(5) Ts+1ls s Ts+1 s s+1/T

1
> Assim, y(t) =1 —e "7 parat > 0. / 95%
/ 86,5%
1. Parat =T, tem-se y(T') = 0.632.
! 0.632 --7-
7763,2%
2. A reta tracejada tem inclinacdo:
)| _, /T /
dt li—o y(t)

3. Osinal de erro é e(t) = r(t) — y(t) = e~ ¥/T 0 T 2T 3T 4T 5T
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario

Sistemas de 12 ordem

P> A resposta a rampa desse sistema é dada por

1 1 1 T T2

V()= = =
(s) Ts+1s2 52 s+Ts+1
> Assim, y(t) =t — T +Te /T para t > 0.

» O sinal de erro é dado por

e(t) = r(t) — y(t) = T(1L — /)

> Portanto, o erro estacionario é e(00) = limy—, o0 e(t) = T.

5T

—uy(t)
4T]

3T

2T

T

G0 T 2T 3T 4T 5T
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario

Sistemas de 12 ordem
» A resposta ao impulso desse sistema é dada por

1

Y(s) = Ts+1

> Assim, y(t) = 1/Te "7 parat > 0.

» A figura abaixo apresenta a resposta ao impulso de um sistema de 12 ordem.

1,

P> Resposta a derivada de um sinal de entrada.
1. Rampa: y(t) =t —T + Te t/T para t > 0;
2. Degrau: y(t) =1 — e~ %7 para t > 0;
3. Impulso: y(t) = 1/Te~*/T para t > 0.
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario
Sistemas de 22 ordem
> Considere o seguinte sistema de 22 ordem (na forma padrdo):

Y (s) w2
R(s) 82+ 2Cwns + wi

» Os polos do sistema s3o dados por

$ = —Cwn Twny/(%2 -1

» Trés casos sdo possiveis:

1. Sistema subamortecido, 0 < ¢ < 1. Os polos complexos s3o dados por
s = —Cwn * jwq, com wg =wny/1—¢2
2. Sistema criticamente amortecido, ¢ = 1. Os dois polos, reais e iguais, sdo dados por
s = —wnp

3. Sistema superamortecido, { > 1. Os polos, reais e distintos, sdo dados por

s = —Cwn wpy/C2 -1
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario

Sistemas de 22 ordem

> Resposta ao degrau de um sistema subamortecido (0 < ¢ < 1).

» A func3o de transferéncia é dada por

52 + 2¢wns + w2 (s 4+ Cwn + jwq) (s + Cwn — jwy

» Assim, com R(s) = 1/s, a resposta Y (s) é dada por

Y(s) = wfl _ 1 B s+ Cwn, B Cwn,
(824 2wns+twi)s s (s+Cwa)2+w? (54 (wn)?+w?

» Aplicando as seguintes transformadas inversas

-1 s+ Cwn —Comt 1 wd —Comt o
—— | =€ ntcoswgt, L — | = n?sin wgt
(5 + Cwn)? + w3 ! (5 + Cwn)2 + w3 !
obtém-se a resposta ao degrau:
- —Cuwnt ¢ .
yt)=1-—e cos wgt + ————sinwat |, t>0

e
zlfﬂsin(wdtJrqﬁ), ¢ =tan"" 7‘2_@
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario
Sistemas de 22 ordem

> Resposta ao degrau de um sistema criticamente amortecido ({ = 1).

> A resposta Y (s) nesse caso fica sendo:

Y(s) = wa 11 s42w, 11w,
S (stwn)?2s s (stwn)? s stwn  (S+wn)?

» As seguintes propriedades serdo necessarias:
L Llemotf(t)] = F(s +a)

2 ief ()] =~ 45
S
> O termo S+1un é obtido da propriedade 1 com F(s) = % e a = wp, ou seja

e ] = et

S+ wn

» O termo —L— é obtido da propriedade 2 com F(s) = (s + wn) ", ou seja
(stwn)

dF(s) 1 R 1 c-1 —wnt
4 = G o)’ & f(t)=e = |:(3+(’Jn)2:| — te pu(t)

» Portanto
y(t) =1—e (1 +wnt), t>0
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario

Sistemas de 22 ordem

> Resposta ao degrau de um sistema superamortecido (¢ > 1).

» A func3o de transferéncia é dada por

Y(s) wn why

R(s) 82+ 2wns+wi  (s+s1)(s+s2)

81 = Cwn +wny/C?—1 (S SQZCWn_wn\/CZ_l

»> Decompondo em fraces parciais com R(s) = 1/s, tem-se:

com

Y(s) b a_ G
w2 s s+8 S+ 82
com
b 1 1 1
= —, a1 = , a9 =——
5182 YT Si(s1 — s2) 2 s2(s1 — s2)
» A transformada inversa fornece
Wn e—slt e—SQt
=1+ - . t>0
y() 2\/(27_1 ( S1 S2

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP) EM707 — Controle de Sistemas Mecanicos 9/53



Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario
Sistemas de 22 ordem
» Observe que se ¢ > 1, os polos se distanciam e tendem para

s=—81 = —Cwn —wny/(?—1 —= —Cwn—Cwn=-20w, — —00
s=—82=—Cwn +wny/¢?—-1 — —Cupn+Clwn — 0

Im,
- -X¢=0

S-x¢=o0

» Exercicio: Prove que pode-se desprezar o polo —s; (pois seu efeito na resposta é
muito menor do que o do polo —s2, j& que s1 3> $2) e aproximar o sistema como

sendo de 12 ordem:
Y(s)  s2

R(s) s+ s2
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario

Sistemas de 22 ordem

» O grafico abaixo apresenta a resposta de um sistema de 22 ordem para diferentes
valores de ¢ com w, = 7 rad/s.

I
@ R

» O grafico abaixo apresenta a resposta de um sistema de 22 ordem para diferentes
valores de w,, com ¢ = 0.3.

y(t)
wn
1 wn = 15
> 1
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario

Especificacdes de desempenho para sistemas de 22 ordem
» Tempo de atraso, tq: o tempo requerido para que y(¢) alcance 50% do valor final.
» Tempo de subida, t,: o tempo requerido para que a resposta passe de 10% a 90%
em sistemas superamortecidos e de 0% a 100% em sistemas subamortecidos.
y(tp) — y(o0)
y(o0)
» Tempo de pico, tp: 0 tempo necessério para que y(t) atinja o pico de sobressinal.

» Maximo sobressinal (overshoot), Mp =

» Tempo de acomodacdo, ts: tempo necessario para que a resposta alcance valores em
uma faixa (usualmente 2% ou 5%).

tp

Sistema de 22 ordem na
forma padrao

Tempo
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario
Especificacdes de desempenho para sistemas de 22 ordem

» Tempo de subida t,.

» A resposta ao degrau, para 0 < ¢ < 1, foi calculada como sendo

y(t) =1—e “n? (coswdt + (C/ﬂ) sinwdt)

Fazendo y(t-) = 1 na resposta ao degrau, tem-se

1 — g Swntr (coswdtr + (C/\/ 1-— C2> sinwdt,«) =1

v

> Como e~ S¥ntr £ (), tem-se: coswaty + sinwat, =0

¢
i@

» Assim: Jw
V1-¢2 wa
tanwgty = ———— = —— _ /
dtr < <wn . Wq = Wn 1—¢2
%
1 _ w ™ — s
t’!‘ — — tan 1 ( d ) _ 6 oo o

wq —QCWn wqd

> Um ajuste de curva fornece t, = (15.5¢% — 17.9¢% + 9.1¢ 4 0.4) /wn.
» O tempo de subida de 10% a 90%, assumindo ¢ = 0.5, é ¢; ~ 1.8/wy,.
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario
Especificacdes de desempenho para sistemas de 22 ordem
» Tempo de pico tp.

» Para determinar t,, basta derivar y(¢) e igualar a zero, fornecendo:

dy(t) —Cuwnt C .
— = (wne "' | coswgtp + ———= sinwqt)p
dt /1 _ 2
t=tp =<
+ e twnte |y, sin watp — _Qwa CoS Watp

N
2,2
_ w
—e Cwntp (Cn sin wdtp =+ wq sin (/Jdtp)
Wd

e*(“-’ntp Wn,

\/72 sinwgt, =0 “resposta ao impulso”
1-¢

» Essa equacdo implica:

sinwgt, =0 = wagtp, =0,m,2m,...

» Como t, ocorre no primeiro pico, obtém-se

Wd  wy, ﬁ
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario

Especificacdes de desempenho para sistemas de 22 ordem

» Maximo sobressinal M.

» O maximo sobressinal M, ocorre apenas para 0 < ¢ < 1, no tempo t = t,,.

» Lembrando que t, = m/wq € a resposta ao degrau foi calculada com sendo
— —Cuwnt # .
yt)=1-—¢ cos wqt + sin wqt
\1-¢2
» Obtem-se

M, =y(ty) — 1= —e~Swn(m/wa) [ cogq 4 s § sint | = e ¢/ V1-¢?
V1=¢

» Se ( = 0.5, entdo M, =~ 16%. Se ¢ = 0.7, entdo M, ~ 5%.

v

Se o valor final y(co) ndo for unitario, entdo pode-se normalizar como segue:
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario
Especificacdes de desempenho para sistemas de 22 ordem

» Tempo de acomodacio ¢ (limitante superior).

» A resposta ao degrau foi calculada como sendo

cw ¢ . e Cont
yt)y=1—e cont | eogwat + ————sinwgt | =1 - ————sin (wat + @)
Ji-¢ Ji-¢

> Como o desvio de y(t) da unidade é o produto de e=¢“»*/,/1 — (2 pela funcio
seno, o decaimento é essencialmente ditado pela exponencial (envoltéria).

2
> Valor de ¢t (pela envoltéria) é: —y(t): ¢ =031 ew, =10
e~ Cwnts TtV ¢
— = {1%,2%,5%, ...} L)
V1-—2¢2?
ty a1 para 5%
» Por exemplo, para um tempo de acomoda- 1f===f====--S=---——=-1 ——
¢30 a 2% com ¢ < 0.7, tem-se:
e—Cwnts 0.5
— =002 = (wnts=4
v1=¢2
4 0 ! ! ! i ! !
= tir p com o = (wn 0 02 04 06 08 Ix[gJl.2 14
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario

Especificacdes de desempenho para sistemas de 22 ordem

> Geralmente s3o especificados t,, M), e ts e deseja-se saber a localizagdo dos polos
do sistema a atender essas especificacGes.

» Foi visto que as especificacGes sdo dadas por:

Re

1.8 4
wnZt—, CZC(MP)> UZCwnZt— 2%
» Grafico da regido no plano complexo que atende as especificacdes.
Im Im Im Im
I—arcsin ¢
<
Z
Re Re Re
(a) M, (b) ts (c) tr (d) Regido
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario
Especificacdes de desempenho para sistemas de 22 ordem

» Exemplo: Faca o grafico da regido do plano complexo para a localizacao dos polos
de um sistema de forma a atender as seguintes especificacGes:
» Tempo de subida de ¢ < 0.6s; Maximo sobressinal M) < 4.3%;

Tempo de acomodac3o ts < 3s a 1%.

» Solucdo. Usando t,, determina-se a seguinte restricdo na frequéncia natural w,,:
1.8

Wnp > — =3
nitr

» Usando M), determina-se a seguinte restricdo no fator de amortecimento ¢:

1D(Mp)2

2 _ _ \UMp) o
C=mrmanyE — (20T o 02455

» Finalmente, usando ts, tem-se a seguinte restricdo:

46

>25 15
7=73

» A regido das especificacdes estd apresentada na figura ao lado.
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario

Resposta ao impulso de um sistema de 22 ordem
2
wTL

> Para o impu|SO, R(S) =1 e assim Y(S) = m

» Dependendo do valor de ¢, tem-se:
> para0< (¢ <1, yt) = \/%e’cwnt sinwpy/1—C%t, t>0;
> para (=1, y(t) =wpte”“nt, £ >0;

> para(>1, y(t) = 2\/% (5*(4*\/(271)@'7& _ e~ (C+vV (271)wnt) . t>0;

» A area sob a curva da resposta ao impulso, det =0 até ¢t =t,, é 1 + Mp.
()1 v ]

¢=1 14 M, (<1

T\ T A
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario

Resposta ao impulso: sistemas de 22 ordem

» Exemplo: Seja o sistema abaixo Resposta ao degrau y4(t) e ao impulso h(t).
Fy(t) 12
¢ k . ) V.
- o Nl S
[ONNO)
038
cuja funcdo de transferéncia é 061 @ 7;’8 {Z]/S]
1A “ h(o) ]
H(s) Y (s) w2 04|
s) = = + "
X(s) 82+ 2(wns + w2 024 %
\J’\# L bl
of Ty P et s 10
7 ty

» O grafico acima apresenta, para uma entrada em degrau z(t) = p(¢) [m], a saida em
deslocamento y4(t) [m] e a velocidade g4 (t) [m/s] do carro.

» Observa-se que a velocidade 9q(t) [m/s] para a entrada degrau é equivalente (tem a
mesma curva) que a resposta impulsiva h(t) [m] para x(t) = 6(t) [m].

» Para ¢ =0.5 e w, =1 rad/s, os valores numéricos s3o:
t, =3.63[s], M,=0.16=16% [m], t=111[s], &=0.55[m]

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP) EM707 — Controle de Sistemas Mecanicos 20/53



Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario
Efeito da adigcdo de zeros
» Considere as seguintes funcdes de transferéncia

Hi(s) = 2 _ 2 B 2
(s+1D(s+2) s+1 s+2

Ha(s) = 2(s+1.1) _ i ( 0.1 0.9 ) _ 0.18 1.64
1.1(s+1)(s+2) 11\s+1 s+2 s+1 s+2

v

O ganho DC de ambas funcdes s3o os mesmos.

> Perceba que o coeficiente do termo (s + 1) foi modificado, passando de 2 em Hi(s)
para 0.18 em Hs(s).

» Se o zero tivesse sido em s = —1, entdo o polo teria sido cancelado.

» Considere o seguinte sistema

[s/(Qwna)] +1
H =
)= ) + 2C(s/wn) 11
» O zero estd localizado em s = —(wpa = —ao com 0 = (wy.

» Se « é grande, o zero estara longe do polo e terd pouco efeito na resposta.

> Se a = 1, entdo o valor serd préoximo do valor da parte real do polo e é esperado
haver um efeito significativo na resposta.
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario

Efeito da adigcdo de zeros

> O efeito principal do zero é aumentar o sobressinal (overshoot) M,,.

1
» Suponha que w, = 1, entdo H(s) é dado por H(s) = %.
s s
» Equivalentemente:
1 1 s
H(s) = —
(s) 52+2C8+1+aC52—|—2(s+1
Hp (s) Hg(s)

> Note que Hy(s) é o produto de c%c por s (derivador) vezes o termo Hy(s).

» Portanto, H4(s) é uma constante vezes a derivada de Hy(s).

y(t)A
a=1.5 (=023

Hy(s)
H(s) = H, + Hy

.t
Hy(s)
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario

Efeito da adigcdo de zeros
» Suponha que « < 0 na planta H(s) dada por

s/(a) +1

Hs) = s2+2¢s+1

ent3o o zero estara no semiplano direito do plano complexo.
> Nesse caso o termo derivativo Hg(s) contribui de forma negativa.
» |sso faz com que a resposta ao degrau tenha uma inclinacdo inicial negativa.
y(t)

H(s) = Hn, + Ha
H, (s)

Hd(S)
> 1
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario

Sistemas de ordem superior

» Considere o seguinte sistema

R(s) Y(s)

—— H(s) ——

» A func3o de transferéncia em malha fechada é

Y(s)  bos" 4+b1s" 4+ bm_15+bm
R(s) s +ais” 4+ an_15+an
(s+z1)(s+22) - (5+2m)

= (s+p)(s+p2) - (s+pn) n>m

» Assumindo que os polos sdo reais e distintos, a resposta ao degrau tem a forma

n

Co C;
Y(s):?+zs+p'

i=1

em que ¢; é o residuo do polo em s = —p;.
P Se existir um zero préximo a um polo, o respectivo residuo serd pequeno.

» Um polo cujo residuo seja pequeno contribuird pouco para a resposta transitéria.
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Andlise de resposta transitéria e de regime estacionario

Sistemas de ordem superior

» Suponha que os polos de Y (s) sejam constituidos de polos reais distintos e pares de
polos complexos conjugado (0 < (i < 1).

> Nesse caso, a saida Y'(s) serd composta por termos de primeira e segunda ordem:

, g+2r=n

Y(s):c—o—i—zq: cj +zr:bk(8+§kwnk)+dkwnk\/1*§3
S 2
=

82 + 2(pwn, s + w3,

> A resposta y(t) é dada por

q r
y(t) =co + chefpjt + Z bre” *“nkt cos w1 —CEt

j=1 k=1
+ ) die O sinwn, /1 -2t >0
k=1

» Os polos que tém efeitos dominantes na resposta transitéria s3o os polos
dominantes de malha fechada.

» Os polos préximos do eixo jw podem ser considerados dominantes se as relacdes
entre suas partes reais forem maiores do que 5 e ndo houver zeros na proximidade.
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Malha padrdo de controle

Notacdo

» Considere o diagrama de blocos da figura abaixo.

R(s E(s Ul(s Y(s
(s) —i—o (s) ‘W (s) W _Y(s)
Z(s) ]
H(s) |«

> A funcdo de transferéncia em malha aberta L(s) é dada por

Z(s)
R(s)

> A func¢&o de transferéncia do ramo direto G(s) é dada por

L(s) = = HPK

Y(s)

@)= R

= PK

> A funcdo de transferéncia em malha fechada 7'(s) é dada por

T(s) = Y(s) ~PK  G(s)
" R(s)  1+HPK 1+ L(s)
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Analise do erro estacionario

Tipo do sistema

» Considere o seguinte sistema em malha fechada:

R(s E(s Y (s
©) ? © o ()

» Com a funcdo de transferéncia dada por

K (Tas+1)(Ths+1) - (Tns +1)
sN (Tis+1)(Tes+ 1) (Tps+ 1)

G(s) =

» O sistema sera: do tipo 0 se N = 0; do tipo 1 se N = 1; do tipo 2 se N = 2; etc.

> Para esse diagrama, o sinal de erro E(s) = R(s) — Y (s) é dado por

E(s) = %G(S)R(S)

» Portanto, o erro estacionario ess é dado por

ess = lim e(t) = lim sE(s) = lim

S
t—o0 s—0 s—0 1 + G(S) R(S)
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Analise do erro estacionario

Tipo do sistema: constante de posicdo K p

» Para a entrada degrau R(s) = 1/s, o erro estacionéario é dado por

. s 1
ess = lim

1
s—0 1+ G(s) s 1+ lims_o G(s)
» Definindo a constante Kp por
Kp = lim G(s) = G(0)
s—0
tem-se
1
€ss

= 1+ Kp
» Dependendo do tipo do sistema, tem-se:

1. para sistemas do tipo 0, N =0, a constante Kp é

Kp=G(0)=K
2. para sistemas do tipo N, com N > 1, a constante Kp é

. K (Tas+1)(Tps+ 1) (Tms+1)
Kp = lim —
sN (Tis+1)(Tes+1) - (Tps+ 1)

» Portanto, o erro estacionario sera:
> eSS =

ﬁ, para sistemas do tipo 0;

P> ess = 0, para sistemas do tipo 1 ou maior
Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP)
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Analise do erro estacionario

Tipo do sistema: constante de velocidade K,
> Para a entrada rampa R(s) = 1/s?, o erro estacionario é dado por
1 1

s
s = li 5 = 1:
¢ o1+ G(s) s2  limg0sG(s)

» Definindo a constante K, = lims_ sG(s), tem-se ess = 1/ K.

» Dependendo do tipo do sistema, tem-se:
1. para sistemas do tipo 0, N = 0, a constante K, é
T 1)(Ty 1)--- (T, 1
Ky = lim s JasF D@os+ D) (Tms+ 1) _
5—0 (Tis+1)(Tas+1)--- (Tps+1)
2. para um sistema do tipo 1, N = 1, a constante K, é
K (T, 1) (T 1) (T, 1
fo — tim oK T+ D@3 +1) - (Ts 1) _
s=0 s (Tis+1)(Tes+1)--- (Tps+1)
3. para um sistema do tipo 2, ou maior (N > 2)

Ko tim 5 1 Las T D Tos + 1) (Ts +1)
s—0 sV (Tys+1)(Tes+1) -+ (Tps + 1)

» Portanto, o erro estacionario sera:

> e = Klv = o0, para sistemas do tipo 0;

> e = % = % para sistemas do tipo 1;
v
P> ess = 0, para sistemas do tipo 2 ou maior.
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Analise do erro estacionario

Tipo do sistema: constante de aceleracdo K,

> Para a entrada parabola R(s) = 1/s>, o erro estacionario é dado por

s 1 1
ss = li — =1 = =
¢ G G(s) s? D0 52 + s2G(s)  limg0 s2G(s)

» Definindo a constante K, como

K, = lim s>°G(s)

s—0

obtém-se ess = 1/K,. Dependendo do tipo do sistema, tem-se

Tipo do sistema ‘ K,

0 0
1 0
2 K
N >3 00

» Portanto, o erro estacionario sera:
P> ess = 00, para sistemas do tipo 0 e 1;
> e = % para sistemas do tipo 2;

P> e = 0, para sistemas do tipo 3 ou maior.
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Analise do erro estacionario

Exemplo

» Exemplo: Considere o diagrama em malha fechada abaixo.

RGs) 4. .z ¥(s)
- 82 + 2¢wp s

1. Para uma rampa, calcule o erro entre R(s) e Y (s), ou seja, E(s) = R(s) — Y (s).

w2

_%n

s(s + 2¢wn)

K, = lim sG(s) = “n

s—0 2¢

Portanto, havera um erro estacionério a entrada rampa dado por
1 2¢

Ky Wn

Primeiramente, note que a planta G(s) = é do tipo 1, com K, dado por

€ss =

2. Elimine esse erro adicionando um prefiltro de acordo com o diagrama abaixo.

B .k R G(s) bAS

Y

Observe que E(s) ja ndo representa o mesmo ponto (sinal) nos dois diagramas.
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Analise do erro estacionario

Exemplo

Calculando o erro E(s), entre a entrada R(s) e a saida Y'(s), tem-se

G
E(s) = R(s) — Y(s) = R(s) <1 - %(1 + K5)>
Portanto )
wn
B(s) 1-sKG(s) K@ Tacons
R(s)  1+G(s) w2
L e acens
Equivalentemente
B(s) = 5% + 5 (20wn — ng)R(s)

52 + 20wn s + w3

Calculando o erro estacionério a entrada rampa R(s) = 1/s%, tem-se

1 5" + s(2¢wn — Kwy)

ess = lim sE(s) = lim s

550 520 82 82+ 2Cwns + wi
Assim )
2Cwn — Kw;, 2 2
ess:é‘wizwzﬁ_K:O L g_X
Wn, Wn Wn,
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Analise do erro estacionario

Adi¢cdo da dindmica do sensor

> Para o diagrama abaixo, foi visto que o sinal de erro E(s) = R(s) — Y (s) e portanto
a saida Y s3o completamente determinados pelo tipo da planta G(s).

+ . E(s)
R(s) %(f—» G(s) > Y (s)

» Porém, em vérias aplicac8es praticas, o sinal de realimentac&o é fornecido por um
sensor cuja dindmica é descrita por uma func3o de transferéncia H(s).

R(s) o0—2® [ B2, v
Al §— [mA]
Z(s)
(A H(s)

» No mais, o diagrama de blocos em geral deve considerar a unidade fisica dos sinais
envolvidos, como na figura acima, em que H(s) converte de [rad] para [mA].

» Ao contrario do caso anterior, o sinal F agora é E = R — Z e é preciso uma anélise
mais detalhada de como o tipo do sistema influenciara os sinais £ e Y.
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Fungdes de transferéncia do sistema

» Considere o diagrama de blocos da figura abaixo.

————————————————————— G(s)
R(s) E(s) U(s) | Y (s)
%j)—» K(s) o P(s) -
> A func¢&o de transferéncia do ramo direto G(s) é dada por
G(s) = K(5)P(s) = )
s) = K(s)P(s) = a(s)
» A funcdo de transferéncia em malha fechada T'(s) é dada por
1y~ YO _ G nls)
R(s) 1+4+G(s) d(s)+n(s)
» O sinal de erro E(s) é dado por
1 d(s)
E(s) = ~V(s) = _
(5) = R(5) = Y () = 15677 B = gy oy B
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Leis basicas de controle

» A ac3o de controle proporcional (P) é dada por
u(t) = Kpe(t) E K(s)=Kp

> A acdo de controle integral (1) é dada por

' K
u(t) = K,/ e(r)dr = K(s)=—"
s
0
> A acdo de controle derivativo (D) é dada por
u(t) = Kp dz(tt) K(s) = Kps

» A acdo de controle proporcional-integral-derivativo (PID) é dada por

de(t)
dt

u(t) :er(t)—i—KI/ e(t)dr + Kp

Assim

K Kps’+ K K
K(S):KP+TI+KD5: ps” + Rps+ R

S
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Acdo de controle proporcional (P)

> A acdo de controle proporcional (P) é dada por
u(t) = Kpe(t) = K(s)=Kp
> Note que e(t) — 0 implica que u(t) — 0.

» Considere que a planta é de 12 ordem, dada por

Ko
P =
() Ts+1
» O diagrama fica sendo:
(7777777777777777777761
| |
L,O—E:, KP U N KO : VY

» O ramo direto G(s) e a malha fechada T'(s) sdo dados por

_ KpKy KprKo K
T Ts+1 T(s)

a - -
(5) Ts+1+ KpKo 71s+1

com K = KpKo/(KpKo+1) er=T/(KpKo + 1).
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Acdo de controle proporcional (P)

>

>

v

v

v

v

Note que o controlador Kp n3do alterou o tipo do sistema que permaneceu sendo 0.

Assim, o erro estacionario ao degrau R(s) = 1/s é dado por

ess = lim sE(s) = shi% eI

s—0

sR(s)

1

T1+G0)  1+KpKo

Claramente, quanto maior o ganho proporcional Kp, menor serd o erro estacionario.

A resposta ao degrau é dada por: y(t) = K (1 —

Note que Kp — oo implica:

K—1 e

O polo, em malha aberta, dado por

s=-1/T

moveu, em malha fechada,

7T—0

para

s=-1/T — KpK,/T

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP)
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Acdo de controle proporcional (P)

» Considere agora que a planta é de 22 ordem, dada por

1
Pls) = 82 + 2Cwn s + w3

» A func3o de transferéncia do ramo direto é dada por

— KP
G(s) = 52 + 2Cwn s + w2

» A func3o de transferéncia em malha fechada é dada por

Kp
T(s) =
(s) 52 4 2Cwns + (Kp + w?)

» Reescrevendo a funcdo de transferéncia na forma padrdo de 22 ordem:
T(s) = Kp w2
="
Wi 82 + 2Cons + w2
os novos fator de amortecimento ( e frequéncia natural @,, sdo dados por

EZ\/% e Wn =V Kp+wi
P n
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema
Acdo de controle proporcional (P)
» Observa-se novamente que o ganho proporcional Kp n3o alterou o tipo do sistema

nem a ordem do sistema.
» Também fica claro que quanto maior for o ganho proporcional Kp, maior serd a

frequéncia natural &, porém menor serd o fator de amortecimento (.

Wn

» O sinal de erro E(s) e o erro estaciondrio ao degrau ess sdo dados por
2

— s = ————=
Kp + w2

2+ 2Cwn s + w2
E = n
(s) 52 + 2Cwns + (Kp +w%)R(S)

» O grafico abaixo apresenta a resposta ao degrau para w, =1e ¢ =0.7.

! A\
1 Lo
; \
; \
0.8 ! e UTU TR
i
! -
i
~ 06 !
= i
=05 !
i
044 !
i
i
i
021 !
i ---Kp=4
! —Kp=1
0
2 4 6 8
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Ac3o de controle integral (1)

> Ac3do de controle integral (I) é dada por

t K;
u(t) = K7 e(r)dr = K(s) = —
s
0
> Note que e(t) — 0 n3o implica necessariamente que u(t) — 0.
» Considere que a planta é de 12 ordem, dada por
Ko
P(s) =
)= Toy1
» O diagrama fica sendo:
iiiiiiiiiiiiiiiiiiiii G

'~

|
R E |
|
|

» A funcdo de transferéncia do ramo direto é dada por

K

G(s) = m:

K = KoKy
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Ac3o de controle integral (1)
» A func3o de transferéncia em malha fechada é dada por
K KT

s(Ts+1)+K s>+s/T+K/T’ ot

T(s)

» Reescrevendo a funcdo de transferéncia na forma padrdo de 22 ordem:
2
w
T(s) = —*m
(s) 82 + 2Cwn s + w3
os novos fator de amortecimento ¢ e frequéncia natural w,, s3o dados por
1 , K
(= —— e Wy, = —
2VKT T

» O sinal de erro E(s) é dado por

_ s(Ts+1)
BG) = s+ 1) 7 kok, B

» Como o sistema é do tipo 1, o erro estacionario a rampa sera

1
= lim sE(s) =
es = lim sB(s) = o0,

» Portanto, quanto maior for o ganho K, menor serd o erro estacionario.
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Ac3o de controle integral (1)
» Percebe-se que quanto maior K, maior serd w, e menor serd o amortecimento.

» Note que a acdo integral alterou o tipo do sistema e a ordem do sistema.

» O grafico abaixo apresenta a resposta ao degrau para Ko =1e T = 1.

1.5 % .
/N
/ N
. \
! § -
1***,’*****»\***:47' ***** —s
S ! N
0.5+ !/
I.' ---Kr=4
/ —Kr=1
0
0 2 4 6 8

» Exercicio: Analise o efeito considerando uma planta de 22 ordem, dada por

1

P(s) = 52 + 2Cwns + w2
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Acdo de controle proporcional-integral (PI)
» Acdo de controle proporcional-integral (Pl) é dada por

&_KpS-f—K[

u(t) = Kpe(t) + K[/ e(r)dr = K(s)=Kp + -

» Considere que a planta é de 12 ordem, dada por
K
P(s) = Ts —IO— 1
» Assim, a funcdo de transferéncia do ramo direto é dada por
Glo) = BT

» A func3o de transferéncia em malha fechada é dada por

T(s) = Ko(Kps + K1)

Ts?+ (KoKp +1)s+ KoK;

> Note que o fator Kp adicionou um zero ao sistema em s = —K;/Kp.
» Acdo integral aumentou o tipo e a ordem do sistema.
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Acdo de controle proporcional-integral (PI)
» Como o sistema agora é do tipo 1, o erro estacionario a rampa é dado por

1 .
" com K, = l%SG(S) = KoK

€ss =
» Pode-se escolher o ganho K de forma a se obter um aceitavel ess.

» Os polos em malha fechada s3o as raizes do polinémio caracteristico dado por

2

(K()KP + 1)8 I KoKy

T 7 0

+

» Assim, também é possivel projetar Kp e K1 de forma a se ter uma equacio
caracteristica em malha fechada com ¢ e w,, desejaveis:

2+ 2¢wn s +w2 =0
» |gualando ambos os polinémios, obtém-se

. Tw2 .
a Ko KO

K
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema
Acdo de controle proporcional-integral (PI)
» Por outro lado, definindo-se valores para Kp e K, o sistema em malha fechada tera
uma frequéncia natural e um fator de amortecimento respectivamente dados por
_ 1+ KoKp

wn = /KoK /T e <2KKIT
0

» Assim, quanto maior for o ganho integral K, maior sera a frequéncia natural wy, e
menor sera o fator de amortecimento (.

» Porém, quanto maior for o ganho proporcional Kp, maior serd o amortecimento.

» O grafico abaixo apresenta a resposta ao degrau para Ko =1e T = 1.

50

y(t)

05!
) — Kp=1,K; =10
| - Kp=1,K; =20

Kp=17 K =20

3 4 5
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Acdo de controle proporcional-derivativo (PD)
» Acdo de controle proporcional-derivativo (PD) é dada por

de(t)
dt

u(t)Ier(t)-i-KD K(s):Kp—i—KDS

» Considere que a planta é de 12 ordem, dada por
Ko

P(s) = Ts+1

» A funcdo de transferéncia do ramo direto é dada por
K()(Kp + KDS)

Gls) = Ts+1
» A funcdo de transferéncia em malha fechada é dada por
T(s) = Ko(Kp + Kps) _ K(+sKp/Kp)
(KoKp +T)s+ KoKp + 1 Ts+1
com K, e 7 dados por
KoKp  KoKp+T

K= ——-—"—- - -
KoKp+1 € T KoKp+1

» Se KoKp >> 1, entdo K — 1. Ademais, se KoKp >> T, entdo 7 — Kp/Kp.
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Acdo de controle proporcional-derivativo (PD)

» Claramente, o tipo e a ordem do sistema nZo se alteraram. Porém houve a adic3o de
um zeroem s = —Kp/Kp.

» O sinal de erro E(s) e o erro estaciondrio ao degrau ess sdo dados por

E(s) =

Ts+1

(K()KD -I—T)S-I—KoKp-i-l

R(S) — €ss

» O grafico abaixo apresenta a resposta ao degrau para Ko =1e T =1.

» Perceba que pelo Teorema

Camino, J. F. (DSI/FEM/UNICAMP)
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

do valor inicial, y(0) = KoKp/(KoKp + T).
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Acdo de controle proporcional-derivativo (PD)

» Considere agora que a planta é de 22 ordem do tipo 0.

Y(S) Kp+ Kps
" R(s)  s24+(2¢wn+Kp)s+ Kp +w?

» Reescrevendo T'(s) com o polindmio caracteristico na forma padrdo de 22 ordem:

Kp+ Kps
T(S):ﬁ
82 + 2Cwns + wn

os novos fator de amortecimento ( e frequéncia natural @, sdo dados por

_ %wn +Kp )
=" - = e won =V Kp + w2
= VKT r

» Perceba que a ac3o derivativa tem o efeito de aumentar o amortecimento do sistema.
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Acdo de controle proporcional-derivativo (PD)
» Também fica claro que quanto maior for o ganho proporcional Kp, maior serd a

frequéncia natural wy,, porém menor serd o fator de amortecimento (.

» Novamente, o tipo e a ordem do sistema n3o foram alterados. Porém foi incluido

um zeroem s = —Kp/Kp.
» O sinal de erro E(s) e o erro estaciondrio ao degrau ess sdo dados por
2 2 2
s°+ 2Cwns +w w
C n n R(S) — Ees = 7”2
Kp + Wn

Bls) =3 + (2¢wn + Kp)s + Kp + w3

» O grafico abaixo apresenta a resposta ao degrau para w, =1 e ( = 0.6.

1.2
RN
/ \
N . .
i \
09 ) CUTTIROOER Rt
08| ! St
|
= |
T 06 !
0.5
0.4/
|
J — Kp=1 Kp=1
0.2 --- Kp=9, Kp=1
) Kp=9 Kp=4
| |
% 1 2 3 4 5
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Ac3o de controle proporcional-integral-derivativo (PID)

» Acdo de controle proporcional-integral-derivativo (PID) é dada por

de(t ¢ Kps®+ Kps+ K
u(t) = Kpe(t) + Kp Z(t) +K1/ e(r)dr — K(s)= 225 SP"’+ I
0
» Considere que a planta é de 12 ordem, dada por
Ko
P =
)= 7541
» O diagrama fica sendo:
e e e m oo G
R E ! Kps? + Kps+ Kj U Ko ! Y
- I s Ts+1 | "

> A func&o de transferéncia do ramo direto G(s) é dada por

Ko(KD52 + Kps+ K[)
s(Ts+1)

G(s) =

» Devido a ac3o integral, o tipo do sistema aumentou como esperado.
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Ac3o de controle proporcional-integral-derivativo (PID)

» Como o sistema agora é do tipo 1, o erro estacionario a rampa é dado por

€ss =

K com K, = ilg% sG(s) = KoK

» O ganho K pode ser escolhido de forma a se obter um aceitavel ess.
» A func3o de transferéncia em malha fechada é dada por

Ko(Kps* 4+ Kps + Kr)
(KoKp +T)s?> + (KoKp + 1)s + KoK

T(s) =

» E possivel projetar os ganhos de forma a se ter um polindmio caracteristico desejavel:

s> + 2¢wns +wp =0

com
. (K()KP + 1) 2 KoKr
2Qwn = 70— Wy =
(KQKD+T) (KoKD -|-T)
» Para dados K7, ¢ e wy, 0os ganhos Kp e Kp sao dados por
2°KoKr — wn KoK; — Tw?2
Kp=">—+-—"" Kp=——+- —"n
P Kown b Kow%
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Ac3o de controle proporcional-integral-derivativo (PID)

» Os paradmetros ( e wy em fun¢3o dos ganhos sdo dados por

KoK ¢ = 1+ KoKp
vVEKoKp +T 2\/KOK[\/KOKD+T

» Observa-se que K torna o sistema mais rapido enquanto Kp tem o efeito oposto.

Wn =

» O ganho Kp aumenta (. J4, Kp e K tornam o sistema menos amortecido.

1.2~

Ko=11eT =5
1.1

0.8 =1, Kp=1 K =1
——Kp=1 Kp=1 K =10
— Kp=1Kp=5 K =1

— Kp =10, Kp =1, K; =1
I I I I |
0 2 4 6 8 10 12

» Perceba que pelo Teorema do valor inicial, y(0) = KoKp/(KoKp + T).
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Efeito das aces de controle no desempenho do sistema

Especificacdes de desempenho

» Considere o sistema de controle abaixo.

%WKH%Q%A

> Em geral, um controlador K deve ser projetado para que o sistema em malha
fechada satisfaca um dado conjunto de “especificacdes de desempenho™:

1. Regime permanente: a saida y deve rastrear (seguir) a referéncia r, em regime
permanente (¢t — 00), com a precisdo desejada.

2. Resposta transitéria: a saida y deve apresentar tempo de subida, maximo sobressinal e
tempo de acomodacdo como especificados.

3. Rejeicdo de distlrbios: o efeito do distlrbio d sobre a saida y deve ser suficientemente
atenuado (rejeitado) pelo sistema de controle.

4. Esforco do controlador: a lei de controle u deve-se manter limitada em fungdo de
restricGes sobre o atuador.

5. Sensibilidade a variacdes de pardmetros: as especificacdes de desempenho devem
permanecer satisfeitas a despeito de variacées em P e K.
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