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Capitulo 1

Introducao

Este material foi elaborado para servir como base introdutoria ao estudo de analise linear de sistemas nos cursos
de graduacao em Engenharia de Controle e Automagao, Mecanica e Mecatronica, e tem o objetivo é apresentar
de forma clara, concisa e acessivel os conceitos fundamentais da analise linear de sistemas din&micos, utilizando
a terminologia adotada nessa area. Embora influenciado pelos grandes avancos e extensa literatura no campo,
este material nao pretende abranger toda a complexidade do assunto. A intengao é proporcionar ao leitor uma
compreensao solida dos principios essenciais.

Os fundamentos da analise linear de sistemas remontam ao século XVIII, quando pioneiros como Pierre-
Simon Laplace e Jean-Baptiste Joseph Fourier lancaram as bases da disciplina com suas contribui¢oes matema-
ticas. Laplace introduziu os fundamentos da transformada integral que agora leva o seu nome e que se tornou
uma ferramenta matematica poderosa na anélise linear de sistemas. A analise de Fourier também foi um marco
decisivo, permitindo a anélise no dominio da frequéncia de sinais e sistemas. Esses avangos evoluiram ao longo
dos séculos subsequentes, trazendo & cena nomes notaveis, a exemplo de Aleksandr Mikhailovich Lyapunov,
cujos métodos revolucionarios trouxeram contribuigoes significativas para a analise de estabilidade de sistemas
dindmicos. J& no século XX, engenheiros visionarios, como Harry Nyquist e Hendrik Bode, impulsionaram a
area a novos horizontes, especialmente na eletrénica e na engenharia de controle.

Na engenharia moderna, a analise linear de sistemas desempenha um papel crucial, permitindo a compreen-
sao aprofundada de uma variedade de sistemas fisicos em campos que abrangem eletronica, telecomunicagoes,
controle de processos industriais, robdtica, veiculos autéonomos e muitos outros. Ela possibilita a compreensao e
o aprimoramento do comportamento desses sistemas. Através da modelagem matematica, engenheiros e cientis-
tas podem capturar complexidades, transformando observagoes do mundo real em linguagem matematica. Isso
permite prever e otimizar o desempenho antes da fabricagao de um produto, economizando tempo e recursos.

A anélise de sistemas é uma abordagem inestimével para melhorar sistemas de engenharia, sendo fundamental
para as aplicagoes modernas. Tais sistemas, constituidos pela interconexao de componentes, dispositivos ou
subsistemas, operam em conjunto para atingir um objetivo comum, e podem servir a uma ampla gama de
aplicagoes, incluindo processamento de sinais, sistemas de comunicagao, motores, veiculos e processos quimicos.
Nessa perspectiva, um sistema é entendido como um conjunto de elementos interligados que recebem sinais de
entrada e, com base em sua din&mica especifica, produzem sinais de saida.

Dependendo de como essas variaveis mudam com o tempo, os sistemas podem ser classificados como:

e Sistemas Continuos: Nesses sistemas, as variaveis (entrada, saida, estado) mudam de maneira continua
em relagao ao tempo. Ou seja, elas podem assumir qualquer valor ao longo do tempo. Normalmente, tanto
o tempo (¢, geralmente um niamero real) quanto os sinais de entrada e saida sdo tratados como variaveis
continuas. E o que ocorre na maioria dos sistemas fisicos, como circuitos elétricos, sistemas mecénicos e
térmicos, entre outros. Por exemplo, imagine um termémetro de mercirio. A medida que a temperatura
ao redor muda, o nivel de mercirio no termémetro sobe ou desce de forma continua. Nao ha “saltos”
discretos no nivel do merctrio; ele se move suavemente em resposta as variagoes de temperatura.

e Sistemas Discretos: Em sistemas discretos, as varidveis (entrada, saida, estado) mudam em instantes
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discretos de tempo. O tempo é representado como uma sequéncia discreta de valores (k, um ntmero
inteiro, geralmente) e os sinais de entrada e saida sdo discretos, definidos apenas nesses instantes discretos
de tempo. Exemplos de sistemas discretos incluem sistemas digitais e sistemas que sao analisados em
instantes de tempo discretos (como no caso de amostragem de dados). Por exemplo, o preco de fechamento
de uma agao da bolsa de valores ocorre em momentos discretos. Um relégio digital é um exemplo classico.
A cada minuto, a leitura do tempo muda, mas entre essas mudancas, o display permanece constante.
Nao hé variacao continua no tempo como em um relégio analégico, onde o movimento do ponteiro dos
segundos é continuo.

Sistemas Digitais: Subcategoria dos sistemas discretos, em que tanto o tempo quanto a amplitude das
variaveis (entrada, saida, estado) sdo discretas. Isso implica que os sinais nestes sistemas nao apenas
mudam em momentos especificos, mas também estao limitados a um conjunto finito e pré-definido de
valores. A quantizagdo dessas amplitudes é frequentemente representada por ntimeros binérios. Considere-
se, por exemplo, um termometro digital. Ele nao apenas atualiza sua leitura em instantes discretos de
tempo (como a cada segundo), mas também exibe as temperaturas quantizadas, como 20.5°C ou 21.0°C,
sem representar os valores de forma continua como observadas em termoémetros de mercurio analégicos.
Um exemplo cléssico adicional de sistema digital é o computador, no qual os dados sao armazenado e
processados na forma de bits (0s e 1s).

Os sinais de entrada e saida sao elementos fundamentais que influenciam o comportamento de qualquer

sistema. Os sinais de entrada atuam como estimulos que afetam e direcionam o funcionamento do sistema. Ja

os sinais de saida compoem a resposta ou reagao resultante do sistema a um determinado sinal de entrada.

Esses sinais de entrada e saida estao intrinsecamente ligados ao tipo do sistema em questao, desempenhando

um papel crucial na forma como o sistema responde e interage com o seu ambiente:

Sinais de Entrada: Influenciam o comportamento do sistema. Eles podem assumir varias formas, depen-
dendo do contexto do sistema. Por exemplo, em um sistema de controle, os sinais de entrada podem ser
comandos de controle, como direcao e velocidade que um veiculo auténomo deve seguir, ou perturbagoes,
como mudangas imprevistas na estrada ou no clima que o veiculo precisa considerar. Em um sistema de
processamento de sinais, o sinal de entrada pode ser uma forma de onda de dudio ou um sinal de video
para ser processado.

Sinais de Saida: Refletem a resposta do sistema ao comportamento ditado pelos sinais de entrada. No
exemplo do veiculo autéonomo, os sinais de saida poderiam ser a velocidade real e o 4ngulo de direcao ou
curso que o veiculo esta tomando. Em um sistema de processamento de sinais, a saida poderia ser a forma
de onda de audio ou o sinal de video processados.

Quanto a natureza, os sinais podem ser classificados em:

Sinais Continuos: Sao definidos para todos os valores de tempo continuo. Se denotarmos o sinal continuo
por z(t), a variavel ¢ pertencera ao conjunto dos ntimeros reais. Por exemplo, podemos calcular o valor
do sinal x(t) em qualquer ponto no tempo, seja ele t = 1.2 ou t = 7.

Sinais Discretos: Sdo definidos em instantes discretos de tempo. Se denotarmos o sinal discreto por z(k),
entao a variavel k pertencera ao conjunto dos ntimeros inteiros. Os sinais discretos representam sequéncias
de pontos como ...,z(—1),z(0),z(1),z(2),....

Sinais Digitais: Subtipo de sinais discretos em que, além do tempo, a amplitude é quantizada para um
conjunto finito de possiveis valores. No caso discreto, o valor de x(k) pode ser qualquer nimero real, como
V2. No entanto, em um sinal digital, esse valor é quantizado, ou seja, arredondado ou ajustado para um
dos valores possiveis dentro de um conjunto finito pré-determinado.

E oportuno reafirmar que a analise linear de sistemas lida com problemas centrais como modelagem dindmica,

analise de estabilidade, projeto de controladores, estimacao de estados e pardmetros, otimizacao de desempe-

nho e rejeicao de disturbios. O dominio dessas técnicas é crucial para caracterizar, controlar e aprimorar o

comportamento de sistemas lineares em diversos campos da engenharia. A analise linear de sistemas é vital em

areas emergentes como roboética, veiculos auténomos, redes elétricas inteligentes e manufatura avancada. Com
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o avancgo computacional e a crescente conectividade no século XXI, surgem aplicagoes inovadoras, como cidades
digitais, geracao distribuida de energia e realidade virtual. Além disso, a anélise linear de sistemas fornece o
alicerce para a integracdo de técnicas avangadas, como machine learning e big data, em tais contextos. Sua

relevincia s6 aumenta, em um mundo crescentemente interconectado.

O contetudo desta apostila esta organizado da seguinte forma: No Capitulo 2, aborda-se a modelagem de
sistemas lineares, que consiste em representar entidades fisicas por meio de relagbes matemaéticas lineares. O
Capitulo 3 apresenta a transformada de Laplace, ferramenta para resolver equagoes diferenciais lineares de
maneira eficiente. Introduz também a funcao de transferéncia, conceito fundamental em analise de sistemas.
O Capitulo 4 trata dos sistemas e sinais discretos, suas defini¢oes e propriedades. O Capitulo 5 aprofunda os
sistemas discretos, introduzindo a transformada Z e suas aplicagoes. O Capitulo 6 abrange a analise de Fourier
para sinais periddicos e nao periédicos. O Capitulo 7 discute a anélise no espaco de estado para sistemas
lineares. Por fim, o Apéndice traz uma revisao de topicos matematicos relacionados.

Em suma, este material busca prover uma base sélida em analise linear de sistemas, destinando-se a estu-
dantes e profissionais que buscam aprofundar-se na area. Ao final deste contetido, o leitor estara equipado com
ferramentas e técnicas avangadas para modelar, analisar e resolver problemas complexos em engenharia e areas
relacionadas.



Capitulo 2

Conceitos de Modelagem de Sistemas e
Equacoes Diferenciais

2.1 Modelagem de sistemas elétricos usando equacoes diferenciais

Esta secao descreve os passos para determinar o modelo matemaético de alguns circuitos elétricos basicos, utili-
zando equagoes diferenciais ordinarias (EDOs). Uma abordagem mais completa pode ser encontrada nos livros
citados nas referéncias bibliograficas.

Inicialmente, sao apresentadas as leis das malhas e dos nés, comumente utilizadas para equacionar os siste-
mas. Em seguida, é introduzido o método das correntes de malha, também amplamente empregado para derivar
a equagao diferencial. O primeiro sistema a ser modelado é o circuito resistor-capacitor, que fornece uma equagao
diferencial de primeira ordem. Isso possibilita a defini¢ao e revisao de conceitos basicos sobre equagoes diferenci-
ais ordinérias!. Posteriormente, é realizada uma anélise da resposta do sistema em termos de regime transiente
e regime estacionario. Por fim, é derivado o modelo de segunda ordem do circuito resistor-indutor-capacitor.

2.1.1 Conceitos basicos

Os circuitos elétricos sdo formados por diversos componentes, que sdo geralmente classificados como ativos ou
passivos. Os elementos ativos sao aqueles que podem amplificar sinais ou fornecer energia ao circuito, tais como:
diodos, transistores, circuitos integrados, dispositivos optoeletronicos e fontes de corrente e de tensao. Por outro
lado, os componentes passivos, interagem com essa energia de alguma maneira, dissipando-a em forma de calor,
tais como os resistores, ou armazenando-a como os capacitores e indutores. A Figura 2.1 apresenta os simbolos
usados para identificar os componentes passivos mais comuns: o resistor, o indutor e o capacitor.

R[] L [H] Djf C [F|

Figura 2.1: Componentes passivos: resistor (R), indutor (L) e capacitor (C).

A seguir, é apresentado um resumo das relagoes entre a tensdo [V] e a corrente [A], para o resistor, o indutor
e o capacitor, assumindo que esses componentes tenham um comportamento ideal.

1. Resistor R: A diferenca de potencial, a tensdo, v nos terminais do resistor R é proporcional & corrente
i, Ou seja

v=Ri

I Alguns fundamentos bésicos sobre equagdes diferenciais ordinarias estdo apresentados no Apéndice A.2

6
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2. Indutor L: A diferenca de potencial v nos terminais do indutor L é proporcional & corrente ¢, ou seja

= —
VTR

1

3. Capacitor C: A diferenca de potencial v através do capacitor C' depende da carga elétrica ¢ acumulada

Integrando essa equacao, obtém-se

nas placas do capacitor, ou seja

V==

C

A corrente i que flui através do capacitor é igual & razdo com que as cargas elétricas se movem, i.e.
i = dg/dt. Dessa forma, a carga total acumulada nas placas do capacitor é dada por

q:/idt

Substituindo essa expressao para a carga ¢ na equagao da tensdo v, tem-se

1

Agora, derivando a expressdo v = ¢/C' e notando que dg/dt = i, obtém-se

dv 1dg 1.

—=——=—=
dd Cdt C
Portanto, a corrente pode ser determinada através da expressao

. dv
’LfCE

2.1.2 Leis das malhas e dos noés

De pose das relagoes acima, as equagoes que descrevem um circuito elétrico simples podem ser derivadas usando-
se as leis de Kirchhoff, conhecidas como lei dos nds e lei das malhas:

Lei dos nés. A lei dos nés (ou lei das correntes) estabelece que a soma algébrica das correntes que entram

Zin:O

n

num noé é nula, ou seja

Como regra geral, admite-se que a corrente, em qualquer porcao do circuito, pode ser indicada a priori
sem necessidade de saber se a corrente circula verdadeiramente no sentido indicado. Como convengao,

uma corrente indicada como entrando num né seré positiva. No caso contrario, seré negativa.

Lei das malhas. A lei das malhas (ou lei das tensoes) estabelece que a soma algébrica das tensoes ao
longo de um circuito fechado, ou numa malha fechada, é nula, ou seja

Zvnzo

Da mesma forma que a lei dos nés, deve-se comegar por estabelecer a priori as tensoes nos terminais de
cada componente e o sentido do percurso do calculo em cada malha. Por convencao, as tensoes definidas de
modo que o sentido do percurso entre pelo terminal positivo e saia pelo terminal negativo serao contadas
positivamente. No caso contrario, serao contadas negativamente.

Para ilustrar esse método de analise, sera utilizado o circuito apresentado na Figura 2.2 abaixo.
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ne

Figura 2.2: Circuito resistivo.

Para aplicar a lei dos nos, seleciona-se um no, por exemplo, o ponto A, e denota-se por v4 a tensao desse
n6 com relagdo a um no6 de referéncia. O no de referéncia nesse caso é escolhido como sendo o terra, o ponto
B. A corrente que entra no n6 A tem sentido positivo e a que sai negativo. Assim, aplicando a lei dos nés no
ponto A, obtém-se

(21) 11— —13=0 — 11 =12 + i3
e aplicando a lei das malhas na primeira malha (a malha da esquerda), tem-se
(2.2) —v+vR, +vr, =0

em que vg, ¢ a tensao através do resistor R;. Como a corrente através do resistor Ry € i1 e a diferenca de
potencial através do resistor Ro é vy, tem-se de imediato que

. . U — Vg
v=1R) +va = 1 =
Ry
Como a corrente que passa por Ry é i3, tem-se
. . VA
VA = UR, = t22 == 19 = —
Ry

Aplicando agora a lei das malha na segunda malha (a malha da direita), que fornece
(2.3) —UR, +VUR; + VR, =0

e notando que a corrente 3 circula através de Rz em série com Ry, obtém-se

) ) v
VA = Upy + VR, = i3(R3 + Ry4) = Z3:WAR4
3

Substituindo os valores de iy, iz e i3 em (2.1), tem-se

vV — Vg vA vA

i7+7
Ry Ry  R3+ Ry

Nessa equacao, é possivel isolar a tensao v4, fornecendo finalmente

Ry(R3 + Ry)
Ro(R3 + R4) + Ri(Ro + R3 + Ry)

VA =0

Observagao 2.1.1 Observe que também é possivel aplicar a lei das malhas na malha externa, fornecendo
—v + VR, +VRr; + VR, =0

Porém, essa equagdo nada acrescenta, ji que nada mais € do que a combinacao linear de (2.2) com (2.3).
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2.1.3 Meétodo das correntes de malha

Sera considerado o mesmo circuito da Figura 2.2, usado anteriormente. Para aplicar esse método, considera-se
que as correntes circulam nas malhas como descrito na Figura 2.3 abaixo.

Ry R3

ne

Figura 2.3: Ilustracao do método das correntes de malha.

Assim, é necessario aplicar a lei das malhas para cada uma das malhas acima. Para a primeira malha com
corrente i1, tem-se que a corrente fluindo através de Ry € i1 e a corrente através de Ry é i1 — iy, portanto

v = ’ilRl + (’il — iQ)RQ
De forma similar, para a segunda malha, com corrente is, tem-se
0=19R3 +ioRs + (iz — i1)R2

Dessa forma, obtém-se duas equagOes algébricas em iy e iz, que podem ser resolvidas simultaneamente. Uma

vez obtidas as correntes, a tensao nos resistores é prontamente determinada.

2.1.4 Sistema de primeira ordem resistor-capacitor

Considere o circuito elétrico resistor-capacitor apresentado na Figura 2.4.

R .
—ANN\——
——-o0
+ 1
vp T—— C _—F— vc
N ——-o0

Figura 2.4: Circuito resistor-capacitor.

Aplicando a lei das malhas, obtém-se
vg(t) = vr(t) +ve(t)

em que vg(t) é a diferenga de potencial através do resistor R, dada por vg(t) = i(t)R. Veja que a corrente i(t) é
a mesma através de todos os componentes do circuito. Usando a relagao entre corrente e tensao num capacitor,

dada por
dvc(t)
dt

it)=C

tem-se que

dvc(t)
dt

que pode ser colocada na forma padrao, com o coeficiente da derivada de maior ordem sendo 1, ou seja:

RC

+ve(t) = vg(t)

(2.4) y(t) +ary(t) = x(t)
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com y(t) = vo(t), 7= RC, a; = 1/7, z(t) = vg(t)/7. Essa equacio descreve a relagdo entre a tensao da fonte
vE(t) e a tensdo do capacitor v (t). Trata-se de uma equacio diferencial ordinaria?, que estabelece uma relagao
entre uma variavel e suas derivadas. No contexto acima, essa equagao ilustra como a tensao no capacitor varia
com o tempo. Uma equagao diferencial é chamada de “ordinaria” quando envolve derivadas em relagao a uma
unica variavel independente, que, neste caso, é o tempo.

Na equagao diferencial acima, a variavel ¢ é denominada de varédvel independente. Por outro lado, a variavel
y, que ¢é a solucao (incognita) da equacao diferencial, é a variavel dependente. A ordem da equagao diferencial
¢ a ordem da mais alta derivada de y com relacdo a ¢t. Nessa equagdo, o termo z(t) é chamado de termo
forcante, simbolizando a entrada ou excitagao do sistema. Se z(t) = 0, tem-se uma equagao diferencial
homogénea, por outro lado, se z(t) # 0, tem-se uma equagao diferencial ndo homogénea. Assim, (2.4) é
uma equacao diferencial ndo homogénea de primeira ordem. E oportuno ainda enfatizar que uma equacao dife-
rencial juntamente com as condicoes iniciais constitui um problema de valor inicial. Na equagao diferencial
(2.4), a condicao inicial v (0) = veo indica a carga do capacitor no instante de tempo ¢ = 0.

Solugao homogénea do sistema resistor-capacitor

A solugdo da equagdo (2.4) depende do termo forgante x(t). Considerar-se-a inicialmente que a entrada z(t) é
nula, ou seja, que a equacao diferencial é homogénea, dada por

(2.5) y(t) + ary(t) =0
com condigdes iniciais y(0) = yo. Suponha que a soluc¢do tenha a forma

y(t) = e

com s uma constante a ser determinada. Derivando essa solugio e substituindo-a na equagao (2.4), obtém-se

se’t 4 aet =0 = (s+a)e =0
Portanto
s+a; =0
fornecendo s = —ay. Assim, a solugao geral da equagao diferencial de primeira ordem homogénea (2.5) é dada
por
(2.6) y(t) = Ae mt

em que A é uma constante arbitraria a ser determinada pela condigao inicial. Note que a solugdo geral (2.6)
parametriza o conjunto de todas as infinitas solugdes de (2.5). Usando-se a condigao inicial y(0) = yo, tem-se

yo = Ae’ = A

Assim, a solugao da equagao diferencial homogénea fica sendo

—ait
y(t) = yoe
Essa solucao homogénea, devido apenas as condicoes iniciais, é comumente chamada de solucao livre ou
ainda de solugao nao forgada.

E oportuno enfatizar que o parametro T no sistema resistor-capacitor, dado por = RC [s], representa a

constante de tempo do circuito em segundos. Claramente, esse parametro determina a velocidade de descarga

—t/T

do capacitor, ja que ve(t) = vege com vco a diferenga de potencial no capacitor no instante ¢ = 0. Note

que decorrido uma constante de tempo 7, o capacitor terd perdido aproximadamente 63.2% de sua carga.

2 Alguns fundamentos basicos sobre equagdes diferenciais ordinarias estdo apresentados no Apéndice A.2
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Exemplo 2.1.1 Considere o circuito da Figura 2.4, em que o valor da resisténcia R é 2 [kQ] e o valor do
capacitor C' € 0.1 [mF|. No instante t = 0, a diferenca de potencial no capacitor é vcg = 0.6 [V]. Assim, para
esses valores numéricos, T = RC =2 x 10® x 0.1 x 1073 = 0.2 [s] e a tensio no capacitor é dada por

ve(t) = 0.6 = 0.6e°

O grdfico da solugio ve(t) estd apresentado na Figura 2.5. Como esperado, transcorrido t = 7 = 0.2 [s], a
tensdo no capacitor serd de apenas 36.8% do valor inicial vog.

0.6 ~ vYco

0.4+

ve(t) [V]

0921 """ 0.368vco

Figura 2.5: Tensao vc no capacitor para veg = 0.6 [V].

Solugao nao homogénea

Na se¢ao anterior, a solugao da equagao diferencial homogénea foi calculada considerando-se que o termo forcante
era nulo. Esta secao determina a solu¢ao do problema de valor inicial dado pela equagao diferencial nao
homogénea

(2.7) y(t) + ary(t) = x(t)

juntamente com a condicdo inicial y(0) = y9. E comum denominar a solucio desse problema de valor inicial
(que é tnica) de solugdo completa ou ainda de solugdo total. Por outro lado, uma solugdo particular
ou um integral particular da equagdo diferencial ndo homogénea (2.7) ¢ uma solugao y,(t) qualquer que néo
envolva constantes arbitrarias, assim nao necessariamente satisfara as condigoes inciais.

A solugao da equacio nao homogénea (2.7) pode ser obtida® a partir de uma solucao particular qualquer
de (2.7) adicionando-se todas as possiveis solugoes da equagao homogénea associada (2.5). Portanto, a solugao
y(t) da equagao diferencial ndo homogénea (2.7) é dada por

y(t) = yn(t) + yp(t)

em que y,(t) é uma solucao particular qualquer de (2.7) e y(t) é a solugao geral da equagdo homogénea
associada (2.5), contendo as constantes arbitrarias. Essa solucdo geral é frequentemente denominada de fungao
complementar da equacdo diferencial ndo homogénea (2.7). Também designa-se por solugao geral da
equacdo ndo homogénea, a solucdo yy(t) + yp(t) em que y,(t) ¢ uma fungdo complementar e y,(¢) é um
integral particular.

Como a solugao geral da equagao diferencial homogénea associada ja foi determinada na secao anterior, tendo
sido dada por (2.6), deve-se agora determinar uma solugdo particular para a entrada z(t). Note, no entanto,
que a solugdo particular nao é tnica. Por exemplo, considerando-se que a entrada vg(t) é uma tensao constante
de amplitude F, ou seja

z(t)=E/T=aFE

3Como demonstrado no Exercicio 2.5.2, se y1(t) e y2(t) forem duas solugdes da equagio diferencial ndo homogénea (2.7), entdo
a diferenga yi (t) — y2(t) ser4 uma solugao da equagao diferencial homogénea associada (2.5).
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uma solugao particular de (2.7) pode ser dada por
Yp(t) = B+ Ce™*
com C € R uma constante qualquer. Assim, escolhendo-se a solugao particular
Yp(t) = E
a solugdo geral da equacao diferencial ndo homogénea (2.7) passa a ser
(28) y(t) = yn(t) +yp(t) = A" + B

em que a constante arbitraria A é determinada usando-se a condi¢ao inicial. Considerando-se que a tenséo y(t)
no instante ¢ = 0 é y(0) = yo e substituindo essa condigao inicial na equagao (2.8), tem-se

y0:A+E — A:yo—E

Consequentemente, a solugdo completa da equagdo diferencial linear ndo de primeira ordem homogénea (2.7)
para a entrada constante x(t) = a1 E fica sendo

(2.9) y(t) = yoe ' + B(1 — e )

Exemplo 2.1.2 Considere novamente o circuito da Figura 2.4, em que o valor da resisténcia R é 2 [kQ] e o
valor do capacitor C' é 0.1 [mF|. Considere ainda que no instante t = 0 a diferenga de potencial no capacitor é
vep = 0.6 [V] e a tensao da fonte é vg(t) = 2 [V]. Assim, notando que para 7= RC =02, a1 =1/T=5¢a
tensao no capacitor fica sendo

(2.10) vo(t) = 0.6e™°" +2(1 — e )

A solugao ve(t) estd apresentada na Figura 2.6.

2 A4
= 15
°
>
1 i
vco
0.5 - - - - -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Tempo ¢ [s]

Figura 2.6: Tensdo ve no capacitor para veo = 0.6 [V] e vg(t) =2 [V].

Solugao nao homogénea usando o fator integrante

Agora, sera apresentada uma segunda abordagem para se determinar a solugdo de uma equacao diferencial de
primeira ordem ndo homogénea, ou seja, em que o termo forcante x(t) é diferente de zero. A equagdo a ser
resolvida é a mesma equacao (2.7), juntamente com sua condigao inicial y(0) = yo, ou seja

(2.11) y(t) +ary(t) = x(t),  y(0) =wo
Multiplicando ambos os lados dessa equacao pelo fator integrante e®1?, obtém-se

(2.12) e“ty(t) + e tayy(t) = e a(t)
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Lembrando agora a regra da cadeia dada por

d
< (e9(0) = e5(0) + e any(1)
tem-se diretamente que (2.12) pode ser reescrita como

d

(2.13) o

(e™"y(t)) = e™'a(t)

Integrando ambos os lados dessa expressao, obtém-se

t
e“y(t)

t
- [t
0

0

ou seja
t
e yt) =9(0) + [ e an) dy
0

Portanto, a solugdo completa da equacao diferencial de primeira ordem nao homogénea (2.11) é dada por

t
(2.14) y(t) = yoe~ ™ +/ e~ (=g (n) dn
0

Note que essa derivagao é uma prova da existéncia e unicidade da solugao da equagao diferencial linear de
primeira ordem nao homogénea. Claramente, essa solucao pode ser particionada como

y(t) = yn(t) +ys ()
com o termo y,(t) sendo a solugdo da homogénea associada dada por

—aqt

yn(t) = yoe

e o termo y¢(¢) sendo a solugao forcada dada por

t
yr(t) = / e~ =M g(n) dn
0

Observagao 2.1.2 A operagao de integra¢ao que aparece na expressio da solug¢ao for¢ada acima tem a forma
de uma convolugdo; uma opera¢iao matemdtica (com indmeras aplicagoes praticas) que expressa a quantidade
de sobreposi¢io de uma fungdo g(t) a medida que ela se desloca sobre uma sequnda fungdo f(t). A convolugdo
entre as fungoes f(t) e g(t), denotada por f(t) x g(t), € dada por

1090 = [ " A — gy dn = / " Fma(t — n)dn = g() * £(1)

Exemplo 2.1.3 Sejam os sinais f(t) = e'u(t) e g(t) = tu(t), em que p(t) € a fungio Heaviside (o degrau
unitdrio) definida como sendo pu(t) =1 parat >0 e p(t) =0 para t < 0. Assim, a convolugio de f(t) com g(t)
€ dada por

(oo}

t
et — n)nu(n) dn = / ne'™Mdn=e' —t—1
0

f*ﬂZ/_Zf(t—n)g(n)dnz/

— 00

Do exposto na Observacao 2.1.2 acima, percebe-se que a resposta forcada yy(t) nada mais é do que a
convolugao, no intervalo [0, ¢], da entrada x(¢) com a fungao* h(t) = e~ 1!, ou seja:

yr(t) = / Wt — m)a(n) dy = / == () dy

4Sera visto no Exemplo 3.4.3 do Capitulo 3 que h(t) = e~®1* representa a resposta ao impulso do sistema.
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E importante salientar ainda que, dependendo da funcdo forcante z(t), a integral de convolugdo pode ser de
dificil resolugao. Por outro lado, para o exemplo do circuito elétrico em que a entrada de tensdo é constante,
dada por vg(t) = E, a solugdo completa (2.14) acima com z(t) = E/7 e a; = 1/ fica sendo

E t
y(t) = yoe T+ — / ™M/ Ay = yoe T+ B(1 - e7Y/7)
0

que ¢é exatamente a solugdo obtida anteriormente em (2.9).

Exemplo 2.1.4 Considere o caso especifico do Exemplo 2.1.2, em que T =1/5, vg(t) =2 [V] e vco = 0.6 [V].
Nesse caso, a tensao ve(t) serd dada por

T

2 ¢ ¢

ve(t) = 0.6 + feft/T/ e dn = 0.6e7H7 4 2e7 e/ .
0
=0.6e7" +2(1 — ™)

que € a solugao dada em (2.10).

2.1.5 Regime transiente e regime estacionéario

A solugdo da equagao diferencial ndo homogénea (2.11), que é composta pela soma das solugbes homogénea e
forcada®, também pode ser particionada em um termo relacionado ao regime transiente e um termo relacionado

ao regime estacionério (permanente).

Observe que para o problema de valor inicial, dado pela equacao diferencial de primeira ordem nao homogénea
(2.11) e sua condigéo inicial

y(t) + ary(t) = x(t), y(0) = yo

a solugao foi determinada como sendo

t
y(t) = yoe ! +/ e~ (=M () dn
0

homogénea forgada

Agora, considerando que o termo forgante seja x(t) = a1 E, uma constante de amplitude a1 F, tem-se

y(t) = yoe " +E(L—e )

homogénea forgada

que pode ainda ser decomposta como a soma dos regimes transiente e permanente, como segue

~—

permanente

y(t) = (Yo - E)e™™" +
—_———

transiente

Assim, em regime permanente com ¢t — 0o, a resposta torna-se y(t) = E.

Observagao 2.1.3 Note que para o exemplo do circuito resistor-capacitor, o regime permanente vo(t) = E
implica que o capacitor estard plenamente carregado. Na pratica, transcorrido t = 37 [s], o termo transiente
terd diminuido 95% e para t = 57 [s], terd diminuido 99%.

Exemplo 2.1.5 A Figura 2.7 apresenta as respostas homogénea vy, forcada vy, transiente vy, permanente vy
e completa, para o exemplo do circuito resistor-capacitor, em que R = 2 [kQ], C = 0.1 [mF], vco = 0.6 [V] e
UE(t) =2 [V]

5E importante enfatizar que os resultados obtidos nesta segio sio validos apenas para uma equacio diferencial ndo homogénea
tendo a forma (2.11), em que a entrada ndo contem termos derivativos. O caso mais geral é discutido no Exercicio 2.5.3.
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Tensao [V]

Figura 2.7: Respostas: vp, vy, v¢, vp € completa, para o sistema resistor-capacitor.

2.1.6 Sistema de segunda ordem resistor-indutor-capacitor

Uh
vf
_ on

_ Up
—— completa

02 04 06 08 1
Tempo ¢ [s]

Considere o sistema apresentado na Figura 2.8 abaixo, composto de um resistor, um indutor e um capacitor

ligados em série.

Figura 2.8: Circuito RLC em série.

Aplicando a lei das malhas nesse circuito, tem-se

vE(t) =vr + v +vo

em que VR, vf, € Vo Sao respectivamente as tensoes no resistor R, no indutor L e no capacitor C. Para o resistor,

a tensao é dada por vg = iR. Para o indutor, sabe-se que v, = L(di/dt). Assim, a equagdo torna-se

. di
ve(t) =1R+ L& + ve

Usando a relagao entre a corrente e a tensao através do capacitor C, dada por

=0

obtém-se

di - Cd(dvc/dt) dQ’UC

at dt de2

d?)c d2’UC
de?

+ vo

Essa equagao pode ser equivalentemente reescrita como

(2.15)

que é uma equacao diferencial linear de segunda ordem nio homogénea®

apresentada na Secao 2.2.

LC%¢ + RCOc + ve = vg(t)

6 Alguns fundamentos basicos sobre equagdes diferenciais ordinarias estdo apresentados no Apéndice A.2

. A solucao desse tipo de equagao é
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2.2 Modelagem de sistemas mecanicos usando equacoes diferenciais

Esta segao descreve os passos para determinar o modelo matematico de alguns sistemas mecanicos basicos,
utilizando equagoes diferenciais ordinarias (EDOs). O modelo matematico em forma de EDOs facilita a anéalise,
as simulagoes computacionais e o projeto desses sistemas mecénicos. Serao tratados sistemas mecénicos trans-
lacionais e rotacionais, que podem ser descritos pelas trés leis bésicas da fisica Newtoniana, as leis de Newton.
Uma abordagem mais completa pode ser encontrada nos livros citados nas referéncias bibliograficas.

Inicialmente, sao estudados os sistemas mecanicos translacionais e suas respectivas representagoes matemati-
cas. Em seguida, é realizada a analise da deflexao estatica de uma mola sob uma carga determinada. O primeiro
exemplo de um sistema mecénico envolve uma massa acoplada a uma mola ideal, resultando na derivacao de sua
equagao de movimento de segunda ordem. Logo apés, incorpora-se o efeito do amortecimento viscoso ao sistema
massa-mola. Posteriormente, a analise é estendida para abranger sistemas com multiplos graus de liberdade.
Finalmente, a representacao matematica de sistemas mecanicos rotacionais é derivada.

2.2.1 Sistemas mecanicos translacionais

1. Mola de rigidez k. Pela lei de Hooke, tem-se que a forga F' exercida pela mola é proporcional ao desloca-

mento x com sentido oposto.

ij F =kx
x
Figura 2.9: Mola ideal.

2. Amortecedor. Coeficiente de amortecimento ¢. Nesse caso, a forga é proporcional & velocidade & com
sentido oposto.

d
H cmvzcd—fzcj:

v

Figura 2.10: Amortecedor ideal.

3. Massa. Segunda lei de Newton.

B ~dv d(da/dt) A%z
F—ma—ma—mT—m@—mx

forga aceleracao
massa

Figura 2.11: Principio fundamental da dinamica.

2.2.2 Deflexao estatica da mola

Imagine uma mola no seu estado de equilibrio natural. Ao se colocar uma massa m, a mola se deflete devido a
acdo da gravidade de um valor A, como apresentado na Figura 2.12.
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k
Posicao da mola EA
sem carga S A7 i Posicao de
equilibrio estético
myg

Figura 2.12: Deflexao estatica da mola.

Para determinar a deflexao da mola, aplica-se o balanco de forgas ao corpo na posigao de equilibrio estatico.
Pelo diagrama de corpo livre, verifica-se que as forgas atuantes sobre a massa m sao: a for¢a peso mg e a reagao
da mola kA. Portanto, o balanco de forcas, levando em conta o sinal, fornece:

m,
kA =myg = A= 79
Observe que o valor positivo de A esté de acordo com o fato da mola ter se alongado, como demonstra o sentido
do vetor A na figura.

2.2.3 Sistema de segunda ordem massa-mola

Nesta se¢ao, o modelo matemético de um sistema massa-mola de um grau de liberdade é derivado. Em seguida,
o seu comportamento dindmico é analisado. Apesar da simplicidade desse tipo de modelo, sua aplicacao é
inimera. Por exemplo, o sistema de um grau de liberdade pode ser utilizado preliminarmente para a anéalise de
uma suspensao veicular, como apresentado na Figura 2.13.

Figura 2.13: Modelo simplificado de uma suspensao veicular.
Para uma primeira modelagem, o perfil da rua sera negligenciado, assim r(t) = 0, e o sistema passa a ter

a configuragao apresentada na Figura 2.14, em que m é a massa do corpo, k a rigidez elastica da mola, g a
aceleragao da gravidade e y(t) o deslocamento da massa.

o [ ] —f=wn m |

K fgl lfk

Figura 2.14: Sistema de um grau de liberdade. Figura 2.15: Diagrama de corpo livre (DCL).

A Figura 2.15 apresenta o diagrama de corpo livre (DCL), considerando que a posi¢do y = 0 representa a
posicdo de equilibrio natural da mola, antes da deflexdo devido & acdo da gravidade. Nesse diagrama, fi e f,
sao, respectivamente, a forga elastica de restituicao da mola e a forga gravitacional, dadas por:
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Aplicando a segunda lei de Newton, a partir do DCL, obtém-se

+1 ) Forgas = —fy — fir = mij
Portanto, a equagao de movimento é dada por
(2.16) my(t) + ky(t) = —myg

Observe que esta equagao diferencial é nao homogénea devido ao termo forcante resultante da acao da
gravidade. Esse fato era esperado, ja que o deslocamento y(t) da massa representa a deflexdo da mola a partir
do seu estado de equilibrio natural. No entanto, é possivel reescrever a equacao de movimento em torno da
posicao de equilibrio estatico da mola A, que é dada por

kA = —mg == A=—mg/k

Note que o sinal negativo estd em consonéncia com o fato da mola sofrer uma contragao devido ao efeito da
gravidade. Finalmente, aplicando a mudanga de variével

obtém-se a equagao diferencial homogénea
(2.17) mi(t) + kz(t) =0

Essa equagao pode ser reescrita na forma
B(t) +wiz(t) =0

em que w, = \/k/m é a frequéncia natural do sistema. A frequéncia natural é um conceito fundamental na
dinamica de sistemas, indicando a frequéncia com a qual o sistema oscilaria na auséncia de amortecimento e
forgas externas. Esta frequéncia é determinada pelas propriedades do sistema, como a rigidez k£ da mola e a
massa m do objeto. Em sistemas mecéanicos, como o massa-mola, a frequéncia natural desempenha um papel
crucial na determinacdo do comportamento dindmico, influenciando desde a resposta do sistema a estimulos
externos até aspectos relacionados a ressonancia e estabilidade.

A equagdo (2.17) é uma equagao diferencial linear de segunda ordem homogénea, pois contém a derivada
segunda do deslocamento x. Assim, s@o necesséarias duas condi¢Oes iniciais para que essa equagao possa ser
resolvida. Essas condi¢oes geralmente sao dadas para o tempo inicial £ = 0:

z(0) = zo e %(0) = o

Solugao homogénea do sistema massa-mola
Para resolver a equagao diferencial (2.17), considera-se que a solugdo x(t) possui a seguinte forma:
(2.18) x(t) = Z cos(wnt + ¢)
com Z, w, e ¢ constantes a serem determinadas:
e 7: amplitude das oscilagoes;
e w,: frequéncia natural,
e ¢: angulo de fase.

O método consiste em diferenciar a solugdo (2.18) e substituir o resultado na equagao diferencial (2.17).
Aplicando a regra da cadeia, obtém-se as derivadas primeira e segunda de x(t) como segue:

Z(t) = —Zwy, sin(wnt + @)
#(t) = —Zw? cos(wnt + @)
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Substituindo z(t) e #(t) na equagao diferencial (2.17), obtém-se
—mZw? cos(wnt + ¢) + kZ cos(wpt + ¢) =0
(k — mw?)Z cos(wnt + ¢) =0

Perceba que a equagao
(k — mw?)Z cos(wnt + ¢) =0
implica que
(k —mw?) =0

j& que a fungao cos(w,t + @) nao é identicamente nula. Consequentemente, tem-se

2.19 ==
(2.19) w -

que representa a frequéncia natural w,, do sistema. Agora, usando-se as condi¢oes iniciais:

x(0) =z e z(0) = 2o
tem-se que a solugao proposta z(t) = Z cos(w,t + ¢) satisfaz
x(0) = zg = Z cos(o) = cos(¢) =
e a sua derivada z(t) = —Zw,, sin(wyt + @) satisfaz
%(0) = &9 = —Zwy, sin(¢) = sin(¢) =
Portanto, a solugao final fica sendo

z(t) = Z cos(wpt + @)

(2.20) = Z (cos(wnt) cos(¢) — sin(wy,t) sin(¢))
= xq cos(wpt) + z—o sin(wi,t)

o
Z

Observagao 2.2.1 O dngulo de fase ¢ e a amplitude Z sao facilmente determinados como segue. Lembrando

que tan(¢) = sin(¢)/ cos(¢), tem-se

(2.21) ¢ = tan~! ( —%o >

ToWn

Embora a amplitude Z possa ser retirada diretamente das expressées acima para o cos(¢) e o sin(¢), uma

formula que nao inclui relagdes trigonométricas pode ser obtida notando que sin2(¢) + cos?(¢) = 1, ou seja,

2 .2 -2
Lo Lo
(2.22) 72 + 79,2

Solugao homogénea pela exponencial
No caso acima, foi considerado que a solucao era do tipo
x(t) = Z cos(wnt + ¢)
No entanto, também pode-se considerar uma solugao do tipo exponencial

z(t) = ZeM

com A e Z constantes a serem determinadas. Nessa derivacao, tanto Z como A podem ser niimeros complexos

"Uma revisdo sucinta de niimeros complexos e fungdes de variaveis complexa encontra-se no Apéndice A.1.

7
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As derivadas primeira e segunda de z(t) sdo, respectivamente:
()= 2Z M e E(t) = ZN\%eM

Substituindo-as na equagao diferencial
mi(t) + kx(t) =0

obtém-se

mZNeM + kZeM =0
(MM + k) ZeM =0
m\N +k=0

Definindo w,, = y/k/m e resolvendo a equagdo acima, obtém-se

/\:i,/—E = Ljw,
m

Nesse caso, obtém-se duas solugdes A\; = +jw, e A = —jw,. Portanto a forma da solucao z(t) fica sendo
z(t) = Zyel“nt 4 Zyemiwnt

com numeros complexos Z; e Zy dados, respectivamente, por Z; = Ay +jB; e Zy = Ay + jBy. Aplicando a
p , 1Y > P J J p

formula de Euler para a exponencial dada por

It — cos(wnt) — j sin(wnt)

el“nt = cos(wpt) + j sin(wpt) e €
a solugdo x(t) pode ser reescrita como
x(t) = (A1 +jBy)[cos(wnt) + j sin(wnt)] + (A2 + jB2)[cos(wpt) — j sin(w,t)]
ou de forma equivalente como

x(t) = (A1 + As) cos(wpt) + (B2 — By) sin(wpt) +j [(B1 + Ba) cos(wnt) + (A1 — Asg) sin(wy,t)]

Sabendo-se que o deslocamento fisico do sistema é real, ndo contendo parte imaginaria, sua representacao
matematica z(t) também deve ser. Portanto, deve-se anular a parte imaginaria de x(¢), ou seja

j [(B1 + Bz) cos(wnt) + (A1 — Az) sin(w,t)] =0
implicando® que A; = A, e B; = —B,. Portanto, tem-se que
x(t) = 245 cos(wnt) + 2Bs sin(wy,t)
Usando a seguinte relacao trigonométrica
Acos(wpt + ¢) = Acos(¢) cos(wnt) — Asin(¢) sin(w,t)
a solucdo final z(t) pode ser reescrita’ como
(2.23) x(t) = Z cos(wnt + ¢)

com Z = 2y/A3 + B3 e ¢ = tan~!(—Bz/A3). Como era de se esperar, obtém-se a solugdo em termos da fungao
cosseno, idéntica a equacao (2.18).

8Essa conclusio poderia ter sido obtida simplesmente impondo que Z; = zZ3.

9Mostre que 243 cos(wnt) + 2B2 sin(wnt) = 24/ A2 + B2 cos(wnt + ¢), com tan(¢) = —Ba/As.
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Exemplo 2.2.1 Desconsiderando a a¢ao da gravidade no sistema massa-mola da Figura 2.16, determine sua
frequéncia natural wy,, a amplitude das oscilagdes e o deslocamento da massa devido as condigdes iniciais x(0) =
29 = 0.2 [m] e ©(0) = &9 = —0.6 [m/s]. Suponha que a massa seja dada por m =1 [Kg| e a rigidez por k =9

NE)
m —;— x(t)

Figura 2.16: Sistema massa-mola.

A frequéncia natural é dada pela equacdo (2.19), ou seja, w, = V9 = 3 [rad/s|. O dngulo de fase ¢ dado
pela equagao (2.21), i.e.,

ToWn 0.2x3

¢ =tan"! ( —70 ) = tan~! ( 0.6 > = 0.7854 [rad] = 45°

A amplitude das oscilagoes pode ser obtida de (2.22) ou da equagao xg = Z cos(¢@), fornecendo

i) 0.2
7 = = = 0.2828
cos(¢)  cos(0.7854)

Usando a equagao (2.20), a solugdo final fica sendo

x(t) = Z cos(wnt + ¢) = 0.2828 cos(3t + 0.7854)
que pode ainda ser reescrita como

x(t) = g cos(wnt) + o sin(wpt) = 0.2 cos(3t) — 0.2sin(3t)
Wn

A resposta homogénea desse sistema as condigoes iniciais xo = 0.2 [m] e g = —0.6 [m/s| estd apresentada

na Figura 2.17.

i
=~ O 0o =

<
o

Amplitude
o

L
N
o IR >N )

I
—_

(a]
—
[\
w
N
ot
(@)}

Tempo ¢ [s]

Figura 2.17: Resposta as condigdes iniciais zo = 0.2 [m| e #9 = —0.6 [m/s].

2.2.4 Sistema de segunda ordem massa-mola-amortecedor

Considere o sistema mecanico massa-mola-amortecedor da Figura 2.18, em que m [Kg] é a massa do carro, ¢
[Ns/m] é o coeficiente de amortecimento viscoso, k [N/m]| é a rigidez da mola e p(t) [N] é uma forga aplicada

no sistema.
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e

L m — p(t)

(@) (@)

Figura 2.18: Sistema massa-mola-amortecedor.

A equagao de movimento desse sistema é dada por
(2.24) mij(t) + cy(t) + ky(t) = p(t)

que é uma equagao diferencial ordinéria de segunda ordem nao homogénea, devido ao termo forgante p(t). Essa
equacao diferencial descreve completamente o movimento do sistema massa-mola-amortecedor, relacionando
aceleracao, velocidade e posicao com a forga externa aplicada. No entanto, para analise e projeto de sistemas
vibratorios, é conveniente reescrever de forma equivalente essa equagao movimento na chamada forma padrao

de segunda ordem:
(2.25) §(t) + 2Cwny(t) +wiy(t) = g(t)

em que g(t) = p(t)/m, wp, = \/k/m, { = ¢/ce e c. = 2v/km. Destacando, assim, a frequéncia natural w, do
sistema e seu fator de amortecimento (, que é fungdo do coeficiente de amortecimento ¢ e do amortecimento
critico ¢.. Observe que (2.24) possui trés parametros, m, ¢ e k. Por outro lado, (2.25) tem a vantagem de ser
parametrizada por apenas dois parametros w, e (.

Solugao homogénea do sistema massa-mola-amortecedor

Considerando que o termo forcante p(t) é nulo, ou seja, g(t) = 0, a equagao torna-se homogénea e sua solugao

devera satisfazer as duas condigoes iniciais y(0) = yo e y(0) = 9o, tendo em vista que o sistema tem ordem dois.

10

Para determinar a solugao geral da equacao diferencial homogénea ", considera-se que ela tem a forma

y(t) = e
Substituindo y(¢) na equagao diferencial (2.25), obtém-se
(A2 4 2Cwp X +w2)eM =0

At

Como o termo e** nunca é nulo, chega-se a equagao caracteristica

M 20w A+ w2 =0
cujas raizes sao:
(2.26) A = —Cwp +wp/C2—1 e Ao = —Cwp — wn /2 — 1
Dependendo do valor de ¢, obtém-se trés casos distintos:
1. Se ¢ < 1, as raizes sao complexas conjugadas e o sistema é dito subamortecido.
2. Se ¢ > 1, as raizes sao reais distintas e o sistema é dito superamortecido.

3. Se ¢ =1, as raizes sdo reais repetidas e o sistema é denominado criticamente amortecido.

Para os casos ( > 1 e ( < 1, as raizes sao distintas, e a solugao geral da equacgao diferencial homogénea é

dada por
y(t) = AeMt + Bet??

10 Alguns fundamentos basicos sobre equagdes diferenciais ordinérias estdo apresentados no Apéndice A.2
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cuja derivada é
§(t) = AdeM’ + BAye!

Usando as condigoes iniciais, tem-se

y<0):yOZA+B Yo -]. 1 A
—t R =
7(0) = 9o = A\ + BXo Yo _)\1 A2| | B
Portanto )
A o 1 )\2 -1 Yo
B - )\2 — /\1 —)\1 1 3)0
que resulta em
Jo — A2%0 —%o + A1yo
(227) SV A= o

Para o caso ¢ < 1, as raizes (2.26) sdo complexas conjugadas e assim podem ser reescritas como

A= _Cwn +jwd

)\2 = 7CW7L - jwd
com wy = wpy/1 — (2. Essas raizes fornecem as constantes (2.27) dadas por

A — yO + (Cwn +de)y0
2jwq

_ —80 + (Jwa — Cwn)Yo
2jwq

B

Assim, a solugao fica sendo
y(t) — Ae/\lt +B€)\2t — Ae(*CwnJrjwd)t +B€(7Cwn7jwd)t
— ¢~ Cwnl [Aejwdt + Be—jwdt]

_ o—Cent Yo + (Cwn + jwa)vo clwat | =70 + (—Cwn + jwa)yo —iwat
2jwa 2jwa

_Cont | YO jwat _ —jeat YoSWn  wat _ —jwaty | I9AYO ( jwat | —jwat
e [2jwd(e e )+ ST (e e )+ ST (e +e )

Usando a identidade de Euler

jot _ —jot jot —jot
sin 0t = % e cos Ot = e te
2j 2

a solugao y(t) pode finalmente ser reescrita como

“= sinwgt +

- Yo YoCwn
t) = ¢ Swnt
yit) = eeont | 20 -

sin wqt + Yo cos wdt}

(2.28) )
_ o Cwnt [yo + CwnYo

sin wqt + yo cos wdt}
Wd

com wg = wpy/1 — 2.

Para o caso ¢ > 1, as raizes (2.26) sdo reais distintas e fornecem as constantes (2.27) dadas por

4 ot (C VE Ty
2wn/C2 -1
B = 7y.0 + (*C + AV <2 — 1)wny0
2w/ -1
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Portanto, a solucao fica sendo

y(t) = AeMt + Bet?!
_ pe(eenteny/@E1)t | g (~Con—wny /1)
— e—(wnt |:Aewn\/§2—lt + Be—wn\/<2—lt:|

e_cwnt

2wn/C2—1 2w /C2 -1

= g~ Cwnt [y‘;zl (ewn\/Cth - e*wn\/@—lt) n _ Cwnbo (ewn\/chlt e

2wp/C2—1

L w0/ 1 GGy ]
2wnp/C2 -1

Usando a identidade
sinh 0t = % e cosh 0t =

a solugao final y(t) pode ser reescrita como

ot —6t 601‘, + 67915

y(t) = e~ l
Wn 1/ CZ n\ C

G 0% i /2 — Tt + o coshwn y/CZ
wny/C2—1

Para o caso ¢ = 1, as raizes (2.26), que agora sdo reais e repetidas, se reduzem a

(2.29)

= e—Cwnt

)\:AIZ)\QZ_Cwn:_wn
Nesse caso, a solugao geral da homogénea tem a forma

y(t) = AeM + BteM = Ae~“n! 4 Bte~wnt
y(t) = —Awpe™ "' + Be 9t — Btw, et

Substituindo as condigoes iniciais, obtém-se

9(0) = 9o = —Aw, + B = B =40 + wnyo
Portanto, a solugao fica sendo

y(t) = Ae™“! + Bte “nt
(2.30) =e “n' (A + Bt)
=e """ [yo + (Jo + wnyo)t]

Yo + (€ + /€% — Dwnyo gonV/E—1t —g0 + (—¢ + /(2 — 1)wnyoe_wn\/<2it]

wn\/C271t>

smhwm/CQ t+ CwnYo smhwn\/C2 1t + yo cosh w, /(2 —

Observagao 2.2.2 Note que a solugdo para o caso ¢ = 1, dada por (2.30), pode ser obtida de (2.28) fazendo-se

o limite quando ¢ — 1. Para ver esse fato, reescreva y(t), dada por (2.28), como seque:

sinwgt
wqt

y(t) = e~ et [(3)0 + Cwnyo) t + yo cOS wdt}

Em seguida, apliqgue o limite com ( — 1, notando que wg — 0 e lirr(l)(sin z)/z =1, para fornecer:
z—>

sin wgt
wdt

lim e~ ¢ [(Z)o + Cwnyo) t

¢—1

+ 1o cos wdt} =e " (Yo + wn¥o) t + Yo
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Solugao nao homogénea

Considere a equagao diferencial ndo homogeénea (2.25), em que a entrada agora é uma forga constante p(t) = k
[N], ou seja, a equagdo diferencial de segunda ordem fica sendo

(1) + arg(t) + azy(t) = wp
em que a; = 2(w, € az = w2. Claramente, uma solucio particular dessa equagio ¢ dada por
yp(t) =1

Como discutido na Secao 2.2.4, a forma da solugao geral da homogénea associada depende do valor do
coeficiente (. Se ¢ = 1, as duas raizes do polindémio caracteristico sdo idénticas'!, dadas por A\; = Ay = —w,,, e
assim a solucao geral da homogénea associada tem a forma

yn(t) = Ae “nt 4 Bte “nt
Consequentemente, a solugao geral da equagao diferencial ndo homogénea é dada por
y(t) = 1+ Ae”“* + Bte !
Considerando as condigoes iniciais y(0) = yo e y(0) = 9o, a solugdo completa fica sendo
y(t) =1+ e " (1 +wat)(yo — 1) + tyo)
Por outro lado, se  # 1, as raizes A1 e Ao sao distintas e a solugao geral da homogénea associada tem a forma
yn(t) = AeM! + Be*?' com Ao = —Cw, + wn/C2 =1

Assumindo o caso particular!? em que ¢ = 0, as raizes passam a ser \; o = +jw, e, assim, a solucio geral da
equacgao diferencial nao homogénea tem a forma

y(t) =14 Aei@nt 4 Belwnt
e a solucdo completa fica sendo

Yo sin(wpt)
Wn,

y(t) =1+ (yo — 1) cos(wnt) +

Para o sistema mecéanico massa-mola-amortecedor (2.25), sob agdo de uma forga constante p(t) = k [N] e
condigoes iniciais mulas, a Figura 2.19 apresenta a resposta para diferentes valores de £ com w, = 7 rad/s e a
Figura 2.20 apresenta a resposta do sistema para diferentes valores de w,, com & = 0.3.

y(t) y(t)
£=.1
1 SN o~ 7 1 o — 3
£ \ \7 7 ~ - wp = 15
t t
Figura 2.19: Diferentes valores de £ com w,, = 7. Figura 2.20: Diferentes valores de w,, com & = .3.

110 Exemplo A.3 demonstra como tratar o caso em que o polindémio caracteristico apresenta raizes repetidas.
120 Exercicio 2.5.12 apresenta a solugdo para o caso geral em que ¢ > 0.
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2.2.5 Sistemas com miltiplos graus de liberdade

Esta secao descreve os passos para se obter o modelo matemaético de sistemas com mais de um grau de liberdade,
como, por exemplo, o sistema apresentado na Figura 2.21.

kl k2

f(@)
my W - ——NW ] ms |
ﬁ:% ﬁ}

Figura 2.21: Sistema com 3 graus de liberdade.

Os procedimentos para obter a equacao diferencial que governa esse sistema sao idénticos aos executados
anteriormente, usando-se a segunda lei de Newton. O diagrama de corpo livre para esse sistema esté apresentado

HFMP HF]Q‘*

mi mo ms L =

— F., — — F., ~]

na Figura 2.22.

Figura 2.22: Diagrama de corpo livre.

Considerando o sinal das forcas representado nesse diagrama de corpo livre, tem-se
Fy, = ki(z2 — 21), Fy, = ka(z3 — 22)
Fe, = ci(@2 — ), F., = co(@3 — @)
Aplicando o balanco das forcas para cada uma das massas m;, ¢ = 1,2, 3, dado por

+ .
— ZFk] + FC]. = M;T;
J

em que Fk]. e FC]. sdo as forgas atuantes no corpo i, tem-se que
Fk1 + Fcl =mii
7Fk1 + Fk2 — Fc1 —+ F‘C2 = Mol
f(t)_sz _F62 :m3i‘3
Equivalentemente, tem-se
mi¥y — ki(xe —x1) — c1(d2 — 1) =0
mgsz + ]{11(2132 — 1‘1) — kg(:ﬁg - (L’Q) + Cl(ig - 131) — CQ((i?g — 172) =0

mis + k‘g(l‘g — 1‘2) + 02(1}3 - 1‘2) = f(t)

Essa equagao diferencial pode ser reescrita na forma matricial, como segue

mq 0 0 fi’l C1 —C1 0 :i?l kl —kl 0 I 0
(2.31) 0 mo 0 To |+ |—c1 c14+co —co To | + | —k1 K1+ ks —ko x| = |0 f(t)
0 0 ms ,ifg 0 —Co C2 1‘3 0 —kg k‘g T3 1

ou seja
Mi+Ci+ Kz =Ff(t)
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em que M é a matriz de massa, C' a matriz de amortecimento, K a matriz de rigidez e F' a matrix que posiciona
a entrada f(t), obtidas diretamente da forma matricial (2.31) acima. Note que essas matrizes sdo simétricas.
O vetor z nesse caso representa os deslocamentos ¥ = [«1 z2 @3], Se a matriz de massa M for inversivel, a

equagao de movimento tem a forma

i+ M 'Ci+ M 'Ke=MTFf(t)

2.2.6 Sistemas mecanicos rotacionais

No caso de sistemas rotacionais, o deslocamento passa a ser um deslocamento angular, geralmente representado
por 0. A velocidade é denotada por w. A relacdo entre o deslocamento angular e a velocidade é w = %
Portanto, a aceleragao angular é dada por
dw d(do/dt) d2e
dt dt de?

O torque T aplicado ao sistema possui as seguintes relagoes:

1. Mola torcional de rigidez k:

T =k0
2. Coeficiente de amortecimento c: »
cw=c T c
3. Momento de inércia I:
T=16

A figura abaixo apresenta um sistema mecanico torcional consistindo de uma massa, com momento de inércia
I, acoplada a extremidade de uma barra de torcao de rigidez k e coeficiente de amortecimento ¢, sob agao de
um torque Tg(t).

O diagrama de corpo livre'? para esse sistema est4 apresentado na Figura 2.23.

D)

7.7, 0 Te()
Figura 2.23: Diagrama de corpo livre.
Nesse diagrama, a massa com momento de inércia I sofre uma rotagao 6 sob agdo de um torque externo

Tr(t) e dos torques de reagao T = kf e T, = cf provenientes da rigidez k e do amortecimento c¢. O balango de
torques, usando a segunda lei de Newton

@ZT:TE—TC—Tkzlé
fornece } '
I0(t) + c0(t) + kO(t) = Tr(t)
que pode ainda ser reescrita na forma padrao de segunda ordem
O(t) + 2Cwn(t) + wab(t) = g(t)
em que ¢ = c/(2VkI), w, = V/k/T e g(t) = Tr(t)/I.

13Note-se que as forgas e os torques estdo representados nos diagramas de corpo livre com seus sentidos corretos, portanto devem

ter magnitudes positivas.
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2.3 Analogia entre sistemas mecanicos e elétricos

A compreensao da analogia entre sistemas mecanicos e elétricos é crucial na engenharia, pois oferece perspectivas
valiosas para uma abordagem interdisciplinar na resolucao de problemas complexos. Esse entendimento nao
apenas facilita uma melhor intuicao sobre os sistemas elétricos para aqueles com um forte entendimento de
mecanica, mas também permite a aplicagao de técnicas e métodos de analise de um campo ao outro. Essa

analogia permite que se transite entre conceitos mecéanicos e elétricos com maior facilidade e compreensao.

Para explicitar a analogia que existe entre os modelos dos sistemas mecéanicos e elétricos, reescreve-se a
equagdo (2.15) em termos da carga elétrica q(t), que esta relacionada com tenséo ve(t) pela formula

q(t) = Cvc(t)

Em termos da carga ¢(t), o modelo passa a ser

(2.32) Li(t) + Rq(t) + Cq(t) = ve(t),

Q)
[
Ql -

cuja analogia com o modelo (2.24), dado por
mi(t) + ci(t) + kx(t) = f(t),

agora é 6bvia. Além disso, a equagdo do sistema elétrico (2.32) pode ser reescrita na forma padrao de segunda
ordem

G(t) + 2Cwnd(t) + wiq(t) = g(t)

com w, = C’/L, ¢ =R/c., c. =2V CL e g(t) = vg(t)/L. Essa equagdo é idéntica a equagdo do sistema
mecénico de segunda ordem na forma padrao, dada por (2.25). Claramente, ambas equagbes possuem a mesma
solucao em termos de ¢ e wy,.

2.4 Propriedades de sistemas dinamicos

Esta secao explora as propriedades fundamentais dos sistemas dindmicos, que sao cruciais para entender e
manipular uma ampla gama de sistemas na engenharia. As propriedades que serdo apresentadas — linearidade,
causalidade e invaridncia no tempo — nao sdo apenas conceitos tedricos, mas também ferramentas praticas
que permitem aos engenheiros analisar e projetar sistemas de forma eficaz. Compreender estas propriedades é
essencial para prever o comportamento dos sistemas em resposta a diferentes entradas e condigoes operacionais.

A linearidade, por exemplo, oferece um caminho para simplificar analises complexas, enquanto a causalidade
estd intrinsecamente relacionada & previsibilidade. A invaridncia no tempo, por sua vez, permite que anélises
e projetos sejam generalizados, independentemente do momento de observagao ou operacao. Juntos, esses
conceitos formam a espinha dorsal da modelagem e analise de sistemas em diversas aplicagoes de engenharia,
desde circuitos elétricos até mecanica estrutural. A seguir, cada uma dessas propriedades é definida, ilustrando
como elas sdo aplicadas na analise de um sistema que relaciona um sinal de entrada z(¢) com o sinal de saida
y(t), através de um processo qualquer, como representado na Figura 2.24.

x(t) — Sistema — y(t)

Figura 2.24: Sistema a tempo continuo.

Para o sistema ilustrado na Figura 2.24, as seguintes propriedades sao definidas:

1. Linearidade: sejam y;(t) e y2(t) as saidas para as entrada x1(t) e z2(t), respectivamente. Entdo, o

sistema serd linear se a saida para a entrada
z(t) = axy(t) + Bra(t)  for  y(t) = awr(t) + Bya(t)

com « e 3 constantes quaisquer.
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Exemplo 2.4.1 O sistema descrito pela equagao diferencial

€ linear, jd que
t t t t
t) = dr = d dr = d dr = ay (t t
u(t) /Oxmf /Oaxlm T+ Bra(r)dr a/oxl(T)TJrﬁ/Oxz(T) r=ay(t) + By (1)

Exemplo 2.4.2 O sistema descrito pela equagio diferencial
y(t) +y* (1) = (1), y(0)=0
nao € linear. Note que para uma entrada constante qualquer x(t) = ¢, a saida € dada por
y(t) = Ve tanh(v/c1)

que claramente € uma relagdo nao linear, jé que para x(t) = ¢ + ca, tem-se
y(t) = Vi F e tanh(Ver Faat) £y () + ya(t) = v/er tanh(\/ert) + /é tanh(y/e 1)

Observacgao 2.4.1 A linearidade também € conhecida como principio da superposicao, que pode ser
definido pelas sequintes duas propriedades:

F(Il + ZL’Q) = F(l‘l) + F(ZZ?Q) Aditividade
F(az) = aF (z) Homogeneidade

com o uma constante qualquer.

2. Causalidade: um sistema ¢é dito causal (nfo antecipativo), se a saida num instante de tempo 7 depender
apenas de valores da entrada em t < 7.

Exemplo 2.4.3 O sistema dado pela relagcao
y(t) = cos(t + 1) z(t)x(t — 3)

€ causal, jd que a saida no instante t = 7 depende da entrada no instante T e no instante passado T — 3.

Exemplo 2.4.4 O sistema dado por
y(t) = cos(t) x(t + 1)

nao € causal, jd que a saida no instante t = T depende da entrada no instante futuro T + 1.

3. Invariancia no tempo: se y(t) for a saida de um sistema invariante no tempo quando z(t) for a entrada,
entdo y(t — 7) seré a saida quando z(t — 7) for a entrada.

Exemplo 2.4.5 Considere o sistema dado pela sequinte relacdo

y(t) = sin(z(t))

Seja y1(t) a saida para a entrada x1(t), ou seja,

y1(t) = sin(x1(t))

Seja xo(t) = 21(t — 7), entdo
ya(t) = sin(xo(t)) = sin(x1(t — 7)) = y1(t — 7)

Portanto, o sistema € invariante no tempo.
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Exemplo 2.4.6 Considere o sistema dado por
y(t) = ta(t)
Seja y1(t) a saida para a entrada x1(t), ou seja,
yi(t) =t (t)

Seja xo(t) = x1(t — 1), entao
ya(t) = taa(t) = to1(t — 7)
No entanto,

yi(t —7) = (t =)zt = 7) # y2(t)

Portanto, esse sistema nao € invariante no tempo (é um sistema variante no tempo).

2.5 Exercicios
Consideragoes iniciais: é vedado o uso da Transformada de Laplace para todos os exercicios desta secao.

Exercicio 2.5.1 Mostre que a solugao homogénea para a equagido diferencial de primeira ordem

§(t) + ary(t) = 0
com condigdes iniciais y(to) = yo, que ocorre num instante de tempo tg nao necessariamente nulo, €
y(t) = yoe~ »(1=10)
Exercicio 2.5.2 Mostre que se y1(t) e y2(t) forem duas solugdes da equacdo diferencial nao homogénea
§(0) + ary(t) = ()
Entao a diferenca y1(t) — y2(t) serd uma solu¢ao da equagao diferencial homogénea associada
y(t) +ary(t) =0
Exercicio 2.5.3 Considere a sequinte equacao diferencial nao homogénea com um termo derivativo na entrada:
y(t) + ary(t) = boi(t) + brz(t), y(0) =yo, x(0) =m0
Mostre que a mudanca de varidvel
2(t) = y(t) — box(t)
coloca o sistema na forma (2.11), ou seja, na forma
2(t) + a12(t) = z(t)

em que Z(t) = (by — a1bo)x(t) e a condigao inicial é dada por z(0) = y(0) — box(0). Assim, mostre que:

1. A solugao completa y(t) é dada por
t
y(t) = box(t) + (yo — boxg)e " + (by — albo)/ e_‘“(t_")x(n)dn
0

2. A solugdo forcada para a entrada x(t) = vye™P* fica sendo

e—ﬁt _ e—alt

yr(t) =boy (e 7" —e7 ") + y(by — a1bo)
a; —f



Prof. Camino, J. F. Analise Linear de Sistemas 31

3. A solugdo forcada para uma entrada constante de amplitude v passa a ser
. 1 — et
yr(t) = boy (1 —e M ) + (b1 — albo)ia
1
4. A resposta completa para uma entrada constante de amplitude v € dada por
1 — e ot

ai

y(t) = boy + (yo — boy)e " + y(by — arbo)

Exercicio 2.5.4 Considere o circuito abaixo, composto por resisténcias R1, Ro, R3 e Ry e pela fonte de tensao

v. Usando o método das correntes de malha, determine a tensdao mos pontos A e C. No mais, determine as
correntes de malha i1 e is.

Ry

ne

B

Exercicio 2.5.5 Considere o circuito da figura abaixo, em que Cy e Cs sdo capacitores, Ry e Ry sao resistores
e V. € uma fonte de tensio. A tensdo v.(t) de interesse € a tensao no capacitor Cs.

Ve
Ry

R
1

Q=
A AN

1. Determine a equagao diferencial em termos de v.(t).
2. Usando os valores numéricos C1 = Cy =1 [uF], R1 = 2Ry = 1000 [k, determine:

(a) A solu¢iao homogénea para a condigdo inicial v.(0) =5 [V];
(b) A solugio for¢ada para uma tensao de entrada constante v, = 220 [V];
(c) A solugdo para a condigdo inicial v.(0) =5 [V] e tensao de entrada v.(t) = 220 [V];

(d) Decomponha a solug¢do em termos do regime transiente e do estaciondrio (permanente).
Exercicio 2.5.6 Repita a questdo anterior 2.5.5, considerando agora que v.(t) = 12e=2* |V].

Exercicio 2.5.7 Para o circuito da questao 2.5.5, determine a resposta forcada para uma tensdo de entrada
alternada ve(t) dada por:

1. ve(t) = 3sin(5t);
2. v(t) = 2sin(3t + 7/2).

Use os valores numéricos fornecidos na questio 2.5.5.
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Exercicio 2.5.8 Considere o circuito RC da figura abaizo

R .
W
——0
+ _
VE T—— C < vc
o ——0

em que a tensao de entrada vg(t) € dada por uma rampa de amplitude unitiria e dura¢io T' segundos, descrita
pela fun¢ao continua por partes

*) t/T ,se0<t<T
VE =
0 ,set>T

Para esse circuito, mostre que a tensio no capacitor é va(t) = vi(t) + vic(t) com
1
vr(t) = 5 (t+ r(eT 1)), 0<t<T
1
velt) = (e 4 T ), 1> T

em que o termo vy (t) corresponde & solugao forgada no intervalo de tempo t € [0,T] e o termo v;.(t) corresponde
a solugao para o intervalo de tempo t > T, dada pela condigdo inicial vo = vy(T), que inicia-se no instante de
tempo to =T.

Exercicio 2.5.9 Sabendo que o circuito RC € um sistema linear invariante mo tempo, use o resultado do
Ezercicio 2.5.8 para esbogcar o grifico da tensao no capacitor para a entrada de tensao dada pela fungao periddica
dente de serra da figura abairzo. Use os sequintes valores numéricos: T =02 e T = 1.

p(t)
1 4

Exercicio 2.5.10 Considere o circuito RL abairo, composto por resistores Ry, Ry e Rz, um indutor L e uma
fonte de tensao V.

i(t)

1. Para esse circuito, determine a equagao diferencial em termos da corrente i(t) que flui através do indutor.
2. Usando os valores numéricos Ry = 3 [Q], Ra =6 [Q], R3 =12 [Q] e L = 2 [H], determine:

(a) A resposta homogénea para a condi¢io inicial i(0) =1 [A].

(b) A resposta forgcada para wma tensio de entrada v (t) = 42 cos(t) [V].

(c) A solugdo para a condigdo inicial i(0) = 1 e tensdao de entrada v.(t) = 42 cos(t) [V].

(d) Decomponha a solug¢do em termos do regime transiente e do estaciondrio (permanente).
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Exercicio 2.5.11 Seja o circuito abaizo, composto por dois resistores Ry e Ra, por um capacitor C, duas fontes

de tensdo v; e ve, e duas chaves ki e ko.

Ry Ry
AN AN
kl + k2

(e — v C ——— Ve

— Vi

1. Suponha que o circuito encontra-se em regime permanente, com a chave ki aberta e a ko fechada. Deter-
mine a tensao em que o capacitor estd submetido. Chame essa tensdao inicial de v.(0) = vep.

2. Suponha agora que o circuito, que encontrava-se em regime permanente, € chaveado (num instante de
tempo qualquer que podemos denominar de t =0), fazendo com que a chave ki feche e a ko abra. Assim:

(a) Determine a equagdo diferencial do circuito em termos da tensdo v.(t) do capacitor.
(b) Determine a tensao v.(t) para Ry =4 [kQ], Ro =2 [kQ], C =5 [uF], v; =10 [V] e ve =4 [V].
(¢) Decomponha a resposta v.(t) em termos do regime transiente e do permanente.
(d) Calcule a corrente i.(t) através do capacitor e calcule limg_, o ic(t).
Exercicio 2.5.12 Determine a solugcao da equagdao diferencial linear de sequnda ordem mnao homogénea
E(t) 4 2Cwna(t) + wia(t) = w?

com ¢ > 0 e condigoes inciais ©(0) = xg e £(0) = o.

Exercicio 2.5.13 Considere o circuito abaizo, composto de dois resistores Ry e Rg, um indutor L, um capacitor
C e a fonte de tensao V.

1. Para esse sistema, determine a equagdo diferencial em termos da tensdao v.(t) do capacitor.
2. Coloque a equagao na forma padrao
e (t) + 2Cwn () + w2v.(t) = f(t)
determinando assim o fator de amortecimento ¢, a frequéncia natural w, e a excitagao f(t).

3. Para os valores Ry = 4 [Q)], C = 0.25 [F] e L =1 [H], determine o intervalo de valores para Ry > 0 de
forma que o sistema seja: a) subamortecido; b) criticamente amortecido; ¢) superamortecido.

4. Determine 03 equagdes diferenciais; uma em termos da diferenca de potencial (a tensao) entre os terminais
de Rq; outra em termos da tensao entre os terminais de Ro e a terceira em termos da tensdo entre os
terminais de L.
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5. Determine 02 equacoes diferenciais; uma em termos da corrente que flui através do indutor e a outra em
termos da corrente que flui através do capacitor.

6. Considerando os dados numéricos usados em (3) para o caso criticamente amortecido, calcule a tensdo
ve(t) mo capacitor assumindo que a tensao inicial do capacitor seja 1V, a corrente inicial no indutor seja
2A e a tensao da bateria seja 5 V.

7. Decomponha a resposta anterior (6) em termos de reposta homogénea, resposta forcada, regime transiente
e permanente.

Exercicio 2.5.14 Considere o circuito RLC abaixo, composto de um resistor R, um indutor L, um capacitor
C' e uma fonte de tensio vg(t).

R ; L
— AN T
+ 1
'UE(t)_ij C/‘\ Uc(t)

1. Para esse sistema, determine a equagao diferencial em termos da tensdo no resistor e em termos da tensao
no indutor.

2. Escreva a equagdo diferencial em termos da corrente i que flui no circuito, colocando-a na forma padrdao

de segunda ordem
dZi(t) di(t) 5.
0 o S i) = (o

determinando assim o fator de amortecimento ¢, a frequéncia natural w, e a excitagao f(t).

Exercicio 2.5.15 Considere o sistema de polias apresentado na figura abaixo, em que a mola possui uma rigidez
eldstica k [N/m]. Assuma que a gravidade é dada por g = 9,81 |m/s?| e que uma deflexio positiva represente
um alongamento da mola e uma deflexdao negativa uma compressao da mola. Determine a deflexdo estdtica da
mola quando a polia estiver sujeita a uma carga de massa m [kg].

Exercicio 2.5.16 Considere o sistema da figura abaizo, constituido de uma polia de momento polar de inércia
J e raio R, uma mola de rigidez eldstica k e wma massa m. A polia estd sujeita a um torque externo T.
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5.

6.

. Derive a expressao para a deflexao estdtica da mola devido ao efeito da gravidade.

Considerando que y(t) representa o deslocamento referente ao equilibrio estdtico, determine a equagdo
diferencial de movimento em termos do deslocamento y(t).

Reescreva essa equagdo diferencial de movimento em termos do dngulo 0(t), na forma padrao
0(t) + 2Cwnb(t) + w20(t) = f(t)

determinando ¢, wy, e f(t).

. Determine a solugao homogénea para as sequintes condigoes iniciais y(0) = —1 e y(0) = 1. Considere os

sequintes valores numéricos k =10, J =2, R=3 em = 1.
Determine uma solugio particular 0,(t) para uma entrada de torque constante T = 3.

Determine a solu¢ao para a entrada T = 3 e condigdes iniciais y(0) = —1 e y(0) = 1.

Exercicio 2.5.17 Considere o sistema da figura abaizo, em que o momento polar de inércia das engrenagens

1 e 2 sio respectivamente Jy [m*| e Jo [m*|, o raio das engrenagens 1 e 2 sdo respectivamente Ry [m| e Ry

[m], os deslocamentos angulares das engrenagens 1 e 2 sao respectivamente 6, [rad| e 6 [rad]. A engrenagem

2 estd sujeita a um torque externo T [N.m]. A mola possui rigidez k [N/m] e o amortecedor coeficiente de

amortecimento ¢ [N.s/m|. Nesse sistema, o torque T € aplicado na coroa (a maior engrenagem) que aciona o

pinhao (a menor engrenagem). No ponto de contato, ambas engrenagem possuem a mesma velocidade tangencial.

1. Derive a equagao diferencial de movimento em termos do dngulo 61 na forma padrao

01(t) + 2Cwnby (t) + w20, (t) = f(t)

determinando C, wy e f(t).

2. Reescreva essa equagdo em termos de 05(t), determinando os novos valores de ¢, wy, e f(t).

Exercicio 2.5.18 Seja o sistema mecdnico da figura abaizo, constituido por dois volantes de momento polar de

inércia Jy e Jo [m?], ligados através de um amortecedor torcional By [N.s.am|. O volante J; € conectado & parede

por uma mola k [N.m] e sua rotagio angular € 61(t). O volante J estd ligado a um amortecedor By [N.s.m]| e
sua rotagio angular é 05(t). O volante Jy estd sujeito a um torque externo T [N.m] no sentido hordrio.

0, 0

/\’@
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Para esse sistema mecdnico, derive a equagao diferencial de movimento em termos de 61(t) e 05(t). Cologue-a
na forma matricial

Mi(t) + Ci(t) + Ka(t) = F(t), a= lgj

determinando as matrizes de massa M, amortecimento C, rigidez K e o vetor de excitagao F(t).

Exercicio 2.5.19 Considere o sistema péndulo-mola-amortecedor apresentado na figura abaizo, em que uma
massa pontual m estd conectada na extremidade de uma haste de comprimento . Considere ainda que tanto
a mola, de rigidez eldstica k [N/m|, como o amortecedor, com coeficiente de amortecimento ¢ [N.s/m], estdo
conectados no meio da haste em 1/2. O deslocamento angular do péndulo no sentido anti-hordrio é denotado
por 6 [rad].

1. Determine a equagdo de movimento nao linear do sistema em termos de 6.

2. Linearize em torno da origem a equag¢ao obtida no item acima, considerando pequenas oscilacoes, ou seja,
assumindo que sin(f) ~ 0 e cos(f) ~ 1.

3. Coloque a equagdo de movimento linearizada na forma padrdo de sequnda ordem
0(t) 4 2Cwnf(t) + w26(t) = f(t)
determinando ¢, wy, € o termo for¢ante f(t).

4. Calcule 0(t) para as condigoes iniciais 6y = 1 e 0y = —1 e valores numéricos g=10, m =1, 1 = 10,
c =40, k = 96.

Exercicio 2.5.20 Considere o péndulo apresentado na figura abaizo, constituido de uma massa m [kg], uma
mola de rigidez eldstica k [N/m] e uma haste de comprimento | [m]. O deslocamento angular do péndulo no
sentido anti-hordrio € 0 [rad]. O péndulo estd sujeito a um torque externo T, no sentido hordrio. Considere o
efeito da gravidade.

1. Determine a equagao de movimento nao linear em termos do dngulo 0(t).

2. Linearize em torno da origem a equacdo obtida no item anterior, considerando pequenas oscilagoes, ou
seja, assumido que sin(0) =~ 6 e cos(9) =~ 1.
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3. Coloque a equagao de movimento linearizada na forma padrao de sequnda ordem
O(t) + 2Cwnb(t) + W20(t) = f(t)
determinando C, w, e o termo for¢ante f(t).
4. Considerando f(t) = Acoswt, mostre que a expressao abaizo € uma solugdo particular:

0,(t) = Acos(wt) /(w2 — w?)

n

Exercicio 2.5.21 A figura abaizo apresenta um sistema mecdnico constituido de uma massa m |kg| conectada
a uma parede através de um amortecedor ¢ [N.s/m]. O deslocamento da massa € denotado por x(t) [m]. O
sistema estd sujeito a uma forga externa p(t) [N].

X
C
}—m_>P

7277

1. Determine a equagao diferencial de movimento em termos do deslocamento x(t).

2. Mostre que essa equagao pode ser rescrita como uma equagdo de primeira ordem em termos da velocidade

o(t) = i(t).

3. Assumindo as condigdes iniciais x(0) = —1 e £(0) = 3, determine a velocidade da massa no tempo t = 1
segundos, quando uma for¢a constante de amplitude 5 [N] é aplicada no sistema. Assuma os sequintes
valores numéricos: m =2 ec=1.

4. Assumindo os mesmos dados do item anterior, determine o deslocamento da massa no tempo t = 1
sequndos.

Exercicio 2.5.22 Considere o sistema mecdnico da figura abaizo, constituido de uma massa m [kg| conectada
a uma parede por meio de uma mola de rigidez eldstica k [N/m]. A outra extremidade da massa estd conectada
a um amortecedor ¢ [N.s/m|. Devido a uma excitagio externa p(t), a massa sofre um deslocamento x(t) [m].

1. Assumindo que p(t) tem unidade de velocidade, derive a equagao diferencial de movimento.

2. Assumindo que p(t) tem unidade de deslocamento, derive a equagio de movimento.

Exercicio 2.5.23 Considere o sistema massa-mola-amortecedor da figura abaixo, com os sequintes valores nu-
méricos: m =1, k=100 e ¢ = 10.




Prof.

Camino, J. F. Analise Linear de Sistemas 38

. Determine o deslocamento x(t) da massa para uma entrada constante p(t) =5 e condigdes iniciais x(0) = 1

e (0) = —1.
Decomponha a resposta z(t) em termos de solugdao homogénea e solugao for¢ada.

Decomponha a resposta x(t) em termos do regime transiente e do permanente.

Exercicio 2.5.24 Considere a equacao diferencial de sequnda ordem nao homogénea dada por

B(t) + 2Cwpd(t) + wia(t) = f(t), 0<(¢<1

. Determine uma solugdo particular z,(t) para a entrada constante f(t) = A.

Assim, mostre que a solugao completa para a entrada constante f(t) = A é dada por

A
a(t) = — + e Cwnt (cle’“"tv Gl pentV 42’1)

n

com ¢y e cy constantes a serem determinadas pelas condigoes iniciais.

Assumindo w, =1 e ( = 1/2, mostre que a solu¢do completa para a entrada constante f(t) = 3 e condi¢des
iniciais ©(0) =1 e £(0) = 1 € dada por

z(t) = 3 —2e? cos <\/2§t>

. Mostre que uma solugdo particular para a entrada f(t) = sin(wt) € dada por

(w2 — w?) sin(wt) — 2¢wpw cos(wt)
wt + 2w2(2¢2 — 1)w2 + wi

zy(t) =

Assumindo w, =1 e ¢ = 1/2, mostre que a solu¢do completa para a entrada harmonica f(t) = sin(t) e
condigoes iniciais x(0) = 1 e ©(0) = —1 € dada por

z(t) = 2¢7Y2 cos <\/2§t> — cos(t)

Decomponha a solu¢ao completa, obtida no item anterior 5, nas sequintes parcelas: solu¢ao homogénea,
solugao forcada, regime transiente e regime permanente.

Exercicio 2.5.25 Considere o sistema da figura abaizo, constituido de uma massa principal m [kg], um amor-

tecedor ¢ [N.s/m|, uma mola de rigidez eldstica k [N/m|. Em cima da massa principal, corre uma massa mg

[kg], ligada & massa m por meio de um amortecedor ¢, [N.s/m| e de uma mola k, [N/m]. O deslocamento da

massa m € denotado por x(t) e o da massa mg por w(t). Uma for¢a externa p(t), com sentido positivo na

direcao x, € aplicada no carro de massa m.

k ka —l_>
T
ca ma
c m

@) @)

Derive a equagdo de movimento em termos dos deslocamentos x(t) e w(t) na forma matricial

ME(t) + C3(t) + K=(t) = F(t), 2= m

determinando as matrizes de massa M, amortecimento C, rigidez K e o vetor de excitagao F(t).
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Exercicio 2.5.26 Considere o sistema mecdnico com dois graus de liberdade ilustrado na figura abaixo, com-
posto de duas massas my |kg| e mq |kg| e trés molas k1, ko e ks [N/m]. Os deslocamentos das massas my e ma
sao respectivamente x1(t) [m] e x2(¢t) [m]. A massa ms estd sujeita a uma excitagao externa p(t).

x1 x2
kl k2 k3
ml 000 ™2
J \ Z \

1. Derive a equagao de movimento desse sistema em termos de x1(t) e x2(t) na forma matricial

Mi(t) + Kz(t) = Hp(t), z(0) =gz, z= lﬁj

determinando as matrizes M e K, e o vetor H.

2. Considere que mi1 =mgo =1 e ks = k1. Mostre que a matriz K pode ser decomposta como

K=UAU", UTU =1, v= | ’1, AP 0
V211 1 0 ki + 2k,

3. Usando a mudanca de varidvel ¢ = UTx, mostre que a equacdo de movimento pode ser reescrita na forma
(diagonal) desacoplada

i(t)+ A1) = Bolo). o) =m. B=— H

4. Considere que a entrada seja uma constante de amplitude p(t) = 2(k? + 2kak1) e que as condigdes iniciais
sejam x1(0) = —1, ©1(0) = Vk1, 22(0) =1 e 22(0) = k1. Determine primeiro a resposta na coordenada
q(t) e em sequida na coordenada x(t).

5. Determine a resposta q(t) para a entrada p(t) = sinwt e condigdes iniciais nulas.

Exercicio 2.5.27 Considere um sistema S cuja a saida y(t) e a entrada x(t) estao relacionados por

Determine se o sistema S € ou ndo é: (i) linear; (ii) invariante no tempo; (iii) causal.



Capitulo 3
Transformada de Laplace

A transformada unilateral de Laplace! é uma poderosa ferramenta capaz de converter equacdes diferenciais no

2

dominio do tempo em equacoes algébricas de uma varidvel complexa s°. Assim, operacoes de diferenciagao

e integracao sao transformadas em operacoes algébricas, facilitando a resolucdo das equacoes diferenciais. E
importante salientar que a transformada de Laplace também permite analisar o comportamento dindmico de
um sistema linear sem a necessidade de se resolver a equagao diferencial. Uma abordagem completa e mais
detalhada pode ser encontrada nos livros citados nas referéncias bibliograficas.

Defini¢ao 3.0.1 A transformada (unilateral) de Laplace é dada por

00 N
F(s) = £lf®) = [ sear= Jim [ finear

em que s = 0 + jw € uma varidvel compleza.
Essa integral convergira absolutamente sempre que
If®)le " =0 com t — 0.

Se esse limite for a zero para o > o, e divergir para ¢ < 0., entao o, serd chamado de abcissa de convergéncia.

3.1 Transformada de fungoes basicas
Esta secao apresenta a transformada de Laplace de algumas fungoes comuns.

1. Func¢ao exponencial. Seja o > 0. Considere a func¢ao f(t) dada por

Ae ™ set >0
f(t) =
0 ,set <0

Entao, a sua transformada de Laplace é dada por
o0 00
F(s) = LIf(1)] = / Ae-ote—stdt = A / A,
0 0

Note que essa integral converge se a + o > 0, ou seja, 0 > —a. Assim, a abcissa de convergéncia é
0. = —a. Portanto, a regiao de convergéncia, apresentada na Figura 3.1, é o semiplano direito delimitado
pela reta s = —a + jw, com w € R.

I Existe uma transformada bilateral de Laplace. Sua relagio com a versdo unilateral e implicagdes sobre causalidade sdo discutidas

no Apéndice A.9.
2Uma revisdo sucinta de niimeros complexos e fungdes de variaveis complexas encontra-se no Apéndice A.1.

40
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jw

Figura 3.1: Regiao de convergéncia no plano s.

Prosseguindo com a integracao, tem-se

[e’e} 7A o0
F(s) = LIf() = A / (a9t gy = A —(arort
0 a—+s 0
0
= — lim e"(@¥9)t 4 A _ 4
a + § t—oo a—+ s a—+s
Essa fungdo tem uma singularidade (polo) em s = —a.
Vale salientar que a fungao F'(s) é valida para todo o plano s exceto em s = —q, ou seja, a transformada

de Laplace é vélida mesmo fora da regiao de convergéncia. Isso se deve ao teorema da extensao analitica
(também conhecido como teorema da continuagao analitica).

1 ,set>0
f(t) =
0 ,set<0

2. Funcao degrau unitario dada por

Sua transformada de Laplace é dada por

— oo
e~ st 1

F(S)E[f(t)]/oooe“dt P

S o S

A funcao degrau unitario, também conhecida como fungéo de Heaviside, é usualmente denodada por p(t).
Ela néo esta sendo definida em ¢ = 0, porém é comum assumir que x(0) = 0 ou u(0) = 1.

3. Funcao rampa dada por

t ,set>0
ft) =
0 ,set <0

Sua transformada de Laplace é dada por

Prova. Integrando por partes, tem-se

[ele] efst
/ te”Stdt =t
0 —S

o0 oo —st
e 1
0 0 —S S

4. Fungao impulso unitario.

In (t)
n2
< > 1/n2
ni
< > 1/711
ng
}< —{1/710

to

Figura 3.2: Sequéncia de pulsos d,,(t) de area unitaria.
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Seja a funcao pulso de area unitéria, centrada em ¢y, dada por

1 1
to—— <t<t¢ —
sty =" T gy sts ety

0 ,caso contrario

cuja representagao grafica encontra-se na Figura 3.2. Note que & medida que a largura 1/n do pulso d,,(¢)
diminui, sua altura n aumenta proporcionalmente de forma a manter a area unitaria. Assim, a funcdo
delta de Dirac® pode ser definida (informalmente) como sendo

(3.1) St —to) = lim 0, (t)

n—roo
Algumas propriedades do delta de Dirac sdo:

(a) 6(t —tg) =0, para t # to;
(b) [T 6(t —to)dt = 1;
(c) [Zo, F@)8(t —to)dt = f(to);

(d) o(at) = 5|((Xt|), para o # 0.

Aplicando a transformada de Laplace na fungao delta de Dirac, tem-se:

F(s) = L[5(t)] = / T S(t)etdt =1

Observagao 3.1.1 A integral indefinida de §(t) fornece a fun¢ao Heaviside que é igual a 0 parat <0 e
1 para t > 0, porém como distribuicao, ela é definida apenas dentro de uma integral. Assim, tem-se que
Jo(t—to) = p(t—to) e p/'(t —to) = 6(t — to). Nesta apostila, serd usada indistintamente a notagdo p(t)
para denotar tanto o degrau unitdrio como a fun¢ao Heaviside.

Observagao 3.1.2 A fungio 6,(t) acima ndo é a tnica fungdo que pode ser usada para expressar o
impulso. Por exemplo, a fungdo gaussiana d,(t) apresentada na Figura 3.3 pode ser usada para definir o
impulso* (informalmente) como sendo §(t) = lim, o0 6,,(t).

Sp(t) = e
™

Figura 3.3: Sequéncia de fungdes 0, (t) de area unitaria.

5. Fungao senoidal. Seja w > 0. Considere a fungao f(t) dada por

sin(wt) ,set>0
o
0 ,set <0

30 delta de Dirac nio é na realidade uma fungio em seu sentido classico, é uma distribuigio, que é uma generalizacio do
conceito de fungdo que permite manipular singularidades. Note que limite limy, o 0n (t) propriamente dito néo existe, a sequéncia
dn pode ser interpretada como a sequéncia de fungdes normalizadas ffooo on(t)dt =1 tal que a sequéncia de integrais tem o limite
limn o0 [70 8, () f(£) dt = f(0).

4Veja a nota de rodapé 3.
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Entao, a sua transformada de Laplace é dada por

00 ej(».nf _ e—jwt 1 o] . oo .
F(s)=L[f(t)] = / B (/ e~ (57iw)t q¢ —/ e~ (sHiw)t dt)
0 2j 2j 0 0

1 [ —e (57iw)t |0 p=(stjw)t | 1 1 1 w
9 s —jw 0 T2 \s—jw s+jw/)  2+w?

- .
0 S+ Jw
3.2 Propriedades da transformada de Laplace

A seguir sdo apresentadas algumas propriedades da transformada de Laplace®.
1. Linearidade. Se Fi(s) = L[f1(t)] e Fa(s) = L[f2(t)], entdo
Llafi(t) + Bf2(t)] = aFi(s) + BFa(s)

2. Fungdo transladada no tempo. Considere a fungdo f(t) e sua translagdo de a > 0 apresentados na
Figura 3.4, em que u(t) representa o degrau unitario.

ft)

— .
Figura 3.4: Funcao f(t) e sua translagdo f(t — a) u(t — ) (em azul).
A transformada de Laplace dessa funcao transladada é dada por
£lf(e - aputt — )] = [t @) ute et
Aplicando a substituicao de variavel 7 =t — «, tem-se
LI~ o) utt— o)) = [ fu(re T ar

/“ flr)e™Tem > dr = e /Oo f(r)e™mdr
— e OLIf(1)] = e F(s)

em que F'(s) ¢ a transformada de Laplace da fungao f(t).

Exemplo 3.2.1 Considere a func¢ao pulso retangular apresentada na Figura 3.5. Percebe-se que essa
fungé@o pode ser escrita como a diferenga de dois degraus, ou seja, f(t) = p(t) — p(t — to).

Figura 3.5: Fungao pulso retangular.

50 Apéndice A.8 apresenta uma tabela de transformadas de Laplace e suas propriedades.
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Aplicando a transformada de Laplace, tem-se

LM =2 — Lt —to) = £ — et L = L (1 = pmtas)

S S S S

3. Teorema da derivacao real:

Prova. Integrando por partes, tem-se:

—st

o] o0 oo ,—st d
| rwetan= o = | Sqsma
Portanto £0 .
F(s) =T 4 a1
|
Exemplo 3.2.2 Prove que ,
LI53(0)] = $F(s) — 57(0) ~ 0
Prova. Seja g(t) = %f(t) Aplicando o teorema da derivagdo real, tem-se:
d .
Ll9®] = sLlg(t)] = 9(0) = s[sF(s) — £(0)] = £(0)
|

Exemplo 3.2.3 De forma similar, pode-se mostrar que

dm o n—1 )
E[dtnf(t)]sF(S);)sf (0)
= S"F(S) — 5"—1](‘(0) — Sn—Qf(O) o Sf(n—Q)(O) _ f(n_l)(o)
em que f(n) representa a derivada enésima da funcao f(t).

Exemplo 3.2.4 Considere a fungao f(t) = cos(wt), para t > 0. A transformada dessa fungdao pode ser
facilmente calculada como segue:

L[cos(wt)] = E[ds%i{ﬂt)%] = 58»’3[5111(”15)] - sin(wt)|t:0

ws?+w? 24+ w?

4. Multiplicagao de f(t) por e~®! (translagio na frequéncia):

Ll g 0] = [ It = Fls )
0
em que F(s) é a transformada de Laplace da fungao f(t).

Exemplo 3.2.5 Lembrando que a transformada de Laplace da funcao senoidal é

W

L [sin(wt)u(t)] = 212

obtém-se
w

L [efat Sln(u}t)ﬂ(t)] = m
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5. Teorema da derivacio complexa®
d
Llitf(t) =——F
(0] =~ F(s)

Prova. Obtida diretamente da definigdo da transformada de Laplace. Assumindo F'(s) = L[f(t)], tem-se

LItf(t)] = /OOO tf(t)e st dt = /OOO f(t) <igest> dt = f% /OOO ft)estdt = f%F(s)

Exemplo 3.2.6 A funcao cuja transformada de Laplace é

2
F(s)= ——
&)= Grp
€ obtida do teorema da derivacdao complexa, como seque. Lembrando que
1
Lle tu(t)] =
) =
tem-se d 1 1
Lltetu(t) = 3 — 5 =

ds(s+1) (s+1)2
Aplicando, novamente a propriedade, obtém-se

Llt(te " u(t))] = *% (s _: 02 (s f1)3

Consequentemente,
f)y=t*et, t>0

Observe que a propriedade da translacio na frequéncia poderia também ter sido utilizada.

6. Integral de convolugdo. A convolugao f(t) * g(t), entre os sinais f(t) e g(t), é definida como sendo

1090 = [ frge-myar = [~ e =riglr)ar = g0« £
Assim, assumindo que f(t) = g(t) = 0 para t < 0 e aplicando a transformada de Laplace, obtém-se
LIf(t) = g(t)] = F(s)G(s) = G(s)F(s) = L[g(t) * f(t)]

Observagao 3.2.1 Note que um sinal continuo qualquer pode sempre ser escrito como sendo a convolug¢do
dele proprio com o impulso, ou seja,

z(t) = /OO x(1)o(t — 7)dr

7. Teorema do valor final. Se f(t) = 0 para t < 0, e lim;_, o, f(t) for finito, entao

lim f(t) = lim sF'(s)

t—o0 s—0

Exemplo 3.2.7 Suponha que F(s) seja dada por

1
Fls)= ———
)= 57D
Calcule o limite de f(t) quando t — co. Assumindo que este limito seja finito, pelo teorema do valor final,
tem-se 1
A 0= iy eFle) = g iy = !

Esse resultado € facilmente verificavel, pois

f)y=1—¢et, t>0

dnF(s)

6T possivel mostrar, de forma mais geral, que L[t" f(t)] = (—1)" p
s
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8. Teorema do valor inicial. Se f(¢) =0 para t < 0, e f(¢) ndo contiver impulsos em ¢ = 0, entéo,

f(0T) = lim sF(s)

§— 00

Exemplo 3.2.8 Suponha que F(s) seja dada por

1

F(s) = s(s+1)

O limite de f(t) quando t — 0T pode ser calculado como seque:

f(01) = lim sF(s) = lim LI 0

5—00 s—oo s+ 1

3.3 A inversa da transformada de Laplace

Embora existam diferentes formas de se obter a inversa da transformada de Laplace, esta secdo apresenta o
método da expansao (ou decomposigéo) em fragoes parciais, que é a abordagem mais classica para essa finalidade.
Esse método é usado para decompor uma fungao racional

P(S) bOSTn_"blsm_1 + "'+b7n—15+b7n
Q(s) s" 4 a1s" "+ 4 ap_18+ap

que é uma fungao que pode ser escrita como quociente de polinémios, ambos nas mesma variavel s, em fragoes

mais simples dadas por
F(s) = ggz; = F1(s) + Fa(s) + -+ + F(s)

tal que a inversa da transformada de Laplace dos F)(s) seja de facil solucdo. Assim

F(t) = LT (s)] = L7 Fa(s)] + L7 Fa(9)] + -+ L7 [Fu(s)]

Note ainda que a fungdo F(s) pode ser reescrita como

Fls) = :K(S_Zl)(S_ZQ)"‘(S_Zm)
Q(s) (s =p1)(s—p2)---(5s—pn)
em que os valores z; que zeram a fungdo sdo obviamente denominados de zeros de F(s). Ja os valores p;

que causam uma singularidade em F(s) sdo denominados de polos. Os polos sdo elementos essenciais na
determinacao da estabilidade do sistema, como sera visto na Secao 3.7.

Para efetuar essa decomposicao, as seguintes hipoteses sao necessarias:
1. Os polindmios P(s) e Q(s) s6 possuem coeficientes reais;
2. Os polinémios P(s) e Q(s) ndo possuem fatores em comum;

3. O grau do numerador m é estritamente menor do que o grau do denominador n (ou seja m < n).

Observagao 3.3.1 Note que a primeira hipdtese implicard que os polos complexos de F(s), caso existam, s¢
podem aparecer em pares compleros conjugados. A sequnda hipdtese nao é restritiva, pois caso F(s) possua
fatores comuns, por exemplo (s — z1) = (s — pa), entdo, esses fatores se cancelam e efetua-se a decomposicao
de uma nova F(s) sem esses termos. A ltima hipdtese também ndo apresenta perda de generalidade, jd que
uma fun¢do racional F(s) = P(s)/Q(s) com n =m pode ser reescrita como F(s) = D + P(s)/Q(s), em que D
¢ uma constante e o grau de P(s) € estritamente menor do que o grau de Q(s).

Dependendo das raizes de Q(s), dois casos podem ocorrer. Primeiro, sera tratado o caso em que os polos de
F(s) séo raizes simples de Q(s), ou seja, todos os polos sdo distintos. Em seguida, sera apresentado o caso em
que os polos de F'(s) contém raizes multiplas de Q(s).
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3.3.1 Expansao em fragoes parciais: polos distintos

Considerando que os polos da fungdo F(s) sdo distintos, pode-se reescrevé-la como

C C C C
1 + 2 4+t k 4ot n
S§—p1  S—P2 S$ — Dk $— Pn

(3.2) F(s) =

em que ¢ é o residuo do polo pi em s = p,. Para determinar o coeficiente ¢, com k = 1,
como segue. Primeiramente, multiplica-se (3.2) em ambos os lados por (s — pi), obtendo
ci1(s — pr) n c2(s — pr) cn(s — pr)

+-Fe+-+
s—p1 s —P2 S — Pn

(s —pe)F(s) =
Calculando essa expressao em s = pg, obtém-se
ek = [(s = pr)F(8)] 5,

Ck
§ — Pk

Como £~} [ } = ceP u(t), tem-se

ft) = L7HE(s)] = crePt + coeP? + -+ 4 cpePrt - 4 cpefrt, >0

2
Exemplo 3.3.1 Suponha que F(s) = % Assim,
s
s+2 c c
Fls)= —— = = L 4 2
(s+i)s—=J) s+Jj s—]
_als—jtels+])  (atc)stile—ca)
(s+j)s—1J) (s+i)(s—J)
O que implica que
c1+c=1, e ca—c1 =2/j=-2j

Resolvendo essas duas equagdes, determina-se ¢y =1/2+j e co =1/2 —j. Portanto,

1/2+j  1/2—j
_ Y24y 12

F
(s) $+j $—j

Aplicando a inversa da transformada de Laplace, obtém-se

f@t)=L7HF(s)] = (1/2 +)e 3+ (1/2 —j)et = cos(t) + 2sin(t), t>0

3.3.2 Expansao em fracoes parciais: polos multiplos

...,n, procede-se

O procedimento é bastante similar ao adotado no caso anterior e sera apresentado através de um exemplo.

Considere a seguinte fungao

24+25+3
F(s) = st2s+9
(s+1)3
Como F(s) possui trés polos multiplos em s = —1, é necessério decompor F'(s) em trés termos como segue:
C1 C2 c3

FO=GiD "o TGy

Multiplicando ambos os lados por (s + 1)3, tem-se
(3.3) (s+1PF(s)=ci(s +1)* +cals +1) +c3

Portanto,
cs = [(s+1)?F(s)]

s=—1
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Para se determinar os outros coeficientes, deriva-se a equagao (3.3), que fornece
d .
T [(s+1)°F(s)] =co+2c1(s+1)

Portanto,
d 3

s=—1
De forma similar, determina-se o termo cy:

T2 [(3 + 1)3F(S)L:_l = 2¢;

ds
Para o exemplo, em que
s2+2s+3
F(S):W — (8+1)3F(5):S2+23+3
tem-se
c3=[(s+1)3F(8))s=_1 = [s* + 25+ 3]s=_1 =
d
Ccy = g[SQ +25+ 3521 =[25+2]5=—1 =0
1 d2
c1 = 5@[82 =+ 28—|—3]S:_1 =1
Portanto,

1 2
P& =D T v

Aplicando a inversa da transformada de Laplace, tem-se

-1 1 -1 2 —t 2 —t 2\ —t
— — == >

(s+1)°
Observe que o segundo termo foi obtido usando o teorema da derivagao complexa
d
LEfFRut)] = - F(s)
s
Para a fungao F(s) = T3 cuja inversa é f(t) = e”*pu(t), tem-se
s+a
d 1 1

Llte™"u(t)] = —— =
[ He)] dss+a (s+a)?
Portanto, se F(s) = 1/(s + a)?, sua inversa sera f(t) = te~% para t > 0. De forma aniloga, para F(s) =
2/(s+1)3, tem-se f(t) =t%e~! parat > 0.
Considerando que F(s) possui um polo de multiplicidade ¢, ou seja, py = ps = -+ = pg, € 0s n — £ polos
restantes sao todos distintos, sua decomposicao em fragoes parciais é dada por
¢l 2 C._ LG Cn

F(s) = + + e+ +
() S—M (s —p1)? ($*p1)£ § = Pe+1 S —Pn

Exemplo 3.3.2 Suponha que a fungio F(s) seja dada por

s34+ 52 — 165 + 20 _ (s —2)%(s+5)
s6 — 255 — 85 + 1453 + 1152 — 285+ 12 (s —1)3(s + 2)2(s — 3)

F(s) =

Essa func¢do tem um polo em p1 = 1 de multiplicidade ¢ = 3, um polo em ps = —2 de multiplicidade £ = 2 e um
polo simples em p3 = 3. Assim, sua decomposicio em fragdes parciais tem a seguinte forma:

c c c c c c
F(s)= 5—11 + (5721)2 + (5—31)3 +s+42+ (5:2)2 +sf3
em que 0s residuos
11 2 1 248 16 1
Cl:_ﬁ’ 6225, C3=—§7 C4=ﬁ; CSZE, C6:2*5

foram calculados como segue:
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e %(%22 [Fs)(s — 1] _ = _16(333(8—_3255(137;); 100) Ll _ _%
2 0= L PO, =T - T o = ;

3. c3=F(s)(s—1)° = m . = —%

b % P +27_, = st +4S(2__539)Z2(s+—1:;)f — 152 - %
5. ¢5 = F(s)(s +2)* T m L = %

6. co=F(s)(s—3)| = Hm - 2%

3.4 Resolucao de equacoes diferenciais usando a transformada de La-

place

Esta secao demonstra a aplicagao da transformada de Laplace para a solugao de algumas equagoes diferenciais

ordinéarias lineares.

Exemplo 3.4.1 Determine a solucao da sequinte equagao diferencial de primeira ordem nao homogénea:

TO(t) +v(t) = z(t), v(0) = vy

Denotando por V(s) a transformada de Laplace de v(t), ou seja, V(s) = L[v(t)] e lembrando que L[0(t)]

sV (s) — vy, tem-se

78V (s) —1vg + V(s) = £

s
FEquivalentemente, tem-se

E 1
Vi(s) = T _ T E(— T )

Ts+1  s(rs+1) TS+1+ s Ts+1

Aplicando a inversa da transformada de Laplace, tem-se
v(t) = vge V7T + E(1- e_t/T), t>0

que € mesma a solug¢do determinada em (2.9).

Exemplo 3.4.2 Determine a solucao da sequinte equacao diferencial homogénea:
mii(t) + ky(t) =0, y(0) =yo, ¥(0) = o
Lembrando que L[ij(t)] = s?Y (s) — syo — 1o, tem-se

m (s*Y (s) — syo — 90) + kY (s) =0 == (ms® + k) Y (s) = myos + mgo

Portanto
s . 1 2 _ g
Y(S) y082+w2 y082+w%7 Wn = /m
cuja inversa da transformada de Laplace fornece
(3.4) y(t) = yo cos(wpt) + % sin(wpt), t>0

n

que € exatamente a mesma solu¢ao obtida em (2.20).
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Exemplo 3.4.3 Determine a resposta ao impulso da sequinte equagdo diferencial:

y(t) + ary(t) = z(t)
Aplicando a transformada de Laplace, com condi¢oes iniciais nulas, tem-se

1

s+ a

(s+a1)Y(s) =1 = Y(s) =
cuja inversa da transformada de Laplace fornece
y(t) =LY (s)] = e, t20
Exemplo 3.4.4 Determine a resposta ao impulso da sequinte equagao diferencial:

mij(t) + ky(t) = 6(t), y(0) =g(0) =0
Aplicando a transformada de Laplace, tem-se

1/m

2h K Y(s)=1 Y(s)= —L—
(ms +) (s) — (s) Frol

w2 =k/m

cuja inversa da transformada de Laplace fornece

y(t) = LY (s)] = mi} sin(wnt), ¢ >0

Definicao 3.4.1 A resposta ao impulso de um sistema, geralmente denominada por h(t), é de grande impor-
tancia na andlise linear de sistemas. A resposta ao impulso h(t) € calculada com condigoes iniciais nulas, para
um impulso aplicado no instante de tempo t = 0.

Exemplo 3.4.5 Determine a resposta ao impulso da sequinte equagao diferencial:
my(t) + cy(t) + ky(t) = kx(t)
Embora nao seja mandatorio, € iutil reescrever a equacdo acima na forma padrao
§(t) + 20wni(t) + wpy(t) = wya(t)
em que wy, = \/k/m e { = c/(2mw,).

Aplicando agora a transformada de Laplace com condi¢des iniciais nulas, obtém-se
$2Y (8) + 2CwnsY (5) + w2 Y (s) = w2 X (s)

Portanto,

Y = st g

Considerando que a entrada é um impulso x(t) = 6(t), ou seja, X(s) =1, tem-se que
Y(s) w2

H(s) := = n
() X(s)  s2+4+2Cwns + w?

Completando o quadrado, tem-se

o W, wq
H(S)_ ( /1_C2> (S+Cwn)2 +w§

em que wqg = wnpy/1 — ¢2. Lembrando que

—at . - w
L [e sm(wt)p(t)] = 7“ TR
obtém-se a resposta ao impulso
W, _ .
h(t) = ———e “ntsin(wqt), t>0

Vi-¢



Prof. Camino, J. F. Analise Linear de Sistemas 51

Observagao 3.4.1 Nao € adequado calcular numericamente (de forma computacional) a resposta ao impulso
usando diretamente a sua defini¢ao, uma vez que o impulso tem amplitude infinita. Porém, pode-se mostrar
(ver Exercicio 3.8.27) que € possivel calcular numericamente a resposta ao impulso usando a equagao diferencial
homogénea com uma condi¢do inicial apropriada.

Exemplo 3.4.6 Para o sistema massa-mola do Exemplo 3.4.4, a resposta ao impulso pode ser obtida usando-se
a equagao diferencial homogénea mij(t) + ky(t) = 0, com condi¢ao inicial y(0) =0 e (0) = 1/m.

3.5 Resposta a uma excitagao qualquer

A analise de sistemas lineares envolve frequentemente a determinacgao da resposta do sistema a variados tipos
de entradas ou excitagoes. Esta segao apresenta uma abordagem para se obter a resposta de um sistema LTT a
uma funcao de excitacao arbitraria.

Conhecendo-se a resposta ao impulso h(t) de um sistema LTI, sua resposta a um sinal de entrada x(t)
qualquer pode ser determinada através da operagdo de convolugao entre x(t) e h(t). Inicialmente, considera-se
0 caso mais simples, no qual a entrada é aplicada enquanto o sistema estd em repouso, resultando na chamada
“resposta forcada”. Posteriormente, sera derivada a solugao completa.

3.5.1 Solucao forcada

Considere o sistema linear, invariante no tempo, representado na figura abaixo, em que a entrada é z(t), a saida
é y(t), e a resposta ao impulso é h(t).

z(t) —— h(t) ——y()

A resposta forgada desse sistema, que descreve a relagao entrada-saida ignorando as condigOes iniciais, é
dada pela seguinte integral de convolugao:

o0 o0

h(t — m)z(r)dr = / h(T)z(t — 7)dr

— 00

yu>=h@>«uw::/

—00

Se o sistema for causal, entdo h(t — 7) = 0 para 7 > ¢, e a integral se reduzira a

y(t) = / h(t — m)x(r)dr

—00

No mais, se a entrada for nula para ¢t < 0, ou seja 2(t) = 0 para t < 0, entdo a solugao forcada sera

t t
y(t) = / h(t — 7)z(r)dr = / h(r)z(t —7)dr
0 0
Exemplo 3.5.1 Considere o sistema descrito pela sequinte equa¢ao de movimento:
mij(t) + ky(t) = x(t)
em que z(t) € o degrau de amplitude Xy dado por

Xog ,s5et>0
0 ,set <0

uw%mw{

Sabe-se (do Exemplo 3.4.4) que a resposta ao impulso h(t) desse sistema é

h(t) = sin(wpt) p(t), wn =+k/m

MWy,
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Assim, pela integral de convolugdo, tem-se que a solucdo forgada ys(t) € dado por

yr(t) = h(t) xx(t) = /_00 h(t — 7)z(r)dr

< 1 Xo ['.
= /_OO oo sin(wp, (t — 7))u(t — 7) Xo p(r)dr = o /0 sin(wy, (t — 7)) dr
fornecendo finalmente
X
(3.5) ys(t) = 70(1 — cos(wnt)), t>0

3.5.2 Solugao completa

Note que a integral de convolugao fornece apenas a resposta forgada para uma excitagao qualquer. Para se
obter a solugao completa do problema, deve-se considerar também as condic¢oes iniciais, ou seja, deve-se somar
a solucao forgada a solugao homogénea, fornecendo

t
(3.6) y(t) = go(B)yo + g1 (t)jo + -+ gnr (D"~ + / h(t = T)a(r)dr
0
em que n é a ordem da equacgao diferencial e yg, Yo, .- -, yénil) sao suas n condicoes iniciais.
Exemplo 3.5.2 Suponha que o sistema do Exemplo 3.5.1 esteja sujeito as condigoes iniciais y(0) = yo e

9(0) = yo. Assim, somando-se a solu¢do homogénea (3.4) e a solugao for¢ada (3.5), a resposta completa fica
sendo .
_ Yo . Xo
y(t) = yo cos(wnt) + = sin(w,t) + ?(1 —cos(wpt)), t>0

n
Comparando essa expressio com (3.6), tem-se
sin(wpt)

go(t) = cos(wpt) e gi(t) = "

3.6 Funcao de transferéncia

A funcéo de transferéncia é uma ferramenta fundamental para a analise de sistemas lineares e invariantes no
tempo (LTI). Ela caracteriza completamente a relagdo entre a entrada e a saida de um sistema LTI no dominio
da frequéncia. Conforme seré visto, a funcdo de transferéncia relaciona Y(s), a transformada de Laplace do
sinal de saida, com X (s), a transformada de Laplace do sinal de entrada, para um sistema LTI, encapsulando
assim suas propriedades dindmicas. Ela nada mais é do que a transformada de Laplace da resposta ao impulso
do sistema. Além disso, a funcdo de transferéncia pode ser determinada diretamente aplicando-se Laplace &
equagao diferencial do sistema. Suas raizes, os polos e zeros, fornecem informagoes importantes sobre o sistema,
em especial a sua estabilidade.

Aplicando a transformada de Laplace na integral de convolugao

y(t) = /OO h(t — m)z(r)dr = /00 h(r)z(t —7)dr

— 00 —00

obtém-se

Essa relacao esta expressa na Figura 3.6 abaixo.

X(s) —— H(s) ——Y(s)

Figura 3.6: Relagao entrada-saida no dominio da frequéncia.
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A funcdo H(s) = Y (s)/X(s), que relaciona a transformada de Laplace do sinal de saida y(¢) com a trans-
formada de Laplace do sinal de entrada z(t), ¢ denominada de funcdo transferéncia. Perceba que para uma
entrada impulsiva X (s) = 1, a saida é Y (s) = H(s). Portanto, H(s) é transformada de Laplace da resposta ao
impulso h(t), ou seja

H(s) = /OO h(t)e ' dt

A funcdo de transferéncia também pode ser obtida diretamente da equacdo diferencial, considerando as
condicgoes iniciais nulas. Assim, aplicando a transformada de Laplace em ambos os lados da equacao diferencial

y™ + a1y £ a1+ any = bor™ £ o™ £ by i by
em que y(™ & a derivada enésima de y(t), tem-se
[s" +a1s" o 15+ an]Y(s) = [bos™ 4+ b1s™ 4 - 4 byu_15 + by | X (5)
Portanto,

Y(s)  bos™ +bis™ 4+ by 15+ by
X(s)  s"das" 4 da,_15+ay

Observagao 3.6.1 A funcao de transferéncia H(s) é denominada prépria se n > m, estritamente propria se
n > m e imprépria se m > n. Assim, H(s) € dita prdpria se lims_, o H(S) existir e estritamente propria se
esse limite for zero. Para que uma funcao de transferéncia seja realizdvel fisicamente € mecessdrio que ela seja
propria.

Observagao 3.6.2 O ganho estdtico é dado por H(0) = by, /a,. Assim, se a entrada for x(t) = Xou(t),
um degrau de amplitude Xy, e o sistema for assintoticamente estdvel, a saida atingird o regime estaciondrio

Exemplo 3.6.1 Considere o mesmo sistema do Exemplo 3.5.1, dado por

mij(t) + ky(t) = =(t)

Para esse sistema, a transformada de Laplace da resposta ao impulso h(t) e da entrada x(t) sao respectivamente
dadas por

1 Xo

Assim
Y(s) = H(s)X(s) = — 0 __Xo/m _ Xo (1 s

s(ms?2 + k) s(s24+w?) mw? \s s2+w?

) . w2=k/m
cuja inversa da transformada de Laplace fornece a solugao forcada

yr(t) = %(1 —cos(wpt)), t>0

3.7 Conceitos de estabilidade

Esta se¢ao apresenta alguns conceitos basicos de estabilidade de sistema lineares continuos invariantes no tempo.
Primeiro, é realizada uma anéalise do comportamento da solugao homogénea. Em seguida, é demonstrado que
um sistema serd estavel se os polos de sua fungao de transferéncia estiverem localizados no semiplano esquerdo
do plano complexo. Finalmente, a nogao de estabilidade BIBO é introduzida.
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3.7.1 Estabilidade da solugao homogénea
Foi visto que a solucao geral da equacgao diferencial homogénea é composta de termos da forma
yn(t) = CeM, A=o0+jw

e, assim, a convergéncia dessa expressao depende essencialmente do valor da raiz A. Usando a férmula de Euler,
essa raiz pode ser reescrita como
eM = et (cos(wt) + j sin(wt))

Portanto, esse termo convergira a zero sempre que o < 0, ou seja, sempre que a raiz A esteja localizada no
semiplano esquerdo do plano complexo.

Observagao 3.7.1 Caso as raizes nao sejam todas distintas e exista wma raiz de multiplicidade £, entdo apa-
recerd termos da forma t*~'eM e a andlise nao se alterard, jd que se o < 0 o termo et decresce numa taza

t(—l

mais rapida do que o termo cresce.

3.7.2 Estabilidade a partir da funcao de transferéncia

Considere a seguinte fungao de transferéncia:

(s—2z1)(s—22) (s — zm)

) = K, 6 =) (5~ pa)

em que n > m, p; = P2 = --- = py ¢ um polo de multiplicidade ¢, e os n — ¢ polos restantes sao todos distintos.
Decompondo em fragoes parciais, tem-se

c1 c2 C_ L _Cexr o Cn

H(s) = + + -+ +
() S—pP (8—P1)2 (S—Pl)z S = Pe+1 S —Pn

Aplicando a inversa da transformada de Laplace e utilizando o resultado do Exercicio 3.8.6, tem-se

-1
(3.7) h(t) = c1eP + coteP'' + - 4 ¢ = 1)‘€p1t +eppreP et >0
Portanto, para que h(t) convirja a zero, com t — 0o, é necessario que Re(p;) < 0, para i = 1,...,n. Isso

implica que todos os polos da fungao de transferéncia devem pertencer ao semiplano esquerdo aberto do plano
complexo s, como apresentado na Figura 3.7.

Figura 3.7: Regiao de estabilidade no plano complexo s.

Definigao 3.7.1 Um sistema linear invariante no tempo serd assintoticamente estdvel se os polos p; da fun¢ao
de transferéncia H(s) satisfizerem Re(p;) <0, para i =1,...,n.

Observagao 3.7.2 Note que, de acordo com a definicio 3.7.1, se uwm sistema linear invariante no tempo for
assintoticamente estdvel, entdo sua resposta ao impulso dada por (3.7) convergird a zero com t — oo.

Observagao 3.7.3 De acordo com a observagdo 3.3.1, se a fungio de transferéncia H(s) for propria, ou seja
n =m, ela poderd ser reescrita como H(s) = P(s)/Q(s) + D, com D constante e o grau de P(s) estritamente
menor do que o grau de Q(s). Assim, as condicées de estabilidade assintética requerem que a parte real dos
polos de Q_(s) seja estritamente menor que zero.
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3.7.3 Estabilidade BIBO

Um sistema é dito BIBO (Bounded Input Bounded Output) estavel se toda entrada limitada produzir uma
saida limitada. Um sinal x(t) é limitado se existir um namero finito M tal que |z(¢)| < M para todo t.

Lema 3.7.1 Um sistema linear invariante no tempo é BIBO estdvel, se e somente se,

M@MZ[mWM&<m

ou seja, se sua resposta ao impulso for absolutamente integrdvel.

Prova. Para provar a condicao de suficiéncia, note que

IMﬂI‘/Zhﬁﬁ@ﬂdT

g/mvwww@fﬂmf

— 00

Como |z(t)] < M para qualquer ¢, entao

o <M [ Jhr)lar
Portanto, a saida y(t) é limitada sempre que h(t) for absolutamente integravel. [ ]

Lema 3.7.2 Um sistema linear causal invariante no tempo € BIBO estdvel se, e somente se, for assintotica-
mente estdvel.

Exemplo 3.7.1 Mostre que o sistema abaizo nio é BIBO estdvel e determine uma entrada z(t) limitada tal
que a saida y(t) ndao seja limitada:
§(t) + 4y(t) = 2(t)

A fungao de transferéncia, que relaciona a transformada de Laplace da saida y(t) com a transformada de
Laplace da entrada x(t) é dada por
Y (s) 1
()= %2 = =
X(s) s2+4

Note que esse sistema ndo é assintoticamente estdvel, jd que os polos de H(s), dados por s = £2j, estao no

e1ro 1magindrio.
A resposta ao impulso para esse sistema € obtida aplicando-se um impulso na entrada, ou seja, x(t) = §(t)
e X(s) = 1. Nesse caso, tem-se que a saida € dada por

1
s2+4

Y(s) =
Aplicando a inversa da transformada de Laplace, obtém-se
h(t) =1/2sin(2t), ¢t>0

Como ||h(t)||; ndo € finita, conclui-se que o sistema ndo é BIBO estdvel. Portanto, existe uma entrada x(t)
limitada tal que y(t) nao seja limitada.
Considere a sequinte entrada:
x(t) = 2cos(2t), t>0

cuja transformada de Laplace €

Nesse caso, a saida Y (s) € dada por
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A fungao Y (s) possui polos multiplos em p1 = 2j e po = —2j. Sua decomposi¢ao em fragoes parciais é dada por
c1 C2 C3 Cq
Y(s) = + + +
(s—p1)  (s—p1)* (s—p2) (s—p2)?
Os residuos sao dados por ¢y =c3 =0 e co = —j/4, c4 =j/4. Assim,
Yi(s)= — 43

4(s — 2j)?  4(s+2j)?

Aplicando a inversa da transformada de Laplace, lembrando que

] e 20

tem-se

o
y(t) = —ted! + eI = Ssin(2t), t>0

3.8 Exercicios
Exercicio 3.8.1 Apenas para este exercicio, use a definicao “bilateral” da transformada de Laplace dada por
oo
F(s) = / f(t)e st dt
—o0
Assuma que o > 0 e que u(t) represente o degrau unitdrio. Assim:

1. Esboce o grifico de f(t) = e“tu(—t) + e u(t);

2. Calcule F(s).

Exercicio 3.8.2 Prove a sequinte erpressao:

/Za (‘“B“) F(t)dt = |B/a] f(to/a), coma#£0 ¢ B#0

Exercicio 3.8.3 Considere a defini¢ao padrao (“unilateral”) da transformada de Laplace F'(s) de um sinal f(t)
dada por

F(s) = LUf0) = [ f(tyetd

0-
Prove as sequintes propriedades:

1. L[f(t) xg(t)] = F(s)G(s), em que f(t) =¢g(t) =0,t <0
0

2 ,c{ " dr] . EF(S)

3 ﬁ[dnf@)] — G (s) — 328 f0(0), em que ;6 = S p
’ dtn B k=1 7 ! o detd
n n dn
b L] = (1) 7 F(s)
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Exercicio 3.8.4 Usando a transformada de Laplace, calcule y(t) = x(t) * h(t), em que x(t) e h(t) sdo

d(O)=plt—3)—plt—=5) e h(t)=e (),

com p(t) o degrau unitdrio.

Exercicio 3.8.5 Mostre que

Exercicio 3.8.6 Mostre que

1 tm ! e—at
F(s)=—, n=12... L1 t) =< DI
)= rap L) {0
que pode equivalentemente ser escrito como
Fs) = — " =0,1,2 LY ) = et
S_(s+a)"+1’ n=0,1,2,... = 0

Exercicio 3.8.7 Prove o teorema do valor final e o teorema do valor inicial.

Exercicio 3.8.8 Usando o teorema do valor inicial, determine f(0) e f(0) para

F(s)=1/(s+2)2

Exercicio 3.8.9 Usando o teorema do valor final, determine f(oo) sabendo que F(s) é dada por

F(s) =10/(s* + s)

Verifique o resultado calculando a inversa da transformada de Laplace de F(s).

,set >0
,set <0

,set >0
,set <0

Exercicio 3.8.10 Usando a propriedade da func¢ao transladada na frequéncia, mostre que:

i __(sta)
2. L[e”* cos(wt)u(t)] = (5+ ) +w?

Exercicio 3.8.11 Determine a transformada de Laplace das sequintes fungoes:

1. f(t) = 4 cos(12t)u(t), com p(t) o degrau unitdrio.

2. f(t) = sin(4t + m/3)u(t)

3. f(t) = (wt) cos(wt + B)u(t)

4. f(t) = te?% cos(5t)u(t)

5. f(t) = u(5t —3) + (3t — 5), com §(t) o impulso unitdrio.
6. f(t) =cos(2t — 1)u(2t — 1)

Exercicio 3.8.12 Usando o método apresentado na Se¢ao 3.3, determine a decomposicio em fragoes parciais

da funcgao Y (s) dada por
Xo/m
s(s2 +w?)’

Em seguida, calcule y(t) e compare com o resultado obtido no Exemplo 3.6.1.

Y(s) = w2 =k/m
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Exercicio 3.8.13 Seguindo os passos ilustrados na Se¢ao 3.3, realize a expansao em fragoes parciais da fun¢ao

H(s) dada por
2
H(s) =

$2 4+ 2Cwps + w2

e determine a respectiva fungao h(t). Em seguida, compare com a resposta obtida no Ezemplo 3.4.5.

Exercicio 3.8.14 Seguindo os passos ilustrados na Se¢ao 3.3, realize a expansdo em fragoes parciais de

$6—3s*+3s2 -1
58 + 254 4 52

Fi(s) =

e determine a respectiva funcgao fi(t). Em seguida, mostre que Fy(s) pode ainda ser decomposta como

1 4 i 8
2 5241 (s2+1)2

FQ(S) =1-
Assim, determine a respectiva fungdo fo(t) e mostre que ela é idéntica a f1(t).

Exercicio 3.8.15 Determine a inversa da transformada de Laplace das sequintes fungoes:

1. F(s) =s*/(s*+s+1)

2. F(s) =1/(s(s* + as + w))
3. F(s) = 1/(s*(s* + w?))

4. F(s) =1/(s* +1)°

5. F(s) = (s* —w?)/(s* + w?)”
6. F(s) = w/(s* —w?)

7. F(s) = (s+e ) /s

Exercicio 3.8.16 Resolva as sequintes equagoes diferenciais usando a transformada de Laplace:

1. ¢4+ ax=46(t), z(0)=0
. &+ x = Bsin(wt), z(0)=xg
. i+ wlr = Bsin(wt), x(0)=z0, (0)=1p

CE 4 20wpd +wie = pu(t), x(0)=0, (0)=0
0 0

2
3

4o &+ 2wnd +wie =0, x(0) =0, &(0) =i
5

6. &+ 20wni + w2z = 8(t), x(0) =

7

)
© 23 + 106 + 242 = 50e~2t cos(3t), 2(0) =4, @(0) =1

Exercicio 3.8.17 Prove que se f(t) for uma fun¢ao periddica de periodo T tal que f(t) = 0, para t < 0, e
ft+nT) = f(t), para t > 0, entao

T
F(s) 1= LU 0] = =z | £

Dicas:

0o el (n+1)T
. / . /
0 Z nT

n=0

9] 9]
2. E e—nTs =14 e—Ts 2 e—nTs
n=0 n=0
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Exercicio 3.8.18 Usando o resultado do Exercicio 3.8.17, mostre que

e Ts(eTs —1—sT)
Ts?(1 —e=Ts)

P(s) =
€ a transformada de Laplace do sinal periddico dente de serra da Figura 3.8.

p(t)

1+

0 t
Figura 3.8: Funcao periédica dente de serra.

Exercicio 3.8.19 Usando o resultado do Exercicio 3.8.17, mostre que

A(l—e 7"
F<S>:s<(1_e—n)>

€ a transformada de Laplace da funcgao periddica trem de pulsos da Figura 3.9.

ft)

T T t
Figura 3.9: Trem de pulsos.

Exercicio 3.8.20 Note que a fungao P(s) do Ezercicio 3.8.18 e a funcao F(s) do Exercicio 3.8.19 nao sao fun-
¢oes racionais. Porém, é possivel realizar uma aproximacao racional usando a formula de Padé (ver Segao A.5
do Apéndice). Usando a aproximacdo de Padé de primeira ordem, determine uma aproximagdo racional F‘(s)
Calcule a inversa de F(s) e compare o grdfico de f(t) com o trem de pulsos. Repita a andlise usando aproxi-
magoes de ordens 8 e 15.

Exercicio 3.8.21 Mostre que a transformada de Laplace do trem de impulsos, de periodo T, é dada por:

pt) =S 8(t—nT) <«  P(s)= ﬁ

Exercicio 3.8.22 Mostre que a convolugio de uma fungdo qualquer g(t), para t > 0, com o trem de impulsos
do Ezercicio 3.8.21 € dada por

z(t) = p(t) x g(t) = Y _ g(t —nT)
n=0

Assim
X(s) = 7o Gts) = Lloln(e)

Exercicio 3.8.23 Mostre que se um sistema linear invariante no tempo de seqgunda ordem for assintoticamente

estdvel, entao sua resposta homogénea (devido a uma condi¢ao inicial qualquer) convergird a zero, com t — oo.
Exercicio 3.8.24 Prove o Lema 3.7.2.

Exercicio 3.8.25 Um sistema € dito estdvel no sentido “bounded input, bounded output” (BIBO), se qualquer
entrada limitada x(t) implicar uma saida limitada y(t). Prove para um sistema linear invariante no tempo, que
estabilidade BIBO € equivalente as sequintes condigoes:
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1. sua resposta ao impulso h(t) € absolutamente integrdvel.

2. sua resposta ao impulso h(t) — 0 com t — oo.

. 0s polos da fun¢io de transferéncia H(s) encontram-se (estritamente) no semiplano esquerdo do plano
complezo s.

4. as raizes da equagdo caracteristica possuem parte real estritamente negativa.

Exercicio 3.8.26 Mostre que a resposta de um sistema a uma entrada rampa unitdria pode ser obtida como a
integral da resposta ao degrau unitdrio.

Exercicio 3.8.27 Mostre que a resposta ao impulso h(t) pode ser calculada numericamente, de forma conve-
niente, usando a equagao diferencial homogénea com uma condi¢ao inicial apropriada.

Exercicio 3.8.28 Considere o circuito elétrico da Figura 3.10 abaixo.

Figura 3.10: Circuito resistor-capacitor em paralelo.

Para esse circuito:

1. Determine a equagao diferencial em termos da tensao v, considerando que R = 620 [KQ| e C = 4.7 [uF];
2. Encontre a resposta ao impulso h(t);

3. Usando a integral de convolugao, determine a tensao v(t) para a entrada p(t) = 3u(t) [V];

4. Usando a transformada de Laplace, encontre a tensdo de saida v(t) para a entrada p(t) = 3u(t) [V] e

condigdo inicial v(0) = 0.7 [V].

Exercicio 3.8.29 Determine a resposta ao impulso do circuito elétrico resistor-capacitor, apresentado na Fi-
gura 3.11, cuja equagdo diferencial foi derivada em (2.4).

R ‘
==
p(t)i— p— C = v(t)

Figura 3.11: Circuito resistor-capacitor.

Exercicio 3.8.30 Considere o circuito resistor-capacitor do Ezxercicio 3.8.29. Usando a integral de convolugao,

mostre que a tensdo v(t) no capacitor para wma entrada em degrau de amplitude E e condigdo inicial nula é
dada por

v(t)=E(1—-e M), t>0
Exercicio 3.8.31 Considere o circuito resistor-capacitor do Exercicio 3.8.29.

1. Suponha que a entrada p(t) seja a func¢ao periddica dente de serra apresentada na Figura 3.8 do Ezerci-
cio 3.8.18. Mostre que a resposta V(s), no dominio da frequéncia, € dada por

o @03 (i) ()= (o)
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2. Assim, mostre que a tensdo v(t) no capacitor é dada por
oo
v(t) =Y g(t—nT)
n=0

em que g(t), a inversa da transformada de Laplace de G(s), € dada por

g(t) = % (t -7+ Teft/T) w(t) — % (t -T—-7+ 7'67<th)/7> u(t—T) — (1 - ef(th)/T) u(t—1)

3. Calcule a resposta, usando os valores numéricos T = 3 e T = 1/2. Mostre que o grdfico da tensao v(t),

para a entrada dente de serra, tem a forma da figura abaizo.

! — p(t)
0.8 — u(t)
[}
=]
Z 06|
=
g
< 0.4
0.2
0 t[s]

0 2 4 6 8 10 12
Figura 3.12: a) Onda dente de serra p(t) (linha vermelha); b) resposta do sistema v(¢) (linha azul).

Exercicio 3.8.32 Considere o sistema mecanico da Figura 3.13 abaixo.

e I f(#)

k

(@) (@)

Figura 3.13: Sistema massa-mola-amortecedor.

1. Mostre que a resposta ao impulso € dada por
1
h(t) = ——e~ St sin(wgt) pu(t
0= - (b)),

em que wy, = \/k/m, { =c/(2mw,) e wg =wpy/1— 2.
2. Mostre que a func¢do de transferéncia H(s) é dada por

_X(s) 1 1
() = F(s)  ms?+ 2Cwps + w2

3. Considerando 0 < ¢ < 1, mostre que a resposta X (s), no dominio da frequéncia, para a entrada em degrau

f(t) = u(t) tem a segquinte decomposi¢ao:

1 1
X(s)= — 5o
ms s2 4 2Cwps + w?
_a Coyq B c3(s + Cwn)
s (s+Cwp)? 4w’ (s+Cwn)?+ w?
com
1 ¢ 1
C1 = 2 C2 = ’ C3 = 2
mw2 MWIWn mw2
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4. Assim, mostre que o deslocamento xz(t), no dominio do tempo, para a entrada f(t) = u(t) é dada por

z(t) =c1 — e~ Cwnt (cosinwgt 4+ czcoswgt), t>0

Exercicio 3.8.33 Considere o sistema mecdanico do Exercicio 3.8.32.

1. Mostre que a resposta X (s), no dominio da frequéncia, para o pulso retangular de largura T (Figura 3.5
do Ezxemplo 3.2.1) é dada por

X(s)=L(s) (1 —e), Lls) = % (s + 2<U~])-n8 +w2)

2. Assim, mostre que o deslocamento z(t) é dado por

a(t) = 1)) =1t —7)pult —7)

com

I(t) = c1 — e ¥t (cysinwgt + ¢3 cos wyt)

e 0s coeficientes ¢, co e cg dados no item 3 do Ezercicio 3.8.32.

Exercicio 3.8.34 Considere o sistema mecdnico do Exercicio 3.8.32.

1. Suponha que a entrada f(t) seja o trem de pulsos, de amplitude A, largura T e periodo T', apresentado na
Figura 3.9 do Ezercicio 3.8.19. Mostre que a resposta X (s), no dominio da frequéncia, é dada por

A 1 (1—e"7%)
ms (82 + 2¢wps + w2) (1 — e Ts)

X(s) =

ou de forma similar que

1 1
ms (s2 + 2Cwns + w?)

G(s)

X(s) :Am,

G(s) = L(s) (1 — e*”) , L(s) =

2. Assim, mostre que o deslocamento z(t) é dado por
z(t) =AY g(t—nT)
n=0

em que g(t) € dado por

com

I(t) = c1 — et (cysinwgt + ¢3 cos wyt)

e 0s coeficientes ¢y, co e cg dados no item 8 do Ezercicio 3.8.32.

8. Considerando os valores numéricos dados no Exercicio 8.8.32 para o sistema mecdnico e considerando que
o trem de pulsos tem amplitude A = mw?, largura 7 = 3/5 e periodo T = 1, mostre que o grdfico de x(t)
tem a forma abaizo.
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Amplitude

Figura 3.14: a) Trem de pulsos f(¢) de amplitude unitaria (linha preta); b) resposta z(t) ao trem de pulsos

(linha azul); c) resposta z,(t) a um tnico pulso (linha vermelha).



Capitulo 4
Sistemas e Sinais Discretos

Dispositivos digitais sao amplamente usados para o processamento e controle de informagoes em praticamente
todas as areas tecnologicas, ja que a maioria dos dispositivos fabricados nas tltimas décadas usam micropro-
cessadores e, portanto, processam sinais digitais.

Para as aplicagoes em que sao usados dispositivos digitais, é razoavel modelar o sistema fisico em questao, ou
parte dele, como sendo um sistema a tempo discreto. E oportuno enfatizar que existem varios sistemas fisicos
cuja dindmica por natureza pode ser diretamente modelada como um sistema a tempo discreto, tais como os
sistemas econométricos, sistemas de negocios, sistemas biologicos, entre outros. Assim, é fundamental conhecer

as técnicas de analise que podem ser aplicadas aos sistemas discretos.

4.1 Definicao de alguns sinais discretos

Alguns eventos sdo de natureza puramente discreta, como o nimero de recém-nascidos, o valor diario de um
determinado ativo na bolsa de valores, ou ainda uma colegao de observagoes feitas sequencialmente ao longo do
tempo (uma série temporal). Porém, outros sinais discretos podem ter sua origem proveniente da discretizagao
de um sinal continuo z(¢) com uma data taxa de amostragem ¢ = kT, resultando assim numa sequéncia de
pontos z(k) = z(kT).

Em geral, uma sequéncia de pontos z(k) é denotada por
{z(k)} ={z(k), k=—00,...,—1,0,1,..., 00}

Porém, também sera usada a notagdo x(k) para também denotar a sequéncia {z(k)} e ndo apenas o ponto
especifico z(k), calculado no instante de tempo k. Isso nao causard conflito, j4 que ficara claro através do
contexto se x(k) estd denotando um ponto especifico ou a sequéncia inteira.

A seguir sao definidos os principais sinais discretos encontrados na anélise de sistemas dindmicos discretos.

1. Impulso unitario.

1 k=0 1
5(k) = , €
0 ,sek=#0 k

1 ,sek>0
(k) =
0 ,sek<0

64
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3. Sequéncia exponencial z(k) = a®.

ok
2 1
°
°
1¢ ¢
[ J
[ J
1 L * *— L
-1 1 2 4 5 6
1t
°
°
Figura 4.1: Sequéncia exponencial com a = 0.6 (azul) e a = —1.1 (vermelho).

4. Sequéncia senoidal (k) = sin(wok).
Um sinal discreto é dito periddico se
x(k) = z(k+ P)

em que P é uma constante inteira. O periodo do sinal é o menor valor de P > 0 que satisfaca a condig¢ao
de periodicidade. A sequéncia senoidal s6 sera periddica se wy/(27) for um ndmero racional.

Exemplo 4.1.1 Considere o sinal x(t) = sin(wt), com w =1 rad/s, apresentado na Figura 4.2.

—1
Figura 4.2: Sinal x(t) = sin(t) e sua discretizacao z(k) = sin(kw/2).

A frequéncia f [Hertz| de um sinal estd relacionada com a frequéncia angular w [rad/s| e o periodo T [
através da relagio w = 2w /T =27 f.

Discretizando esse sinal com uma taza de amostragem T, = 7/2 [s], tem-se

km
t == kTa - 7
Assim, a frequéncia de amostragem é
= 2
“ T, 7w

Portanto
z(k) = x(t)‘tsz = x(kT,) = sin(wkTy)

Para esse exemplo, em que w =1 e T, = 7/2, tem-se
z(k) = sin(kn/2) = sin(wok), wo=7/2

Note que wo/(2m) € racional, jd que wo/(2mw) = 1/4. Portanto, o periodo P do sinal discretizado é dado
por P =27 /wg = 4. Fato esse facilmente percebivel através de sua sequéncia

w(k)zsin(kw/2)={ 10 -1 010 -1010 110120 --- }

Esse mesmo resultado poderia ter sido obtido observando que se x(k) € um sinal periddico de periodo P,
entao a expressao x(k) = x(k + P) deve ser satisfeita. Assim, para x(k) = sin(kn/2), tem-se

z(k + P) = sin ((k + P)g) = sin (gk + %P)
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que representard uma sequéncia periddica se
m
§P =27 == P=14

jd que

(k + P) = sin (gk + 27r> = sin(kr/2) = z(k)

Por outro lado, se for escolhida a taxa de amostragem T, =1 [s], o sinal amostrado x(k) = sin(k), cuja
sequéncia de pontos

{ --- 000 084 091 014 -076 -0.96 -0.28 0.66 099 --- }

estd apresentada na Figura 4.3, ndo representard uma sequéncia periddica.

12 3W7 8
—1 +

Figura 4.3: Sinal z(t) = sin(t) e sua discretizacao z(k) = sin(k).

4.2 Propriedades de sinais discretos

1. A convolugédo entre os sinais x(k) e y(k) é dada por

y(k) xa(k) = Y ylk—n)z(n)= Y yn)e(k—n)
Exemplo 4.2.1 A convolugao entre os sinais y(k) = pu(k +2) e x(k) = 6(k — 3) € dada por

oo

y(k)wa(k) = S wulk—n+2)3(n—3) = u(k 1)

n=-—oo

Note que 6(m) = 0 para m # 0; assim, a somatoria acima se reduz a um unico ponto dado porn—3 =0,
ou seja, n = 3.

Exemplo 4.2.2 A convolugdo entre os sinais (k) = 0(k — 1) e y(k) = pu(k — 2) + cos(k + 1) é dada por

o0 oo

x(k) xy(k) = Z z(k—n)y(n) = Z 5(k—n—1)[pu(n —2)+ cos(n +1)]

n—=—oo n=—oo

Como 6(k —n — 1) € dada por
1 ,sen=k-1

ok—n—-1)=
( b {O ,sen#k—1

a somatoria acima se reduz a um unico termo n = k — 1. Portanto,
(k) *xy(k) = pu(k—1—2)+cos(k —1+1) = u(k — 3) + cos(k)

2. Um sinal z(k) qualquer pode sempre ser reescrito como sendo sua convolugdo com o impulso, ou seja,
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Exemplo 4.2.3 Considere o sinal z(k) = 2cos (453 (u(k + 3) — p(k — 4)), visto na Figura 4.4.

°
161 0.8
°

5-4-3-2-10 DL2 3 4 5

®
-13 ¢
-1.9

Figura 4.4: Sinal discreto (k) = 2 cos (4*+3)) (u(k + 3) — p(k — 4)).
FEsse sinal pode ser reescrito como

2(k) = 2(=3)0(k + 3) + 2(~2)0(k + 2) + 2(~1)6(k + 1) + 2(0)6(k)
4 a2(1)d(k — 1)+ 2(2)8(k — 2) + 2(3)8(k — 3)

ou de forma equivalente como

z(k) = 1.16(k + 3) — 1.36(k +2) — 1.96(k + 1) 4+ 0.85(k) — 0.16(k — 1) + 2.06(k — 2) + 1.66(k — 3)

3. A energia de uma sequéncia é definida como sendo

k=—00 k=—oc0

em que z*(k) é o complexo conjugado de x(k).

Exemplo 4.2.4 A energia contida no sinal x(k) = 2 cos (4(k+3)) (u(k +3) — u(k — 4)) € portanto

E=112+13%+1924+08%+0.12+2.0* + 1.6> = 13.72

4.3 Sistemas dinamicos discretos

Os sistemas dinamicos tratam da evolugao de uma quantidade qualquer ao longo do tempo. Essa evolugao
pode ocorrer de forma continua ou em intervalos de tempo discretos, quando sao denominados de sistemas
dindmicos discretos. Esses sistemas sao predominantes no processamento de sinais, dindmica populacional,
analise numérica, computacgao cientifica, economia, ciéncias da satude, entre outras areas do conhecimento.

Um modelo discreto representa fotografias instantaneas do comportamento dindmico de um sistema ao
longo do tempo. Esses registros, que descrevem a evolucao das variaveis que determinam o estado do sistema,
podem ocorrer uma vez por dia, uma vez a cada milissegundo, ou mesmo a intervalos de tempo irregulares,
Porém, é preciso especificar uma regra que determina, dado o estado inicial, qual deve ser a sequéncia que
resultard nos estados posteriores. Em geral, essa regra é descrita por equagoes de diferencgas (também
denominadas de equagdes discretas, equagdes recursivas ou equagdes de recorréncia), que podem
resultar da discretizagao de sistemas dindmicos continuos ou da modelagem de sistemas para os quais a escala
de tempo ja é intrinsecamente discreta.

Um dos modelos de equacao de diferengas mais simples que existe é a equagao de primeira ordem, dada por

(4.1) yk+1) = f(k,yk)), v0)=y, k=0,1,2,...

em que f : Z xR — R é uma funcdo qualquer. Essa equagao sera linear se a funcao f(-,y) for linear em y. Uma
solugdo dessa equagao é uma sequéncia de ntumeros y(0), y(1), y(2),... que satisfaz (4.1) para cada k.



Prof. Camino, J. F. Analise Linear de Sistemas 68

4.3.1 Equacgao de diferengas de primeira ordem homogénea
Considere a equagao de diferencgas de primeira ordem homogénea dada por
(4.2) y(k+1) =ay(k), »(0) =y, k=0,1,2,...
A solucao geral dessa equacao homogénea é dada por
y(k) = Ca*, k>0

em que C' é uma constante arbitraria a ser determinada pela condi¢do inicial. Sabendo que y(0) = yo, tem-se
que C' = yp e a solugao da equacgao de diferengas de primeira ordem homogénea é dada por

y(k) = d"yo, k>0

O comportamento de y(k) no limite é dado por

0 ,se lal <1
Jim (k) = g, sea=1
nao existe ,sela|]>1loua=-1
Portanto, a origem y = 0 é assintoticamente estével se e somente se |a| < 1. Note que se a = —1, a solugdo
é a sequéncia periodica dada por y(k) = {yo, —¥0, Yo, —%0, Yo, - - - },» que claramente possui duas subsequéncias

convergentes; uma que converge para Yo € outra para —yo.

4.3.2 Equacgao de diferengas de primeira ordem nao homogénea
Considere a equagao de diferencas de primeira ordem nao homogénea dada por
(4.3) y(k+1) = ay(k) + =(k), y(0)=yo, k=0

Suponha que o termo forgante (a entrada) seja o degrau dado por

b, k>0
(k) =
0, k<0

De forma similar ao caso continuo, a solugao y(k) dessa equagao de diferengas ndo homogénea é
y(k) = yn(k) + yp(k)

em que yy (k) € a solucdo geral da equacao homogénea associada (4.2) e y,(k) é uma solugdo particular qualquer
de (4.3).

Assuma que a solugao particular de (4.3) para uma entrada constante tenha a forma
Yp(k) =, k=0
Entéo, substituindo essa expressao em (4.3), tem-se
a=ax+b

Considerando que a # 1, obtém-se

e a solugao particular para esse caso é
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Por outro lado, para tratar o caso a = 1, considera-se que a solucao particular tem a forma
yp(k) =ka, k>0
Entao, substituindo essa expressao em (4.3), tem-se
(k+1Da=ka+b
Portanto, « = b e a solugao particular para esse caso é

yp(k) = kb, k>0

Agora, para determinar a solugdo completa da equagao de diferengas nao homogénea, é necessario levar em
consideragao a solugao geral da equagao homogénea associada, que foi deduzida na Segao 4.3.1 anterior como
sendo yp, (k) = Ca*. Assim, para a # 1, tem-se

y(0) = yo = yn(0) + y,(0) :Ca0+7a — C=yo—
Ja para a = 1, tem-se
y(0) = yo = yn(0) + y,(0) = Ca® — C =y

Portanto, a solugao completa fica sendo

yo + kb ,sea=1

k) = b b
y(k) <y0—>ak+ ,se a #£ 1
1—a a

que pode ainda ser reescrita de forma equivalente como

Yo + kb ,sea=1

(4.4) y(k) = p o, 1—af
Yoa"™ +

1—a

b ,sea#1

Observe que a solugao completa da equagdo de diferencas de primeira ordem nao homogénea (4.3) pode
também ser obtida por recursdo, como segue. Sabendo que y(0) = yp e fazendo k = 0 na equagéo

y(k+1) = ay(k) + (k)
com z(k) = b, tem-se y(1) = ayo + b. Assim, de forma andloga, para k = 1,2,3,..., obtém-se a sequéncia
y(1) = ay(0) +b = ayo +b

y(2) = ay(1) + b= a’yo +ab+b
y(3) = ay(2) + b= ayo + a’b+ab+b

que pode ser expressa pela seguinte formula:
y(k) =yoa* + (" P +a" 2+ ta+1)b
Assim, se a = 1, tem-se
y(k) = yo + kb
Por outro lado, se a # 1, a expressao acima pode ser simplificada (ver Exercicio 4.5.3) percebendo que
k

1—a

k—1
Zan:1+a+.._+ak—2+a/k—1:
= 1—a
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Portanto, a solugdo (completa) da equagdo de diferencgas de primeira ordem (4.3), para a entrada constante
z(k) = b, é dada por

Yo + kb ,sea=1

y(k) = & 1—ak
Yoa~ +
1—a

que é exatamente a mesma solucao obtida anteriormente.

b ,sea#1

k

. 1—
Observagao 4.3.1 E oportuno enfatizar® que lim1 T = k. Assim, a solucdo acima pode ser expressa
a—

—a
usando-se apenas a formula
ok
b

y(k) = yoa® + :

Jja que para atol, essa expressio se reduz a y(k) = yo + kb.

Observagao 4.3.2 Como jd enfatizado, a solucao pode ser particionada numa parte homogénea e numa parte
forcada dadas por
1—aF
P+ b
S~ 1—a
homogénea S~
for¢ada

ou ainda numa parte transiente e numa estaciondria como segue

y(k) = (yo - b) o+

l1—a 1—a
—_—— S~

transiente permanente

k

Note que se |a| < 1, a parte transiente (yo — b/(1 — a)) a® converge para zero e a solug¢do converge para o regime

permanente b/(1 — a).

Observagao 4.3.3 Embora ainda nao tenha sido mencionado, estd sendo considerado de forma implicita que
a # 0, jd que para a = 0 a equagio se reduz a y(k + 1) = x(k), com y(0) = yo, cuja solugao é simplesmente a
sequéncia y(k) = {yo, z(0),z(1),z(2),... }.

A solugao completa de (4.3), ou seja, da equacao de diferengas de primeira ordem nao homogénea
y(k+1) =ay(k) +z(k), k>0

para uma entrada qualquer z(k) e condicao inicial y(0) é dada por

k—1
(4.5) y(k) = a*y(0) + Z a" e (n), k>0
n=0

Pode-se facilmente provar essa férmula por indugao, como segue:

1. Para k = 0, a solugao claramente satisfaz a condigao inicial;

2. Considere que a solucao é valida para um k > 0 qualquer, assim, tem-se

k
y(k 4 1) = a"Tly(0) + Z a* " (n)
n=0
k-1 k-1
= aa®y(0) + Z a*"x(n) + z(k) = a [a"y(0) + Z a* " a(n) | 4 2(k)
n=0 n=0

= ay(k) + z(k)

I Esse resultado segue diretamente da regra de L’Hépital.
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Observagao 4.3.4 Note que o termo Zi;é a*="=lz(n) que aparece na solu¢io (4.5) nada mais é do que a

— k1

convolugao da fungao h(k) w(k — 1), que € a resposta ao impulso (ver Exercicio 4.5.8) do sistema (4.3)

com a entrada z(k), em que x(k) =0 para k < 0.

Exemplo 4.3.1 Suponha que se deseje determinar a solu¢do da equagao de diferencas de primeira ordem
y(k+1) = ay(k) + z(k), y(0)=yo, k=0
em que o termo forcante € o pulso, de largura v > 0, dado por

z(k) = p(k) — p(k —7)

A solugdo homogénea jd foi determinada, como sendo
yn(k) = yoa* (k)

Assim, € preciso agora encontrar a solug¢io forcada para a entrada x(k). Para se obter essa solugdo, pode-se
calcular separadamente a solu¢ao para cada um dos termos, x1(k) = u(k) e xzo(k) = u(k —v), da entrada
z(k) = z1(k) — z2(k) e, em seguida, somar os resultados obtidos. A resposta forcada yi(k) para o primeiro
termo x1(k) = u(k) foi obtida acima como sendo

_l—ak

yi(k) = p(k)

1—a

Considerando agora a sequnda componente da entrada, xo(k) = pw(k — ), a resposta for¢cada devido a xo(k)
nada mais é do que um atraso v aplicado & resposta forcada para a primeira entrada x1(k) = p(k), ou seja

1—ak—

yo(k) =y1(k —v) = 1—

(k=)
Portanto a solugdo completa € dada por

y(k) = yn(k) + y1(k) — y2(k)

1—a” 1—ak

(k)

= yoa*u(k) + (k=)

l1—a l1—a

4.3.3 Equacao de diferengas de segunda ordem

Considere a equagao de diferencas de segunda ordem homogénea dada por
(4.6) ylk+2)+ayk+1)+awy(k) =0, k>0

com condigoes iniciais y(0) = yo e y(1) = y1. Propondo-se a solucio y(k) = A\* e substituindo-a na equagio
acima, obtém-se
M2 g L L ap)F =0 = M2+ ad+az) =0

Portanto, se \ satisfaz a equagao caracteristica
N +ad+taz=0

entdo A\* ¢ uma solucio da equagio de diferencas homogénea (4.6). Considerando que as duas raizes \; e Ao
sao distintas, a solugao tem a forma

(4.7) y(k) = C1A + Co)5

E possivel provar que essa solucdo é geral, mostrando que se pode escolher C; e Cy de forma a satisfazer
qualquer condigéo inicial y(0) = yo e y(1) = y;. Substituindo as condigdes iniciais em (4.7), tem-se

yo = C1 + Cs Yo 1 1
et =
y1 = C1A1 + Cag Y1 Al A

Gy
Ca
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Como A; # Ay a matriz acima é inversivel, fornecendo

_ 1 =2 1] |y
M= | A =1 |wn

Assim, a solugao y(k) para o caso de raizes distintas fica sendo

Ch
Ca

C Y1 —Yor2 kYoM — Y1 g
y(k) - Al _ )\2 )\1 + )\1 _ )\2 )\2

Por outro lado, se as duas raizes da equagao caracteristica forem iguais, ou seja A = A\; = A2, pode-se sugerir
como segunda solugao
y(k) = EA*

fazendo com que a solugao geral tenha a forma
y(k) = CLAF + Cok AP
Usando as condigoes iniciais y(0) = yo e y(1) = y1, obtém-se
=C 1
Yo 1 . Yo| _ 0
y1 = C1A + CoA U1 A A

Se X\ # 0, o sistema é inversivel, fornecendo
a0 fw
N A=A 1 Y1

Assim, a solugao y(k) para o caso de raizes repetidas fica sendo

Cs

Gy
Cs

y(k) = yoAF + k(A" typ — yo)AF

Note que se as raizes repetidas forem nulas, A\ = Ay = 0, 0 que ocorre unicamente se a; = as = 0, a equagao
de diferencas se reduz a

y(k+2)=0, y(0)=w, y(l)=wu

Nesse caso especifico, a solugdo é claramente dada pela sequéncia de pontos y(k) = {yo,91,0,0,0,0,...}.

4.3.4 Equacao de diferengas de ordem n

Considere a equagao de diferengas de ordem n nao homogénea dada por

(4.8) E:OLZ-y(k—i—n—i):Zbix(k—i—m—i)7 k>0
i=0 i=0
com n condigdes iniciais dadas por y(0) = yo,y(1) = y1,...,y(n — 1) = y,—1. A solugdo dessa equagao é

y(k) = yn(k) + yp(k), em que yp, (k) é a solugdo geral da equagdo homogénea associada e y,(k) é uma solucao
particular qualquer.

A forma da solucdo geral y; (k) da equacdo homogénea associada
n
> aiy(k+n—i)=0
i=0

dependera do tipo das n raizes da equagao caracteristica associada, como descrito a seguir:

e Se todas as raizes forem distintas, a solugdo geral tera a forma
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e Se houverem raizes multiplas, por exemplo A; com multiplicidade I, a solugao geral teré a forma

l n

yn(k) =D Cik I+ > Ok

i=1 i=l+1

A solugao particular y,(k), por outro lado, dependera da expressdo para o termo forcante z(k). Solugdes
particulares tipicas estao apresentadas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Solugoes particulares tipicas.

Termo forgante x(k) Forma da solugao particular y,(k)

constante g
k oo + a1k
k2 ao + ark + ask?
EN ag+ark+ -+ aykN
cos(wk) B cos(wk) + B2 sin(wk)
sin(wk) B4 cos(wk) + B2 sin(wk)
¥ ark

Observagao 4.3.5 Recorde que, para uma equagao caracteristica contendo uma raiz A de multiplicidade ¢, a
solucdo geral da equagdo homogénea é formada combinando poténcias de k com NF. Utilizam-se, portanto,
termos do tipo C1\F, CokA*, até Cok'=*\*, em que cada C; € uma constante a determinar.

No tratamento da solugdo particular, diante de um termo forcante que também € uma raiz da equagdo
caracteristica, emprega-se uma abordagem similar. Se o termo forcante for kY e a raiz da equacéo caracteristica

T ~ . . L N+-¢ i
for 1, tendo multiplicidade £, a forma da solug¢ao particular serd um polindémio expresso por Zi:+0 a;k', com
coeficientes ; a determinar.

De forma equivalente, caso o termo forcante seja r®, com r representando uma raiz de multiplicidade £, a
solugao particular deverd englobar esse termo forcante acrescido por poténcias de k, isto €, assumird a forma

akfrk.
Essas construcoes assequram que a solucdo particular se mantenha diferenciada da solu¢do homogénea,
possibilitando assim a resolu¢ao completa da equacgao de diferencas.

Exemplo 4.3.2 Suponha que se deseje determinar a solugdo completa da equagao de diferencas de sequnda
ordem nao homogénea dada por

y(k +2) +2y(k + 1) + y(k) = 3cos(k) + 5(—1)F

com condigoes iniciais y(0) =0 e y(1) = —1.

Sabe-se que a solugio homogénea tem a forma

yn(k) = A
Assim, a equagdo caracteristica fica sendo
(4.9) M+2X+1=0
cujas raizes sao repetidas, dadas por \y = —1 e Ao = —1. Dessa forma, a solugio geral da homogénea fica sendo

yn(k) = C1(—=1)F 4+ Cyk(—1)k

com Cp e Cy constantes a serem determinadas.
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Tendo em vista que a funcao cosseno pode ser escrita como a soma de exponenciais imagindrias, € oportuno
determinar a solugio particular para a entrada x(k) = r*. Para isso, € preciso diferenciar dois casos possiveis;
a constante r sendo ou ndo uma raiz da equagao caracteristica (4.9).

Assumindo, primeiramente, que r # —1, ou seja, que r ndo € uma raiz da equagdo caracteristica, a solu¢ao

particular tem a forma

yp(k) = ar®

Substituindo essa solugdo na equagdo de diferencas

(4.10) y(k+2) +2y(k + 1) +y(k) = rF

tem-se
rPa(r? 4 2r +1) =rF

fornecendo
1
C(r41)2
Portanto, a solugao particular fica sendo
k
r
k)= —
yp( ) (T+ 1)2
Por outro lado, assumindo que r = —1, ou seja, que r € uma raiz da equagdo caracteristica, a solu¢ao

particular para a entrada (k) = 7% tem a forma
yp(k) = ak?rF = ak?(—1)*
Agora, substituindo essa solugdo na equagao (4.10), tem-se
alk 4 2)2r5 2 £ 2a(k + 1)%r* ! 4 ak?rk = ok
rElaf(k +2)%r® + 2(k+ 1)%r + £} —1] =0

Assim, a constante o € dada por
1 1
o = =

(k+2)2-2k+1)2+k2 2

e a solugdo particular para a entrada x(k) = (—1)* fica sendo

Claramente, a solu¢ao particular para a entrada x(k) = cos(k), pode ser obtida usando-se o resultado acima
para a entrada x(k) = r*, observando que

—jk | ik
x(k) = cos(k) = %
Assim, fazendo-se r = e, tem-se
eIk
k)= -
yl( ) (eﬂ + 1)2
Por outro lado, fazendo-se r = e, tem-se
eik
k)= —
yQ( ) (GJ + 1)2

Portanto, a solugio particular para a entrada x(k) = cos(k), fica sendo

_ k) +ye(k) 1
yp(k)— - 9 2 D)

eIk el

o= 35602 <;) cos(l), B = isec2 (;) sin(1)

com
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Do exposto acima, a solugcao particular para a entrada
x(k) = 3cos(k) + 5(—1)"
foi determinada como sendo
E2(—1)F

yp(k) = 3(acos(k) + Bsin(k)) + 5 5

Portanto, a solu¢ao completa fica sendo

k2(_1)k

y(k) = C1(=1)" + Cok(=1)" + 3(a cos(k) + Bsin(k)) + 5-—

Usando agora as condigdes iniciais y(0) =0 e y(1) = —1, tem-se

1
0=Cr + 3 sec? () cos(1)

4 2
3 1 )
—1= _Cl - CQ + Z SeC2 (2> — 5

cuja solugdo fornece

4.4 Propriedades de sistemas discretos

Considere o sistema representado na Figura 4.5, que relaciona um sinal de entrada x(k) com o sinal de saida
y(k), através de um processo qualquer.

r(k) —— Sistema —— y(k)

Figura 4.5: Sistema a tempo discreto.

Para esse sistema, as seguintes propriedade sao definidas:

1. Linearidade: sejam y; (k) e y2(k) as saidas para as entradas x1(k) e x2(k), respectivamente. Entao, o
sistema é linear se a saida para a entrada

z(k) = az(k) + Bxa(k)  for  y(k) = ayi(k) + By2(k)
Exemplo 4.4.1 O sistema descrito pela equacdo de diferencas de primeira ordem

y(k+1) —y(k) = z(k), y(0) =0

€ linear, jd que

k—1 k—1 k—1 k—1
y(k) =Y w(n) =Y awi(n) + Bas(n) = a ) wi(n)+ ) wa(n) = ayi(k) + Byz(k)

Exemplo 4.4.2 O sistema descrito pela equagio de diferencas
y(k+1)/y(k) = =(k), y(0)=1
nao € linear. Note que para uma entrada constante qualquer x(k) = ¢, a saida € dada por
y(k) = c*
que claramente é uma relagdo nao linear, jd que para x(k) = c¢1 + c2, tem-se

y(k) = (c1 + c2)* # y1 (k) + ya(k) = ¢} + 5
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2. Causalidade: Um sistema ¢ dito causal (ndo antecipativo), se a saida num instante de tempo 7 depender

apenas de valores da entrada em k < 7.

Exemplo 4.4.3 O sistema y(k) = cos(k + 1) z(k)x(k — 3) € causal, jd que a saida no instante k = 7

depende da entrada no instante T e no instante passado T — 3.

Exemplo 4.4.4 O sistema y(k) = cos(k) x(k+ 1) ndo € causal, ji que a saida no instante k = 7 depende

da entrada no instante futuro T + 1.

entrada z(k — 7).

Exemplo 4.4.5 Considere o sistema y(k) = sin(z(k)). Entao, para a entrada x1(k), tem-se

Seja xo(k) = x1(k — 7), entdo

Invariancia no tempo: se y(k) for a saida para uma entrada z(k), entdo, y(k — 7) sera a saida para a

y1(k) = sin(x1(k))

ya2(k) = sin(xz(k)) = sin(z1(k — 7)) = y1(k — 7)

Portanto, o sistema € invariante no tempo.

Exemplo 4.4.6 Considere o sistema y(k) = kx(k). Entao, para a entrada x1(k), tem-se

Seja xo(k) = x1(k — 1), entao

No entanto,

y1(k) = k1 (k)

ya(k) = kao(k) = ka1 (k — 1)

yi(k —7) = (k= 1)z1(k — 7) # ya(k)

Portanto, esse sistema ndo € invariante no tempo (€ um sistema variante no tempo).

4.5 Exercicios

Exercicio 4.5.1 Defina a convolugao entre os sinais y(k) e x(k) por

Prove as sequintes relacoes:

(k) *y(k) =
(k) * (y(k) + f(k)) =
) * (k) =
) —

k
k

y(k) * z(k)
1

*

1. x
2. x
3. a(k (k) * 2(k) = (k)
4. w(k)#6(k —7) = a(k — )

w(k) x y(k) + (k) * f (k)

Exercicio 4.5.2 Calcule a convolugao entre os sinais x(k) e y(k) dados por

(k)
y(k)

4]
4]

(
(

kE+2
k+2

) — 1.56(k — 1) + u(k — 2)
) —0(k—1)
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Exercicio 4.5.3 Considere a € C. Prove a sequinte expressao:

1—ak

k—1
Zan:1+a+...+ak71:

1—-a
n=0

Portanto, prove que se |a| < 1, tem-se no limite

(o] . 1
nz:%a :1—a

Exercicio 4.5.4 Calcule a expressao abaizo:
o0
fT:Za", la] <1, a€C
n=t
Exercicio 4.5.5 Considere a € C. Prove a sequintes expressao:
> a
na" = —— al <1
n=0

Exercicio 4.5.6 Considere um sistema S cuja entrada x(k) e a saida y(k) estao relacionados por

Determine se o sistema S € ou ndo é: (i) linear; (ii) invariante no tempo; (iii) causal.

Exercicio 4.5.7 Considere a sequéncia de Fibonacci {y} definida pela equagio de diferencas

y(k+2)=yk+1)+yk), y0)=2, y(1)=1

k k
(k) = (”f) (k) + (“f) (k)

Exercicio 4.5.8 Determine a resposta ao impulso do sistema

Mostre que

ylk+1)=ayk) +x(k), k>0
Exercicio 4.5.9 Determine as condigdes sobre os coeficientes a1 e as para que todas as solugoes de

y(k+2) +ary(k + 1) + agy(k) = x(k), y(0) =yo, y(1)=wn

com z(k) uma entrada limitada qualquer convirjam para zero com k — co.

Exercicio 4.5.10 Para a equacdo de diferencas de primeira ordem
y(k+1)+0.5y(k) =x(k), k>0
com condigdes iniciais y(0) = yo, determine:

1. Sua resposta ao impulso h(k)
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2. A saida y(k) para a entrada x(k) =1+ 3k3, com k >0
3. A saida y(k) para a entrada x(k) = cos(km/2) + sin(2k), com k > 0

4. A saida y(k) para a entrada z(k) = (—0.5)%u(k)

Exercicio 4.5.11 Determine a solu¢do homogénea e, em sequida, a solucdo completa das sequintes equagoes
de diferencas:

1. ylk+1)—y(k) =k, y(0)=1/2.

2. y(k) = 3y(k —1) +y(k —2) =2(1/2)F = 5(1/2)*7',  y(0)=0, y(1)=1.
3 y(k) + 2y(k — 1) + 10y(k —2) = 3k2 + 23,  y(0) =1, y(1)=0.
(

4. y(k+2) —2y(k + 1) +y(k) = 5sin(k) + 3k,  y(0) = y(1) = 1/4.



Capitulo 5
Transformada Z

A transformada Z é uma ferramenta extremamente atil para a analise de sistemas a tempo discreto e proces-
samento digital de sinais. Essa transformada atua de forma analoga a transformada de Laplace para sistemas
continuos no tempo. Este capitulo apresenta os conceitos e propriedades fundamentais da transformada Z,
incluindo a transformacao de fungoes basicas, propriedades relevantes como linearidade e o teorema da convo-
lugao, além da transformada inversa. Também sao discutidas aplicagoes importantes, tais como a resolucao de
equagoes de diferencas e a analise da resposta de um sistema a diversos tipos de entrada. Ademais, o conceito
chave de funcao de transferéncia é introduzido no &mbito da transformada Z.

A transformada unilateral Z de um sinal discreto f(k) é definida pela seguinte formula:

E importante ressaltar que essa transformada é especifica para sinais discretos. Neste texto, adota-se, com certo
abuso de notagao, a expressao Z[f(t)] para representar a transformada Z do sinal discretizado f(k) := f(kT) =
f@)|t=kT, em que T é o periodo de amostragem.

A aplicacdo da transformada Z em alguns sinais comuns é apresentada a seguir.

5.1 Transformada de funcoes béasicas

1. Impulso unitario

2. Degrau unitario

— _§ : -k _ -1 -2 — —
F(Z)—Z[/L(k)]— z =1+z2 +z +"'—1_72_1—Z_1

Note (ver Exercicio 4.5.3) que essa série converge para |z| > 1 (regido de convergéncia).

79
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3. Funcgao polinomial

a® sek>0
f(k) =
0 se k<0
Portanto, sua transformada Z é dada por
oo
F(z) = Z[f(k)] = Zak =Y (a7
k=0
Fazendo a mudanca de varidvel z = a~'z, obtém-se
F(z) = i(a*z)*’f - iz*k e
1—-z71 1-az"! z-a
k=0 k=0
4. Fungao exponencial
e~ akT ,se k>0
fRT) =
0 ,se k<0
Sua transformada Z é dada por
F(Z) Ze ak:T Z(eaTZ)fk
k=0 k=0
Fazendo a mudanca de variavel Z = 2T z, obtém-se
= 1 z
_ 5=k _ _ _
F@)—Z; }j Pl B s e

5. Funcgao senoidal
sin(wkT) ,se k>0
fk) =
0 ,se k<0
Sua transforma Z é dada poe

F(z) = Z[sin(wkT)]| = Z [;] (elhT — e_j“kT)] = % (Z[eFT] — Z[e™ 1Y)

1 1 1 1 (eleT — eivT)

2j (1 — Tyl 1= ej‘*’Tzl) T <1 — (6T 4 emiwT) =1 4 =2
zsin(wT)

22 —2zcos(wT) + 1

5.2 Propriedades da transformada Z

1. Multiplica¢do por uma constante. Seja F(z) = Z[f(k)], entao
Zlaf(k)] = aZ[f (k)] = aF ()

2. Linearidade:

f(k) =afi(k)+Bf2(k) = F(z) = aFi(z) + BF(z)
3. Deslocamento em atraso. Seja F(z) = Z[f(k)], entdo
Zlf(k—n)]=2""F()+z " f(=1)+ -+ 2z f(—n+ 1)+ f(-n)
Prova: Usando a defini¢ao da transformada Z, tem-se

=Y fk—n)z =2 fk—mn)zm ¢
k=0

k=0

)
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Fazendo a substituicao de varidvel k — n = h, tem-se

2 -n) =" S fh)e = <Zf(h)zh+ 3 f(h)zh>
h=0

h=—n h=—n

= (F(z)+ > f(h)zh> =2 "F(2) + 2 (1) 4 4 f(-n)

h=—n

Se f(—1),..., f(—n) forem todos nulos, entdao Z[f(k — n)] = z7"F(z). Assim, para f(k) = g(k)u(k),
tem-se

Zlgk —n)u(k —n)] = 27"G(2)

4. Deslocamento em avango. Seja F(z) = Z[f(k)], entéo

Z[f(k+n)] = 2" <F(Z) - i f(h)zh> =2"F(2) = 2"f(0) = 2" f(1) = = 2f(n = 1)

Assim:

Prova:

Zla"f(k)] =) d* f(k)="F =) f(k)(a 7 2)F = Fa7'z)
k=0 k=

0

6. Convolugdo. Seja Fi(z) = Z[f1(k)] e Fa(z) = Z[f2(k)], entdo
Z[f1(k) * f2(k)] = F1(2) F2(2)
7. Teorema do valor inicial. Seja F(z) = Z[f(k)] e assuma que lim,_, o, F'(z) existe, entdo

f(0) = lim F(z)

Z— 00

Exemplo 5.2.1 Qual o valor de f(0) para

1—e 1)z 1 1
( _ _
(z—1)(z—eT) 1-—21 1-eTz!

F(z) =

Calculando o limite, tem-se

lim F(2)=1-1=0 = f(0)=0

Z—00

Note que f(k) = u(k) — e *T (k).

8. Teorema do valor final:
(a) Seja F(z) = Z[f(k)], em que f(k) =0,k <0, e assuma que limy_,~ f(k) existe;

(b) Suponha que os polos de F(z) estejam dentro do circulo unitario, com a possivel exce¢do de um polo
em |z| =1 (essa é a condigao para que {f(k)} seja finita).
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Entao
lim f(k)= h_>rr%(z —1)F(2)

k—oco

Exemplo 5.2.2 Para o exemplo anterior com F(z) dada por

z (1—eT)

Fz) = (z=1)(z—€7T)
tem-se
fim f(F) = lim(= — DF(:) = i 2 L)
klar{olo zl—% & * _zl—{riz(z—e—T) o
9. Multiplicagao de f(k) por k.
_dF()
Bk k) = ="
Prova: Usando a definigao da transformada Z, tem-se
k)] => kf(k)z" = szf ZF = =2 f(R) (k2R
k=0 k=0
= _ 4R (2)
- _ =k _ _ =
= Zkzzof(k)dzz 3 Zf %

Exemplo 5.2.3 Usando a propriedade anterior

Zlky (k) = =)

determine a transformada Z da discretizacdo da rampa unitdria dada por

t ,set>0
g(t)Z{

0 ,set<O0

Primeiramente, € mecessdrio discretizar esse sinal com um tempo de amostragem T sequndos, o que fornece
g(k) == g(t)|t=kT = kTu(k). Portanto, aplicando a transformada Z obtém-se

G(z) = Z[g(k)] = Z[k [ (k)]
com f(k) = Tu(k). Notando que Z[f(k)] = TZ[u(k)] =Tz/(z — 1), tem-se

dF'(z) T
dz ~ (z—1)?

Assim, obtém-se finalmente

G(2) = Zlg(k)) = Zkf ()] = ZRTu(h)] = —= "> = ==

5.3 A inversa da transformada Z

Esté4 secao apresenta a inversa da transformada Z de um sinal F(z), que produz a correspondente sequéncia
f(Ek). No entanto, néo é possivel obter um tinico f(t) que gere os pontos f(k), como demonstrado na Figura 5.1.

m N S
NN

Figura 5.1: Inversa da transformada Z de um sinal F(z).

0
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As proximas segoes apresentam os seguintes métodos para o calculo da inversa da transformada Z de uma
fungao F(z) qualquer:

1. Método da expansao em fragoes parciais
2. Método da divisao direta

3. Métodos computacionais (ver Apéndice A.6)

5.3.1 Meétodo da expansao em fragoes parciais

A expansdo em fragoes parciais para o caso discreto é aniloga ao caso continuo (como descrita na Secao 3.3).
Porém, ante de se apresentar os detalhes dessa decomposigao é oportuno esclarecer alguns fatos sobre os polos
e zeros de uma fungao racional F(z). Sabe-se que a fungdo F'(z) com n > m dada por

- b()Zm + blzm_l + -4 bm,12 + bm

F
(2) 2" a2 a2+ an

pode ser reescrita de forma equivalente como

(z—2z1)(z—22) (2 — 2m)
(z=p1)(z—p2) - (2 —pn)

F(z)=K

em z; e p; sao respectivamente os zeros e os polos de F(z). Porém, note que também é possivel reescrever a
fungao F'(z) como

_ boz*(nfm) 4 bz (mmtl) 4

N I1+aiz7t 4+ +apz™"

Assim, é preciso fazer atenc¢ao no momento de se determinar os polos e zeros de F(z).

Exemplo 5.3.1 Suponha que se deseje saber quais sGo os polos e zeros de

14+ 0.5z~ 1 14+0.5z71
F(z) = =
143271 +2272 (14+22"H(1+2271)
Aparentemente, essa fungao tem dois polos, em z1 = —1 e zo0 = —2, e um zero localizado em z; = —0.5. No

entanto, existe um outro zero em z = 0, jd que

0.5
F(z) = 2E105)
(z+1)(z+2)
Embora nao seja essencial, é preferivel em alguns casos efetuar a expansao em fragoes parciais de F'(z)/z
em vez de F'(z), ou seja
F(z) ¢ c1 co co n Coa1 Ch,

= — 4+ + 44 o —n
z z  (z—p1) (2—p)? (z—p1)t  z2—pes (z—pn)

em que z = p; ¢ um polo de multiplicidade ¢ e o restante sdo polos distintos. Apos efetuada a expansao em
fragoes parciais de F'(z)/z, obtém-se

c1z Coz Coz Co41% CnZ
(z=p1)  (z—p1)? (z=p1)t  z—pepa (z = pn)

F(z)=co+

cuja transformada inversa é dada por

0—2

_ C . _
f(k) = cod(k) + crpy + cokpi ' 4o+ (g_—zl), [T =it + copapfpr + -+ capl, k>0
T =0
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Exemplo 5.3.2 Seja

F2) (1 —e9T)2 z z 1 1
zZ) = = — = p—
(z=1)(z—e9T) z—-1 z—e9T 1—271 1—eTz"1

A inversa da transformada Z de F(z) é claramente dada por
Fk) = (k) — e~ (k)

Exemplo 5.3.3 Considere a sequinte fun¢ao racional

_ (1 —e9T)2
(2) = (z—=1)%2(z —e—oT)

Primeiramente, efetua-se a decomposi¢cao em fragées parciais de F(z)/z como seque:

F(z) «a co c3

-0 ot

Os coeficientes ¢; sao dados por

R e e I - (R e IR
e .
a=le-ent) L ey
Assim, F(z) ¢ dada por N ] s
Fo =y "o~ e

A inversa da transformada Z de F(z) é dada por

Fk) ==L —e M) (k) + kpu(k) — (e = 1)~ te T Fp(k)

5.3.2 Meétodo da divisao direta

O método da divisao direta é baseado no fato de que
F(z) =) f(k)™" = f0) + f(1)z7" 4o 4 f(R)2™" + -
k=0

Exemplo 5.3.4 Determine f(k) para
10z +5

P& = e -0

Os passos sao os sequintes:

10271 +5272 1027145272
(1—-2"1)(1-02z"1) 1-1.2z"140.2z2

1. Reescrever F(z) como F(z) =

2. Dividir o numerador pelo denominador

1027 + 17272+ 184273 + - ..

1—-122"140.2272| 10z ! +5272
—10z7 412272 - 2,73

17272 - 2273
—172724+20.4273 —3.4z~4

18.4273 — 34274
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Portanto, F(z) € dada por F(z) = 10271 + 17272 + 184273 + - -+

3. Comparando F(z) acima com a definicao da transformada Z, tem-se f(0) =0, f(1) =10, f(2) =17,...

Exemplo 5.3.5 Para F(z) = 1 — 3272, obtém-se diretamente os termos: f(0) = 1, f(1) =0, f(2) = -3 ¢
f(k) =0 para k > 3, ou seja:
f(k)=24(k) —30(k —2)

5.4 Resolugao de equacgoes de diferengas usando a transformada Z
Considere a equagao de diferengas

y(k+n)+ay(k+n—1)+--+any(k) = box(k +m) + biz(k +m —1) + - + bpx(k)
com k > 0, n > m, e condigbes iniciais dadas por

y(0)=yo, y(1)=wy1, ... yn—1)=yn

Defina Y (z2) = Z[y(k)]. Entao, y(k + n) e y(k — n) podem ser reescritos em termos de Y'(z) e das condigdes
iniciais, lembrando! que

Zly(k+n)] = 2"Y (2) = 2"y(0) = 2" "'y(1) = = zy(n = 1)
Zly(k —n)] = 27"Y (2) + 27" y(=1) + - +y(-n)

Em geral, y(k) = 0 para k < 0, assim Z[y(k —n)] = 27" F(z).

Exemplo 5.4.1 Seja a equagao de diferencas de primeira ordem homogénea
y(k+1) —y(k) =0, y(0) =yo, k>0

Aplicando a transformada Z, tem-se

2Y (z) —2zy(0) —Y(2) =0 0 Y(z) =wo

z—1
cuja transformada inversa é

y(k) = yop(k)
Exemplo 5.4.2 Seja a equagao de diferencas de primeira ordem nao homogénea

y(k+1) =ay(k) +z(k), k>0

em que a entrada x(k) € o impulso unitdrio 6(k) e a condig¢ao inicial y(0) € nula. Aplicando a transformada Z,
tem-se

2Y (z) —zy(0) —aY (2) =1 = Y(z)= =z

Lembrando das segquintes propriedades:
1. o termo z/(z — a) € a transformada Z da funcdo f(k) = a*u(k);
2. a transformada inversa de =1 F(2) € dada por 27 F(z) = Z[f(k — D)u(k — 1)];

conclui-se que a solugao y(k) € dada por
y(k) = "1l — 1)

IVer secdo 5.2.
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Exemplo 5.4.3 Considere o sistema
y(k+1) +2y(k) = 4", y(0) =yo, k=0

Aplicando a transformada Z, tem-se

2Y(2) — 2y(0) + 2Y (2) = —
z—4
Assim,
z z 1 1 1 z
Y(z) = - :
G = Gie—n T T3 taaoa T

1 2
y() = 5 (="l = 1) + 45l — 1) + go(~2) (k)
Para se obter a equacdo acima, as sequintes propriedades foram utilizadas:
Z[fk=Duk—1)] =2"'F(z) e Zlauk)] = —

Exemplo 5.4.4 Seja a equagio de diferencas de sequnda ordem homogénea
ylk+2)+3y(k+1)+2y(k) =0, yo=0, y1=1, k>0
Aplicando a transformada Z, tem-se
22Y (2) — 2290 — zy1 + 3(2Y (2) — 2zy0) +2Y(2) =0

Assim
z z z
Y = = —
(2) (z+1)(z+2) 2z4+1 z+2

cuja transformada inversa é
y(k) = (=1)*u(k) — (=2)* (k)
Note que Y (z) pode ainda ser decomposto como

z 2 1
Y& =it 22 241

cuja transformada inversa é
y(k) =2(=2)" 'k — 1) = ()" 'k - 1)

Exemplo 5.4.5 Considere a sequinte equagao de diferencas de seqgunda ordem:
y(k+2)+yk)=0, k=0, y(0)=1, y(1)=0

Aplicando a transformada Z, obtém-se

22

22Y (2) — 2%y(0) — zy(1) + Y (2) = 0 = Y(z) = pa

Decompondo a expressao acima, mais precisamente Y (z)/z, em fragoes parciais, obtém-se

22 1 z z
Y(z) = S
(2) =77 2<z+j+z—j)

cuja transformada inversa fornece

ou seja
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Exemplo 5.4.6 Seja a equacgao de diferencas de segunda ordem dada por
y(k) —y(k—2)=0, k>0, y(-2)=a, y(-1)=b

Por recursao, obtém-se a sequéncia infinita

y(0)=y(-2)=a
y(1) =y(-1)=b
y(2) =y(0) =a
y(3)=y(1)=0b

Da sequéncia acima, percebe-se que a solugdo € dada por

y(k) = & (1 ()9 k) + 5 (L () k= 1)

NS

E possivel obter a solucao sem usar a recursao. Aplicando a transformada Z na equacao de diferencas acima e

notando que
Zly(k - 2)] = 272V (2) + 27 y(=1) + y(-2)

obtém-se ,
-2 ~1 _ oz z
Y(2)—27°Y(2)—2"b—a=0 = Y(z)—a22_1+bz2_1

—l—é L + !
21z—1 z+41

A realizando a sequinte decomposi¢ao® de Y (z2):

a z z
Y(z)=2
(2) 2[zl+z+1}

a transformada inversa fornece

a

y(k) 5

(14 (=1)F) (k) + g (14 (=11 p(k - 1)

Observacdo 5.4.1 Para calcular Z[y(k — 2)], nesse exemplo, € preciso considerar que o sinal y(k) existe para
k < 0. Assim, Z[y(k — 2)] é dada pela Propriedade 3 da transformada Z, ou seja

oo

Zly(k =2 = yk -2z =272 yk—-2)z 2 =272 " y(h)z"
k=0

k=0 h=-2

=y(=2) +y(-1)z"+ D y(h)z " =y(=2) + 2 ly(—1) + 27V (2)
h=-2

5.5 Resposta a uma excitagcao qualquer

Esta secdo demonstra que a resposta de um sistema LTI (linear e invariante no tempo discreto) a qualquer
sequéncia de entrada arbitraria z(k) pode ser obtida, de forma analoga ao caso continuo, através da convolugao
de z(k) com a resposta ao impulso h(k) do sistema. O principio fundamental permanece: a resposta ao impulso
encapsula todas as informagoes necessarias para determinar a saida do sistema diante de qualquer entrada,
utilizando a operagao de convolugao.

5.5.1 Solucao forcada

Considere o sistema linear, invariante no tempo, representado na figura abaixo, em que a entrada é z(k), a saida
é y(k), e a resposta ao impulso é h(k).

20bserve que essa decomposicao nao ¢ a expansdo em fracdes parciais padrao, que segue os passos descritos na Secéo 3.3. Outras
decomposicoes equivalentes sao apresentadas no Exercicio 5.9.8.
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w(k) —— h(k) ——y(k)

A resposta forgada desse sistema, que descreve a relagao entrada-saida ignorando as condigoes iniciais, é
dada pela seguinte convolugao:

y(k) = h(k) xz(k) = > h(k—n)z(n)= > hn)z(k—n)
Se o sistema for causal, entdo h(k —n) = 0 para n > k, e a somatoria se reduz a
k
y(k) = > hlk—n)z(n)

n=—oo

No mais, se a entrada for nula para k < 0, ou seja (k) = 0 para k < 0, entdo a solugao for¢ada sera

Exemplo 5.5.1 Considere o sistema descrito pela sequinte equagdo de diferencas:
y(k +1) = ay(k) + x(k)

em que x(k) é o degrau de amplitude b dado por

b ,sek>0
0 ,sek<0

Sabe-se do FExemplo 5.4.2 que a resposta ao impulso desse sistema é
h(k) = a* tu(k —1)

Assim, tem-se pela convolugio que a solugdo for¢ada ys(k) € dada por
[e'S) [e's) k
yr(k)= > h(n)a(k—n)= > [¢" 'pn—1)] [butk—n)] =bY a"

n=-—oo n=-—00 n=1

Note, porém, que para a = 1, a solucao se reduz a

yr(k) = kb

Por outro lado, para a # 1, a solu¢ao pode ser simplificada percebendo-se que

N

k

_ 1—-a

E a™ 1_ a = :
—a

n=1 n=0

Portanto, a solucdo forcada yy(k) pode ser descrita pela expressio

kb ,sea=1
(5.1) yrk) =4 1 gt
! blf(tz ,sea# 1

que corresponde & solugdo obtida na Secgao 4.3.2, com condicao inicial nula.
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5.5.2 Solugao completa

Como no caso continuo, a convolucdo fornece apenas a resposta forgada para uma excitagdo qualquer. Para se
obter a solugao completa é preciso levar em consideracao as condigoes iniciais.

Exemplo 5.5.2 Suponha que o sistema do Ezemplo 5.5.1 esteja sujeito & condigdo inicial y(0) = yo. Assim,
somando-se a solugio homogénea, que é dada por yn(k) = yoa®, e a solugdo forcada (5.1), a resposta completa
fica sendo

Yo + bk ,sea =1

y(k) = 1—ak
yoak +b a4
1—a

,sea#1

que € exatamente a expressao (4.4), determinada na Segao 4.3.2.

5.6 Funcao de transferéncia

De forma anéloga ao caso continuo, a fungao de transferéncia é também uma ferramenta fundamental para
a andlise de sistemas lineares e invariantes no tempo discreto. Ela encapsula a relagao entrada-saida de um
sistema LTI discreto no dominio da frequéncia, relacionando Y(z), a transformada Z do sinal de saida com
X(z), a transformada Z do sinal de entrada. Equivale a transformada Z da resposta ao impulso do sistema
discreto. A funcao de transferéncia discreta pode ser determinada diretamente aplicando-se a transformada Z
na equacao de diferengas do sistema. Assim como no caso continuo, o estudo de seus polos e zeros fornece
informagoes criticas sobre propriedades do sistema, em especial sobre a estabilidade.

Aplicando a transformada Z na convolugao discreta

y(k)= > h(k—n)z(n) = Y h(n)x(k—n)

n=—oo n=—oo

obtém-se

Essa relacao esta expressa na Figura 5.2 abaixo.

X(z) —— H(z) ——Y(»)

Figura 5.2: Relagao entrada-saida no dominio da frequéncia.

A funcao H(z) = Y(2)/X(2), que relaciona a transformada Z do sinal de saida y(k) com a transformada
Z do sinal de entrada z(k), é denominada de fungao transferéncia. Perceba que para uma entrada impulsiva
X(z) =1, asaida é Y(z) = H(z). Portanto, H(z) é a transformada Z da resposta ao impulso h(k), ou seja,

o0

H(z)= Y h(k)z""

k=—o0

A funcgao de transferéncia também pode ser obtida da equagao de diferencas, considerando as condigoes
iniciais nulas. Assim, aplicando a transformada Z em ambos os lados da equacdo de diferengas

yk+n)+aylk+n—1)~+ -+ ap_1y(k+ 1)+ any(k) = box(k + m) + bix(k +m — 1)+
o bpaw(k 1) + by (k)

obtém-se
[2" +a1z" " a1z 4 an]Y(2) = [boz" + b1z 4 b 12 + b ] X (2)



Prof. Camino, J. F. Analise Linear de Sistemas 90

Portanto,
Y(2)  boz™+biz™ 4 by 12+ by
CX(2) 2 dazm i dan_1z+ay

Para que o sistema seja realizével, nao antecipativo, é preciso que n > m.

Observagao 5.6.1 A observagdo (3.6.1), para o caso continuo, se aplica de forma andloga ao caso discreto.

Observagao 5.6.2 No caso discreto, o ganho estdtico é dado por H(1) = > 0" b;/(1 + Y. a;). Assim, se a
entrada for (k) = Xop(k), um degrau de amplitude Xo, € o sistema for assintoticamente estdvel, a saida
atingird o regime estaciondrio Y. = H(1)Xj.

Exemplo 5.6.1 Considere o mesmo sistema do Exemplo 5.5.1, dado por
ylk+1) = ay(k) + z(k)

em que a entrada é x(k) = bu(k). Para esse sistema, a transformada Z da resposta ao impulso h(k) e da
entrada x(k) sao respectivamente dadas por

Assim, a saida € dada por
bz

(z—a)(z—1)

Note que para o caso em que a =1, a saida Y (2) passa a ser

Y(z)=H(2)X(z) =

z

Y(z) = bm

cuja inversa da transformada Z, de acordo com o Exemplo 5.2.3, fornece a solugdo forcada

yy (k) = kbu(k)

Por outro lado, para o caso em que a # 1, a saida Y (z) possui a sequinte decomposi¢cdo em fragdes parciais:

Y(z) = (z—al;?Z—l) :22—_11 (azia_ziJ

cuja inversa da transformada Z fornece a solugao forcada

b 1—ak

yr(k) = — (aa* (k= 1) = (s — 1)) = b—"

p(k —1)

Combinando esses dois casos, tem-se exatamente a solu¢do obtida em (5.1).

5.7 Conceitos de estabilidade

Esta segao apresenta alguns conceitos basicos de estabilidade de sistema lineares discretos invariantes no tempo.
Primeiro, é realizada uma analise do comportamento da solugao homogénea. Em seguida, é demonstrado que
um sistema seré estével se os polos de sua fungao de transferéncia estiverem localizados no interior do circulo
unitario. Finalmente, a nogao de estabilidade BIBO ¢é introduzida.

5.7.1 Estabilidade da solugao homogénea
Foi visto que a solucao geral da equagao de diferengas homogénea de primeira ordem tem a forma

yn(k) = CA*
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Portanto, a convergéncia dessa sequéncia depende essencialmente do valor da raiz .

As Figuras 5.4, 5.3, 5.5 e 5.6 apresentam o comportamento da solugdo homogénea yj, (k) para valores de
A € R dentro dos seguintes quatro intervalos: 0 < A < 1; A > 1; =1 < A< 0e A < —1. Em todos os quatro
casos, foi considerado C' = 1.

A=13
A=0.7
yn (k)
' yn (k)
°
10 | °
Y [}
[ ]
0.5 ° 5 | .
b °
[ ] [}
° °
0 ‘. b L] ¢ * *
1 2 3 4 5 6 7 o M 0 K
1 2 3 4 5 6 7 8 9
Figura 5.3: Caso 0 < A < 1. Figura 5.4: Caso A > 1.
A=-038 A=-13
yn(k) yn(k)
1le 10 ¢
[ J
[ ]
° . o °
° °
0 : i i 0“ i : k
1 2 3 4 3 6 % 8 * 2 8 4 5 6 7 8 9
® [ J
°
[ ]
_1 1 —10 1 [ ]

Figura 5.5: Caso —1 < A < 0.

Figura 5.6: Caso A < —1.

Note-se que para o caso complexo em que A = o + jw, tem-se

yn(k) = CXF = C|Akelk?

Assim, nesse caso, yp,(k) também convergira a zero se |A| < 1. Portanto, a regido de estabilidade é o disco

unitario aberto, o interior do circulo unitario dado por |A| < 1, como apresentado na Figura 5.7.

Figura 5.7: Regiao de estabilidade no plano complexo z.

Observagao 5.7.1 Embora essa andlise tenha sido baseada numa unica raiz, sabe-se que a solu¢ao homogénea €

uma combinagao linear de termos contendo raizes distintas e raizes multiplas. As raizes distintas foram tratadas
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acima. Se houwver wma raiz de multiplicidade £, haverd termos da forma k*~'\F. Fato esse que ndo altera a
andlise, jd que o termo k*~'\* convergird a zero se |\ < 1.

5.7.2 Estabilidade a partir da funcao de transferéncia

Considere a seguinte fungao de transferéncia:

(z—2z1)(z—22) (2 — 2m)

B = K G )~ (2 pa)

em que n > m, pp = pg = --- = pg € um polo de multiplicidade ¢, e os polos restantes sao todos distintos.
Decompondo H(z) em fragdes parciais, tem-se

c1z CoZ cez Co41% Cn?

1 + 2 5 44 L 7 o Rt Lot
z=p1 (z—p1) (z —p1) Z = Pe+1 Z = DPn

H(z) =c¢o+

Aplicando a inversa da transformada Z e utilizando o resultado do Exercicio 5.9.4, obtém-se

-2
_ c -
h(k) = cod(k) + c1pf + cokpy ™+ + (=] —él)' H(k: — )P feppph o ek, >0

i=0
Portanto, para que h(k) convirja para zero com k — 0o, é necessario que
lpil <1

Assim, conclui-se que todos os polos de H(z) devem pertencer ao interior do circulo unitario, como apresentado
na Figura 5.8.

Figura 5.8: Regiao de estabilidade no plano complexo z.

5.7.3 Estabilidade BIBO

Um sistema é dito BIBO (Bounded Input Bounded Output) estavel se toda entrada limitada produzir uma
saida limitada. Uma sequéncia z(k) é limitada se existir um ntmero finito M tal que |z (k)| < M para todo k.

Lema 5.7.1 Um sistema discreto linear invariante no tempo € BIBO estdvel se, e somente se,

o0

Ih®)l = > Ih(n)] < o

n=—oo

ou seja, se e somente se, sua resposta ao impulso h(k) for absolutamente somdvel.

Prova. Para provar a condi¢ao de suficiéncia, considere que

lx(k)| < M, Vk
Entao . -
() =] D hmak—n)| < > |hn)lz(k—n)
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Como |z(k)| < M para todo k, tem-se

Wl <M S hm), vn

n=—oo

Portanto, se ||h(k)||; < oo, o sistema é BIBO estavel.

Para provar a condigao necesséria, é preciso encontrar uma entrada limitada tal que a saida nao seja limitada
se h(k) nao for absolutamente soméavel.

Considere a entrada dada por
h(—k)
,se h(—=k) #0
z(k) = § [P(=F)]

0 ,s€ h(=k) =0

Entéo z(k) é limitada por M = 1. Como a saida ¢é
yk) =Y h(n)e(k —n)

para k = 0, tem-se

W)= 3 hna(-n)= 3 (;f(’jj): S Jh(n)|

Portanto, para que y(0) seja limitada, é necesséario que h(k) seja absolutamente soméavel. |

n=—oo n—=—oo n=—oo

Exemplo 5.7.1 Considere a funcao de transferéncia dada por

cuja resposta ao impulso € dada por
h(k) = (=) k= 1)

Claramente, essa resposta ao impulso nao satisfaz Lema 5.7.1, ou seja, ||h(k)||1 nao € finito. Portanto, o sistema
nao € BIBO estdvel e, consequentemente, existe uma entrada x(k) limitada tal que a saida y(k) seja ilimitada.
Para ver esse fato, seja x(k) = (—1)*u(k). Entdo, a saida ¢ dada por
[’} k
y(k) = Y hma(k—n) = (=1)" (=) = k(1) (k)

n=-—00 n=1

que fornece a sequéncia de pontos

{0,1,-2,3,-4,5,-6,7,—8,9,-10,... }

5.8 Equivalente discreto da funcao de transferéncia continua

E possivel determinar um equivalente discreto H(z), uma funcdo de transferéncia discreta, para uma fungao
de transferéncia continua H (s). Dois métodos para se determinar o equivalente discreto serao apresentados: o
método do impulso invariante e o método do segurador de ordem zero.

5.8.1 Meétodo do impulso invariante

O equivalente discreto usando o método do impulso invariante é obtido de forma bastante simples através dos
seguintes passos:

1. calcula-se a inversa da transformada de Laplace da func¢ao de transferéncia H(s);
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2. discretiza-se a resposta ao impulso h(t);

3. determina-se H(z) calculando a transformada Z de h(k) = Th(t)

t=kT
Exemplo 5.8.1 Considere a funcao de transferéncia
a

H(s) = Gra)
Perceba que H(s) tem a seguinte expansao em fragoes parciais:

Hs) = % s 41- a
Aplicando a inversa da transformada de Laplace, tem-se

ht)=1—e t>0
Aplicando agora a transformada Z no sinal Th(kT), tem-se
T T 2T (1 —e—oT)

H(z) =2 [T (1 B eiakT)] T 1ozl I—e Tyl (z=1D(z—eT)

Observagao 5.8.1 Uma demonstragio nao formal no dominio do tempo para motivar a relagio hq(k) =
The(kT), em que h.(t) € a resposta ao impulso continua e hq(k) € a resposta ao impulso discreta usada no
método do impulso invariante é a sequir apresentada.

Perceba que uma aproximacao para a integral de convoluc¢ao pode ser dada por

y(t):/oo he(r)u(t — T)dr & > ho(iT)x(t —iT)T

oo 1=—00

em que T pode ser feito suficientemente pequeno. Essa aproximagao tem a propriedade que ¢ medida que T — 0,
o erro de aproximacgao tende a zero. Assim, uma aprozimacdo discreta dessa resposta, num instante de tempo
t=kT, € dada por

oo

y(kT) = Y ho(iT)a(kT —iT)T = Y The(iT)a((k —i)T)

= > hali)a(k—i),  ha(k) = The(kT)

i=—00

A diferenca de amplitude T' entre h.(t) e hqa(k) pode também ser visualizada do fato que a transformagao
do impulso unitdrio discreto para o tempo continuo, através de um segurador de ordem zero, gera um pulso de
darea T'. Por outro lado, o impulso continuo tem drea unitdria.

5.8.2 Meétodo do segurador de ordem zero

O método de discretizagdo através do segurador de ordem zero (SOZ), que é um dispositivo frequentemente
utilizado em conversores digitais-analégicos, esta apresentado na Figura 5.9 abaixo.

o) — soz P me PO s

Figura 5.9: Equivalente discreto através do SOZ.

Para obter o equivalente discreto usando esse método, é preciso determinar a funcao de transferéncia discreta
H(z), entre a entrada amostrada z(k) e a saida y(k) do sistema da Figura 5.9, em que H(s) representa a planta
continua a ser discretizada e SOZ(s) é a fungao de transferéncia do segurador de ordem zero. O Exemplo 5.8.2
abaixo descreve o comportamento ideal e os passos necessarios para se obter a fungao de transferéncia do
segurador de ordem zero.
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Exemplo 5.8.2 O SOZ ezxecuta basicamente duas operagoes: coletar as amostras (“sample”) e manté-las cons-
tantes (“hold”) durante o periodo de amostragem. A amostra x(kT) recebida em t = kT € mantida constante
até o prozimo instante t = (k+ 1)T. Um exzemplo dessa operagdo € apresentado na Figura 5.10, em que x4(t)
€ a saida do sequrador de ordem zero para uma entrada senoidal amostrada a cada instante T de tempo.

Figura 5.10: Saida x4(t) do SOZ para uma entrada senoidal z(t).

Uma idealizag¢do matemdtica desse processo estd apresentada na Figura 5.11, em que o sinal x(t) é primei-

ramente amostrado, usando-se um amostrador ideal o, de periodo T, e em sequida € mantido constante pelo
segurador de ordem zero, fornecendo o sinal x4(t).

2() z*(t) zs(t)

t 0 T 2T 3T 4T 0 T 2T 3T 4T
z(t) J5<4> x*(¢) x*(t) —>| Segurador —— z,(¢)
T

Figura 5.11: Representacao ideal do segurador de ordem zero: modulador 1 e segurador.

O modulador ideal 7 pode ser matematicamente representado por um trem de impulsos:

em que §(t) é o impulso unitdrio. Assim, o sinal amostrado x*(t), que representa um trem de impulsos modulado
por x(t), é dado por

o0

z*(t) = Z x(t)0(t —nT)

n=—oo

Pela caracteristica do segurador, o sinal xs(t) é dado por

zs(t) =x(kT), kT <t<(k+1)T

Assim, percebe-se que para uma entrada impulso unitdrio

zs(t)
5(t)

a saida é um pulso
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Portanto, a resposta ao impulso unitdrio do SOZ é
hsoz(t) = p(t) — p(t = T)

e a respectiva funcao de transferéncia SOZ serd

SOZ(S) _ £[hSOZ(t)] _ % _ e TI's _ 1—e"

S S

Ts

Usando o resultado do Exemplo 5.8.2 acima, a fungdo de transferéncia entre a saida y(t) da planta H(s) e

a entrada impulsiva no SOZ sera

_ e—Ts
Y(s) = %H(s)

A funcéo de transferéncia desejada H(z), que relaciona a saida y(k) com a entrada z(k), nada mais é que

H(z) = Z[y(kT)] = Z[L7 Y (8)le=r]

Prosseguindo, fazendo-se uso do seguinte abuso de notagdo Z[F(s)] := Z[‘C_l[F(S)]t:kT], tem-se
H(z)=Z[Y(s)]=Z {(1 _ eTs)I—I(S)] =z {I{(S)] _z [eTsI_I(S)}
S S s

Como o termo e~ Ts

representa um puro atraso (um delay) de periodo T, tem-se
ZleT*H(s)/s] = 27 Z[H(s)/s]

Assim,
H(z) = (1—2z"")Z[H(s)/s]

Exemplo 5.8.3 Usando como exemplo a planta continua H(s) dada por

a
H =
(s) P
tem-se
H(s)_l 1
s s S+ a

cuja transformada inversa € dada por

Amostrando esse sinal com t = kT, tem-se

(k) — e~ (k)

Portanto I 1 -t
2| B2 = 2ty - ] = - e = o e

A fungao de transferéncia desejada H(z) fica sendo, no caso,

z —e—aT

H(z) = (1- 2712 {H()} _1-et

5.9 Exercicios

Exercicio 5.9.1 Defina a transformada Z por

Prove as seguintes propriedades:
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3. Z[f(k+1)] =2F(z) — 2f(0)

k

> fn)

n=0

1

.2 = —
4 1—271

F(2)

Exercicio 5.9.2 Prove a propriedade do deslocamento em avango.
Exercicio 5.9.3 Calcule a transformada Z de f(k) = ka*u(k).

Exercicio 5.9.4 Mostre que a transformada Z de

= e
f(k) = (=] g(k — i)t
€ dada por ;
Fle)= (z —p)*

Exercicio 5.9.5 Calcule a transformada Z e a regido de convergéncia para os sequintes sinais:

= Zﬁ:—k Fu(k), com |c| <1

Exercicio 5.9.6 Calcule a Transformada Z do sinal continuo f(t) abaizo, usando a discretizagdo t = kT
F() = (1/2)" cos(at)u(t)

Exercicio 5.9.7 Calcule a inversa da transformada Z da fungao F(z) do Exemplo 5.3.3 usando a decompo-
si¢ao em fragoes parciais sem realizar a divisdo por z. Em seguida, verifique o resultado calculando os cinco
primeiros pontos tanto da fungao obtida quanto da expressao de f(k) dada no Exemplo 5.3.3. No mais, usando
manipulagoes algébricas, mostre que ambos f(k) se reduzem a mesma formula.

Exercicio 5.9.8 Considere a fun¢ao Y (z) do Exemplo 5.4.6, dada por

az? + bz 22 z
Y(Z):ﬁ =Y1(2) + Ya(2), Yl(Z):am,

Determine y(k) para as sequintes decomposicoes de Y (z):

C2 C3

1. Y(2) = —_— )

(2) Cl+z—1+z—|—1
9 Y(2) « Co
oz z2—1 241

a z z Ya(2) Ya(2) c1 C

8 Y(2) == = .

(2) 2[21 z+1}+ z ), com z z—1+z+1
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b 1 1 C2 C3
Y (2)=Yi(2) + 2 — Yi(z) = :
LY =)+ g | b ] com i) —a ok 24
Ya(z) cy c3 Ya(z) c1 ca
5. Y(2) =Y — Yi(2) = = :
(2) 1(2) + PR 1(2) cl+z—1+z—|—1e z z—1+z+1
Y] Ys
6. ¥(e) = 1) | o),
z z

Em seguida, verifique o resultado calculando os cinco primeiros pontos de cada um dos y(k) obtidos acima. No
mais, através de manipulagoes algébricas, mostre que esses y(k) se reduzem ¢ mesma formula.

Exercicio 5.9.9 Calcule a inversa da transformada Z das segquintes fungoes:

2zt — 323 — 1222 + 202 + 48

1. F(z) = P R S B
1-0.52"1 40272
2. F =
(2) = {020, T — 12,2
2l 52
. F =
S FG) = g a5
usando:

1. a decomposicao em fragées parciais (sequindo os passos da Segio 3.3);
2. 0 método da divisao direta;

8. a correspondente equacao de diferencas;

4. o comando filter() do MATLAB.

Em seguida, verifique se as quatro solugoes f(k) obtidas acima fornecem a mesma sequéncia de pontos (use

k=0,1,...,4).
Exercicio 5.9.10 Usando a transformada Z, determine a solugao y(k) da sequinte equagdo de diferencas:

Em seguida, calcule a sequéncia de pontos y(k), para k = —2,...,3.

Exercicio 5.9.11 Através de uma mudanca de varidvel e de condigdes iniciais apropriadas, reescreva a equag¢ao
de diferengas do Exercicio 5.9.10 como

y(n+2)+2y(n)=0

de forma que ambos os problemas de valor inicial sejam equivalentes. Assim, compare a solu¢ao y(n) com a
solugao y(k) obtida no Exercicio 5.9.10.

Exercicio 5.9.12 Use a transformada Z para resolver a segquinte equagao de diferencas de primeira ordem:
y(k+1) = ay(k) + z(k), k=0

para a entrada x(k) = a® + (—a)* e condicdo inicial y(0) = yo.

Exercicio 5.9.13 Use a transformada Z para calcular a sequéncia de Fibonacci descrita pela equagao de dife-
ren¢as do Fxercicio 4.5.7.

Exercicio 5.9.14 Use a transformada Z para determinar a solu¢do das sequintes equagoes de diferencas:
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1oy(k) +3y(k — 1) = ax(k), com z(k) = p(k), y(=1) = 5;
2. y(k+2) —5y(k+1) —0.7y(k) = 0.5x(k + 1) + 1.7x(k — 1), com x(k) = u(k), y(k) = 0 para k < 0;

3. y(k+2) +y(k) = z(k), com z(k) = cos(km)u(k), y(0) =0 e y(1) = 2.
Exercicio 5.9.15 Para cada uma das equagées de diferencas do Exercicio 5.9.14, determine:

1. a fungao de transferéncia H(2);

2. a resposta ao impulso h(k), a partir da inversa de H(z);

3. a resposta for¢ada através da convolugao de h(k) com a entrada do sistema.
Exercicio 5.9.16 Para as equagoes de diferencas do Fxercicio 5.9.14, decomponha a solugdo completa nas
sequintes parcelas: solugdo homogénea, solucao forcada, regime transiente e regime permanente.

Exercicio 5.9.17 Para as sequintes fungoes de transferéncia continuas:

LHE = % HE =1 e I e

determine o equivalente discreto Hy(z), usando o impulso invariante, e o equivalente discreto Ha(z), usando
o sequrador de ordem zero. Assuma os sequintes valores numéricos: a = 3, b = —1/2 e tempo de mostragem
T = 1/5. Compare para cada caso, a resposta ao degrau de H(s), Hi(z) e Ha(z). Em seguida, compare a
resposta ao impulso

Exercicio 5.9.18 Para cada uma das funcées de transferéncia, H(s), Hi(z) e Ha(2), do Ezercicio 5.9.17,
analise a estabilidade a partir da fungao de transferéncia e a estabilidade BIBO.

Exercicio 5.9.19 Para cada uma das fungoes de transferéncia continuas H(s), do Exercicio 5.9.17, determine
a equagao diferencial e as equagoes de diferengas associadas com cada um dos equivalentes discretos Hq(z) e

Hy(z). Assuma que a saida do sistema € denotada por y e a entrada por x.

Exercicio 5.9.20 Usando o teorema do valor inicial e o teorema do valor final, calcule f(0) e limg_yo0 f(K)
sabendo que sua transformada Z € dada por

z+1

Fz) = z(z—1)

Em seguida, determine f(k) e verifique o resultado obtido.



Capitulo 6

Analise de Fourier

A analise de Fourier é uma ferramenta matematica extremamente poderosa para a representagao e processamento
de sinais e sistemas. Ela se baseia na decomposicao de fungoes em termos de componentes senoidais, que formam
uma base ortogonal completa. Este capitulo introduz os conceitos fundamentais da anélise de Fourier, incluindo
séries e transformadas de Fourier, além de aplicagoes importantes como a fungao de resposta em frequéncia e o

fendmeno de aliasing.

Inicialmente, é apresentada a série de Fourier, que permite representar sinais periédicos como uma soma
ponderada de senos e cossenos. A transformada de Fourier, aplicavel a sinais nao-periédicos, é abordada em
seguida. Esta transformada revela os espectros de frequéncia dos sinais, permitindo a anélise das intensidades
de cada frequéncia constituinte. A pseudotransformada de Fourier, aplicada a sinais periodicos, é discutida,
destacando como ela difere da transformada de Fourier regular. Outros topicos abordados sdo a fungao de
resposta em frequéncia, que caracteriza a dinamica de sistemas LTI, e o aliasing, um fenémeno indesejado que
pode ocorrer na discretizacao de sinais.

6.1 Série de Fourier

A série de Fourier possui uma ampla gama de aplica¢oes nas engenharias, sendo bastante utilizada na analise
de sistemas fisicos sujeitos a pertubagoes periddicas. Basicamente, a série de Fourier permite representar uma
fungao periodica qualquer como uma soma de senos e cossenos.

Definigao 6.1.1 Um polindmio trigonométrico é uma soma finita na forma

N
Sy = — + [y, cos(kwot) + by, sin(kwot)]
k=1

em que os coeficientes ag,ai,...,an,b1,...,by sdo nimeros complexos e wy = 2nfyg = 27/T € a frequéncia
fundamental do sinal cujo periodo é T .

Essa série pode ser reescrita em termos da func@o exponencial. Para isso, basta substituir a relacao de Euler
eFeot — cos(kwot) + j sin(kwot)

no polinémio acima, como segue:

ap 1 kwot —jkwot bk ¢ ikwot —jkwot
SN:*‘F* ak eJWO —|—€J 0 + = €‘] 0 JRWo
P gD )+ 2 )

N N
_a 1 b\ ikwot | L b\ jkwot
2*2;(“” ) °+§k2_1 a = e
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Agora, basta aplicar a substituicdo de variaveis

a 1 . 1 .
XOZ?O, Xk:§(ak—ka), X_k=§(ak+ka), k=1,...,N
para se obter a série em termos da exponencial:
N
(61) SN = Z XkeJkWOt
k=—N

Usando as propriedades de ortogonalidade, é possivel mostrar que
T/2 _
A. l/ gitwot gy — } 1 se R =0
T J 7/ 0 ,sek#0

T/2 )
B. X; = l/ Sy e Ikwot g
T J_ 72

Essa tltima relagao fornecera a féormula para calcular os coeficientes da série de Fourier.

Prova. Primeiro, a parte A sera provada. Para k = 0, tem-se

1 [T/
1 / dt =1
T J_ 72

Para k # 0, tem-se

T/2
T/2 i w
i/ / cikwot 4 — 1 et _ 1 (ejk:on/2 B efjkng/Z)
_ sin(kwT/2)  sin(km) 0

kwoT/2 km

Para provar a parte B, multiplicam-se ambos os lados de (6.1) por e="«0! ¢ integra-se:

— SNefjnwot dt = 7/ Xk(sJ wot efjnwot dt
T T k=—N

—T/2 _1/2
N T/2 B
= Z Xkl/ ej(k—n)wotdt: X, .,sek=n
k=—N T J_ 12 0 ,se k#£n
Portanto,
1 T/2 )
(6.2) X, = 7/ Ge-ibntdy
T ) 12

Uma questao importante levantada por Fourier foi a analise de convergéncia da série trigonométrica Sy,
com N — oo, de forma a aproximar uma fun¢ao periddica z(t) qualquer. Basicamente, deseja-se determinar
quais os valores dos coeficientes X}, de tal forma' que

oo

~ i _ jkwot

x(t) A}EHOOSN—ICZ X elrwo
=—00

1Usa-se comumente o sinal ~ ao invés de = para salientar o fato que sem condigdes adicionais em x(t), tal como diferenciabilidade,
a série pode divergir para valores particulares de t.
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Assim, a série de Fourier da funcio periédica z(t) é dada? por

x(t) ~ Z Xjehwot, wo =27/T

(6.3) k=—o0

T/2 )
Xy = 7/ Je ihwot qt
T/2

A série de Fourier pode ser aplicada a uma classe ampla de fungoes. De uma forma geral, se as seguintes

condigoes forem satisfeitas:

1. a integral f 772 |(t)] dt converge;
2. a funcdo z(t) possui um namero finito de descontinuidades finitas no intervalo —7'/2 <t < T'/2;

3. a fungdo z(t) possui um namero finito de maximos e minimos no intervalo —7/2 < ¢ < T/2;

entdo é possivel mostrar que a série de Fourier converge para a fungio z(t), que é igual a fungao z(¢) nos pontos
de continuidade e igual & média dos limites num ponto de descontinuidade %, ou seja:

lim z(t) + lim x(t) ,para — 2 <tg < L
t—ty t—td

| =

-+ t—L~

[ lim z(t)+ lm x(t)] ,para to = +L
t

Note que é imaterial como o sinal z(t) esta definido num ponto de descontinuidade. No mais, sabendo que
Z(t) difere de z(t) apenas nos pontos de descontinuidade, como exposto acima, a série de Fourier de x(t) sera

denotada simplesmente por z(t), daqui em diante.

Exemplo 6.1.1 Considere a onda quadrada, de amplitude A e periodo T, apresentada na figura Figura 6.1.

x(t)

1nnannr.,
JEyUUL

Figura 6.1: Onda quadrada de amplitude A e periodo T.

2Dada a periodicidade, a integral pode ser calculada sobre qualquer intervalo de comprimento 7', tal como fOT ou, de uma forma

mais geral, por [, bb+T, com b um ntimero real.
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Para obter a sua série de Fourier, basta calcular os coeficientes Xy usando (6.3) como seque:

1 [7/2 _
X = —/ x(t)e It dt

T ) 1/
1 [0 ' 1 [7/2 _
— _7/ Ae—]k27rt/T dt + 7/ Ae—Jkat/T dt
T J 72 T Jo
A T . A T i
_ _ 1— jkm £ —Jk:ﬂ_l
Tfj%k( € )+Tfj27rk: (e )
A jkm —jkm
= 2T e
A
= ﬁ [2 — 2COS(7Tk)]
Aj 0 ,se k for par
= [cos(mk) — 1] = ” ]
-4, sek for impar

Perceba que os coeficientes Xy, sao numeros complexos, podem, portanto, ser representados na forma X =

rel?, com r e 6 respectivamente dados por

Xl 0 ,se k for par
T = k|l =
=2 se k for impar

0= /X, — {indeﬁmdo ,se k for par

—sinal(k)5 ,se k for impar

em que a funcao sinal(x) serd -1 se x for negativo e +1 se x for positivo. A Figura 6.2 abaizo apresenta o valor

absoluto | X| e a fase £X}, do coeficiente complexo X,.

|Xk| ZXk
At ™
° ° o 3
° °
} . } . } k
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
° °
o o -1 e ° °
— e ¢ & o |+ [ 2
-5 -4 -3 -2-10 1 2 3 4 5

Figura 6.2: Diagrama do valor absoluto e da fase de Xj.

A Figura 6.3 apresenta a onda quadra, de amplitude A e periodo T, e sua série de Fourier com apenas o
primeiro termo (vermelho), que representa a componente fundamental, e com os onze primeiros termos (azul).
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AV AviOBI v S v B L
Figura 6.3: Onda quadrada de amplitude A e periodo T', sua primeira fundamental (vermelho) e sua série de
Fourier contendo os onze primeiros termos (azul).

Definigao 6.1.2 (Efeito de Gibbs) Como pode ser visto na Figura 6.3, existe uma oscilagdo prézima a pon-
tos de descontinuidade da funcdo. Nesses pontos, a série de Fourier nao converge uniformemente. Gibbs
observou que o valor da oscilag¢ao prozimo a um ponto de descontinuidade nao se aproxima do valor da fungao,
por maior que seja o numero de termos utilizados para calcular a série de Fourier. A amplitude mdxima da

1 /7 si 1
f/ ST qz — = ~ 8.95%
TJo < 2

oscilagao é dada por:

6.1.1 Série trigonométrica de Fourier

A série de Fourier também pode ser descrita em termos da funcao seno e cosseno. Nesse caso, a série é dada

por
(6.4) = % + Z ar, cos(kwot) + b sin(kwot) ], wo =27/T

k=1
com

2 T

—/ t) cos(kwot)dt, k=0,1,2,3,...

T T/2

9 [T/

—/ )sin(kwot)dt, k=1,2,3,...

T T/2

Os coeficientes ay e by dessa série estao relacionados aos coeficientes X}, da série exponencial, como descrito no
Exercicio 6.6.1, através da relacdo ap = Xy + X_j, para k > 0, e by, = j (X — X_x) para k > 1.

Perceba que qualquer funcao pode ser expressa como a soma de uma fungao f,(t) par, tal que f,(t) = f,(—1),
e uma fungdo f;(t) impar, tal que f;(t) = —f;(—t), como ilustrado no Exemplo 6.1.2 abaixo.

Exemplo 6.1.2 Seja a fungdo f(t) dada por

et ,set>0
f(t) =
0 ,set <0

Essa fungao pode ser escrita como a soma da fungdo par f,(t) e a fun¢do impar f;(t), respectivamente dadas

por
te7t Lset>0 3 ,set >0
fr) =41 set=0 e fi(t)=40 ,set=0
iet Lset <0 —zet Lset <0
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Prof. Camino, J. F.
A figura abaizo apresenta a fungdo f(t) = fp(t) + fi(t) e suas componentes par f,(t) e tmpar fi(t).

ft)

fo(t)

fi(t)

N[ =
~

|
N|=

Se a fungao x(t) for par, a série de Fourier dependera apenas da fungao cosseno e se reduzira a
2w

.T(t) = % + Zak COS(kWQt), Wo = T
k=1

4 [T/2
ay = —/ x(t) cos(kwot) dt
T Jo

Essa simplificacdo decorre diretamente do fato de que f,(¢) := z(t) cos(kwot) sera par e f;(t) := x(¢) sin(kwot)

serd impar. Assim:
T/2 T/2 T/2
/ Lod=2[" fpod e / Li()dt =0, £i(0)=0
—T/2 0 -T/2
Por outro lado, se a func¢ao x(¢) for impar, a série de Fourier dependeré apenas da fungéo seno e se reduzira a
2w

x(t) = Z b, sin(kwot), wo =
k=1
4 [T/2
b = —/ x(t) sin(kwot) dt
T Jo
ja que z(t) cos(kwot) sera agora impar e x(t) sin(kwot) par.

Exemplo 6.1.3 Considere o circuito resistor-capacitor da Figura 6.4. Para esse sistema, determine a tensao
de saida v(t) para uma tensao de entrada p(t) dada pela fungao dente de serra apresentada na Figura 6.5.

R (1)
4\/\/\ﬁkﬂ .l
plt) == C—— ) :
— : t

Figura 6.5: Funcao dente de serra.

Figura 6.4: Circuito resistor-capacitor.
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Sabe-se que a solugao for¢ada v(t) para uma entrada p(t) qualquer é dada pela integral de convolugao

o0

v(t) = h(t) *p(t) = / h(o)p(t — o) do

— 00

em que h(t) € a resposta ao impulso do sistema. Lembrando que a equagao diferencial que governa esse sistema
€ dada por
T70(t) +v(t) = p(t), 7=RC

sua resposta ao impulso € facilmente determinada (ver Exercicio 3.8.29) como sendo

ht) = —e /()

com u(t) o degrau unitdrio.

Para calcular a convolugao acima de uma forma prdtica, pode-se recorrer & série de Fourier. Porém, como
a fungao p(t) da Figura 6.5 acima ndo € periddica, ji que p(t) = 0 para t < 0, € preciso usar sua extensdo
periddica g(t), que tem a forma apresentada na Figura 6.26 do Exercicio 6.6.7. A série de Fourier dessa fungdo
€ dada por
1 2w

o0
- Z %, gk = sin(wgl), wp = kwo, wo = T

L\D\H
:]

Note que a fungao original do problema é simplesmente p(t) = g(t)u(t). Assim, a resposta do sistema ao termo
constante go = 1/2u(t) (veja o Ezercicio 3.8.30) € dada por

1
vgoza(l—e_tﬁ), t>0

e a resposta a cada um dos termos g = sin(wgt)u(t) € dada pela convolugao

Vg, = /00 16_0/7-/1,(0') sin(wg(t — 0))u(t —o)do = 1 /0 e~/ sin(wy,(t — o)) do

oo T T
T

1
= TT%J% |:wk (e—t/T _ cOS(wkt)) + = sin(wkt)} , t>0

Portanto, a solugao forgada do circuito elétrico para a entrada p(t) da Figura 6.5 fica sendo

1 1w
03 (1) LS
k=1

A tensao de saida v(t) juntamente com a tensio de entrada p(t) estio apresentadas na Figura 6.6 abaizo.

t

!

()

M t
T
Figura 6.6: Tensoes de saida v(t) e de entrada p(t).

A seguir é apresentado um teorema, conhecido como Teorema da Energia de Rayleigh ou Teorema de
Parseval, que relaciona os coeficientes da série de Fourier com uma certa integral da funcdo periddica z(t), que
pode ser interpretada como a energia ou poténcia do sinal.

Teorema 6.1.1 (Teorema de Parseval) Sejam ay e by, (resp. Xj) os coeficientes da série de Fourier da
fungao periédica x(t), de periodo T. Entao, pode-se mostrar que

2 o0
2 2 _ 0p 2
— dt =2 E X — + E b
/T/2 | | k‘ 2 prt ak+

k=—o0
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6.2 Transformada de Fourier

O par de transformadas de Fourier é dado por

X(f) = /OO 2(t)e=127 It q

w0 = [ X(pentas

A 1ltima relacdo ¢ chamada de transformada inversa de Fourier. O par de transformadas de Fourier® pode
ainda ser descrito em termos da frequéncia angular w = 27 f rad/s como segue:

X(w) = \/% /_oo 2(t)e 1t dt
x(t) = \/% /_00 X (w)el*t dw

As condigbes para a existéncia da transformada de Fourier e sua inversa sdo em geral complicadas e nao
serao aqui tratadas.

Exemplo 6.2.1 Seja a funcao pulso de amplitude A e largura T, apresentada na Figura 6.7.

(t)

T

Figura 6.7: Fungdo pulso de amplitude A e largura 7.

Aplicando a transformada de Fourier no sinal x(t), obtém-se

o0 . T Ae—iznft|" A _
/ x(t)e 2t dt = A/ e 2l g = e. == [6—327#7 —1]
0 —iznf | —2Anf

X(/f)

— o0
A emimfm ;
A Jelntr  emindT]
nf 2
Lembrando que

1 . .
< _ jo —jé
sinf = 5 [e e ]

tem-se A
X(f) = — sin(rfr)e ™™
Tf
Que pode ainda ser reescrito como
X(f)= Arism(ﬂfﬂ e ™I = Arsine(n fr)e ™7
wfT

com a fungao sinc definida por

sin(x)

(6.5) sinc(z) = .

Para calcular a parte real e a parte imagindria, expande-se X (f) como seque:

A .
X(f)= p— sin(7 f7) [cos(m fr) — j sin(m f7)]
s
3Fatores de normalizacao podem ser aplicados nas expressoes para a transformada de Fourier. Na versdo em termos da frequéncia
em Hertz, as expressdes modificadas sdo X (f) = a [z(t)e 327/t dt e z(t) = B [ €27/t df, com aBf = 1. Similarmente, na formulagio
em termos da frequéncia angular, as expressdes ficam sendo X (w) = «a [z(t)e 1@t dt e z(t) = B [ X (w)eI“ dw, com af = 1/(27).
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Utilizando as identidades trigonométricas

sin(26) = 2sin(#) cos(6) e sin? <§> — %OS(G)

tem-se

X(f) =

A [sin(2rfr) . cos(2nfr)—1
xf 2 ) 2
Assim, a parte real e a parte imagindria de X (f) sao dadas respectivamente por

cos(2mfr)—1

Re(X (f)) = Arsinc(27fT) e Im(X(f)) = Ar onfr

= —Arsin(rn f7) sinc(rw f7)
O wvalor absoluto e a fase de X (f) sao dados respectivamente por
| X ()| = Ar|sinc(n f7)| e ZX(f) = atan2 (Im(X (f)), Re(X (f)))

em que atan2 € a funcdo arco-tangente* que considera todos os quatro quadrantes do plano imagindrio. A
Figura 6.8 apresenta o grdfico de | X (f)| e ZX(f). Observe que X(—f) = X*(f), assim, a funcao |X(f)| € par
e a fungiao ZX(f) € impar.

ZX(f)
X ()]
AT

=
SN
SYES)
SIS

ST
4 e
S
|
Sl

ST
3w
S
Ry
RN
Rl

S
RIS

Figura 6.8: Grafico da fungao | X (f)| e ZX(f) para A =5.

6.2.1 Propriedades da transformada de Fourier

As propriedades da transformada de Fourier sdo muito semelhantes as propriedades da transformada de Laplace.
Suponha que a relagdo entre a fungéo f(t) e sua transformada de Fourier F'(f) seja denotada por

[ty = F(f)

Entao, as seguintes propriedades sao verdadeiras

1. Linearidade:

2. Convolucao no tempo:

3. Convolugao na frequéncia:

4Ver Apéndice A.1
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4. Conjugado:

5. Escala no tempo com a € R:

flat) < ﬁF(f/a)

6. Translagao no tempo:

flt—ty) <& e iZop(f)

7. Teorema de Parseval:

/ " fgm di = /_ T R(Emdf

8. Teorema de Plancharel:

| uwra= [ iropas

6.3 Pseudotransformada de Fourier
Aplicando a transformada de Fourier na fungao® delta de Dirac 6(t — to), obtém-se
o0
/ 5(t —tg)e 32t dt = eI Tto
—o0
Portanto, a transformada inversa de Fourier de e 327t fornece §(t — tg), ou seja,

6(t — to) = / (e_j27"ft0) ejQTrft df

— 0o

De forma anéaloga, calculando a transformada inversa de §(f — fp), obtém-se
oo
[ ot = genstag = e
— 00
Portanto, a transformada de Fourier de e27/ot fornece 6(f — fo), ou seja,
(6.6) 0f—fo) = / (ei2mfoty emi2nft g

A partir dessas propriedades, pode-se obter uma pseudotransformada de Fourier para sinais periddicos. Se
z(t) é um sinal periodico, de periodo T', entdo pode-se escrever z(t), usando a série de Fourier, como

l‘(t)z Z XkejQTrkt/T

k=—o00

Aplicando a transformada de Fourier, em ambos os lados da equagao acima, tem-se

X(f) :/ ( Z Xkej%rkt/T) ei2mft g4

k=—o00
Definindo fr = k/T e trocando a ordem da somatoria com a integral, tem-se
o [e%s}
X(f) — Z Xk/ (ej27rfkt) e—j?ﬂ-ft dt
k=—o00 >

Assim, usando (6.6), obtém-se

(6.7) X(f)= Y Xed(f- fr)

k=—o0

Essa expressao indica que o espectro de z(t) é composto de impulsos de amplitude X}, na frequéncia fi, ou seja,
localizados em frequéncias multiplas de 1/7T".

5Veja a definigdo da funcgio delta de Dirac dada por (3.1) na Segdo 3.1.
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Exemplo 6.3.1 Considere a fungao periddica x(t) = sin(wot) com wo = 27 fo = 2w /T. Pode-se reescrever essa

funcao como

w(t) = = [t gmimhot] = L [omiansor _ cimsor)

2j 2
Portanto a sua pseudotransformada € dada por

X(f)=51[6(f+ fo) = 6(f — fo)l

DO |~

A sua representagao grdfica estd apresentada na figura abaizo.

ZX(f)
x| P
{ ‘ } | f
‘ ‘ f —fo fo
—fo fo o
ot °

Exemplo 6.3.2 Considere a fungdo periddica x(t) = cos(wot) com wy = 2nfy = 2w/T. Pode-se reescrever
essa fung¢ao como

1 . )
x(t) = 3 [e—JZTrfut + eJQTrfot]

Portanto, a sua pseudotransformada € dada por

X(f) = 3 507 — fo) + 35 + o]

A sua representacao grifica estd apresentada na figura abaizo

X () ZX(f)
‘ ‘ f f
—fo fo —fo fo

Exemplo 6.3.3 Considere a onda quadrada do exemplo 6.1.1. Sua série de Fourier € dada por

o

z(t) = Z % sin(kwot)

k=1,3,5,7,...

com wg = 27 fo. Portanto, sua transformada de Fourier € dada por

X(= > -0 )
k=1,3,5,7,...

com fr =kfo.

Uma relagao fundamental entre a série de Fourier e a transformada de Fourier reside em como ambas
relacionam fungdes no dominio do tempo ao seu contetudo de frequéncia. Enquanto a série de Fourier decompoe
funcoes periddicas através de uma combinacao infinita de senos e cossenos, expondo a contribuicao de cada
componente de frequéncia da funcgao original, a transformada de Fourier converte funcoes, sejam elas periddicas
ou nao periodicas, do dominio do tempo para o da frequéncia, revelando assim seus espectros e a intensidade
das frequéncias presentes. Para uma funcao periddica, a transformada de Fourier gera uma série de impulsos
ponderados pelos coeficientes de Fourier de sua série, conforme apresentado em (6.7).
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6.4 Funcgao de resposta em frequéncia

A medicao mais comum da fung¢ao de transferéncia em sistemas mecénicos é a funcao de resposta em frequéncia
(FRF), que descreve a relagio entrada-saida para uma excitagdo harmonica. Na area de vibragoes, as medigoes
de resposta em frequéncia sao amplamente utilizadas na anélise modal de estruturas mecéanicas.g

Para desenvolver essa relagao representada pela FRF, suponha que a entrada de um sistema qualquer descrito
pela funcao de transferéncia

Y(s)  bos™ +bis™ 4+ by_15+ by

H = =
() X(s) s"tasm M+ tap_1sta,
seja dada por
. 1
t) = et L X(s) =
M= L, X(s) =
Para essa entrada, a saida do sistema é dada por
1
(5) = H()X(s) = H(s)

Assumindo que os polos de H(s) sao distintos, a expansao em fragoes parciais fornece
a C1 Co Cn

— + + +oe
s —Jw s—P1 s — P2 S —Pn

Y(s) =
que no dominio do tempo fica sendo
y(t) = ael’ + creP't + cpeP?t + .- 4 ¢ ePnt

Assumindo que todos os polos p; sdo estaveis, ou seja que Re[p;] < 0, a resposta em regime permanente
passa a ser
ySS(t) = ael!

em que o residuo a é dado por

1

a=Y(s)(s—jw) :H(S)s—jw

s=jw

(s—jw)| = H(w)

s=jw

ou seja
yss(t) = H(jw)el“"

De forma analoga, a resposta em regime permanente para a entrada
z(t) = eiwt
é dada por
Yss(t) = H(—jw)e 3«
Desta forma, a resposta em regime permanente para a entrada
ejwt _ efjwt
2]

z(t) = sinwt =

fica sendo X
elt) = 5 (B — H(—je)e™)

Como H (jw) é um ntmero complexo, ele pode ser escrito como
H(jw) = |H(jw)|e'?

e seu conjugado como
H(-jw) = [H(=jw)|e ¢ = [H(jw)|eI?
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em que |H(jw)| é sua magnitude e ¢ = ZH (jw) ¢ o angulo de fase. Assim, a resposta em regime permanente
para a entrada senoidal fica sendo

el (Wi+d) _ o—j(wi+e)
2j

(6'8) yss(t) _ % (|H(jw)|ej¢ej“’t o |H(jw)|e_j¢e_j“t) _ \H(Jw)\

= [H(jw)]sin(wt + ¢)

Observagao 6.4.1 Note que o mesmo resultado poderia ter sido obtido usando diretamente a entrada

w

x(t) = sinwt L X(s) = P

ey

fornecendo a saida, expressa pela sequinte expansao em fragoes parciais (polos distintos):

w
Y = H(s)X =H(s)——
(5) = H(s)X(s) = H(s) 5+
a a Cc1 Co Cn,
= — + — + + + -+
S+jw Ss—Jjw S$—0p1 S — P2 S — Pn

ou seja
y(t) = ae " 4 @&t + crePt 4 cpeP?t ot cpeft, >0

Assim, assumindo polos estdveis (Re[p;] < 0), a resposta em regime permanente fica sendo
t) = —jwt — jwt

Yss(t) = ae + ae
Para esse caso, os coeficientes a e a sdo dados respectivamente por
_ —H(=jw)

5 (s +jw) =——" e a=

w
= H —
o=H) Z 9] 2

s=—jw
Portanto, a resposta em regime permanente para a entrada senoidal fica sendo

7H(7‘]w) . H(J ) . . ej(“}t+¢) — 67j(Wt+¢)
o5 t) = jwt Jwt — H
Polt) = T eI S < H ()| 5

— |H(jw)| sin(wt + ¢)

que € exatamente o resultado obtido em (6.8).

A funcdo H(jw) é denominada de Fun¢ao de Resposta em Frequéncia (FRF). Como visto acima, essa
funcao apresenta a relagao de amplitude e Angulo em regime permanente entre a saida senoidal e a
entrada senoidal dada por

Y (jw)|

IH(jw)\:p((jw)| e ZH(jw)=Z

Y(jw)
X(jw)

Exemplo 6.4.1 Para ilustrar um aplicacao prdtica da FRF, considere o sistema mecdnico apresentado na
Figura 6.9, cuja fungio de transferéncia € dada por

S w2

Figura 6.9: Sistema mecénico massa-mola-amortecedor.
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A Figura 6.10 apresenta o grdfico de magnitude e fase da FRF desse sistema, ou seja de H(jw), em que foi
assumindo que o fator de amortecimento é dado por ( = 0.2 e a frequéncia natural por w, = 1 rad/s.

10 = -0

0 - _N___N_____________
@ 1 -
Z_10| ~ —9.85dB z
g | z
E [ W N —90\@
= B 7
§—20 | =
—30 |

B —165°
_40 oraal —180

107! 10° 10*

w

Figura 6.10: Diagrama de magnitude e fase da FRF de H(jw).

Suponha que seja aplicada nesse sistema uma entrada senoidal x(t) = 5sin(2t), entdo a saida pode ser
facilmente determinada através da FRF apresentada na Figura 6.10. De acordo com o grifico, na frequéncia
w =2 rad/s, tem-se

|H(jw)|w=2 = —9.85dB = 0.32 e ZH (jw)|y=2 = —165° = —2.89 rad
Portanto, a saida em regime permanente serd

Yss(t) = 5 x 0.32 x sin(2t — 2.89) = 1.6sin(2t — 2.89)

A funcéo de resposta em frequéncia (FRF), para sistemas continuos, pode ainda ser definida como
o .
Hjw) = / h(t)e1#t dt
— 0o

ou seja, como sendo a transformada de Fourier da resposta ao impulso h(t). Perceba a relagdo da FRF com
a definicao da transformada de Fourier e da transformada de Laplace com os valores de s restritos ao eixo
imaginario, ou seja, s = jw.

Tanto a fungdo de transferéncia H(s) como a fungdo de resposta em frequéncia H (jw) relacionam a saida

de um sistema com sua entrada. Para um sistema continuo linear invariante no tempo e causal, se a entrada
for dada por

2(t) = Xpest, com s € C,

entdo sua saida y(t), assumindo que s ndo é um polo de H(s), sera dada por
y(t) = H(sp) Xpe® ' = H(sp)x(t)
Para ver esse fato, basta calcular a resposta forcada como segue:
y() = h(t) * 2(t) = / h(r) Xpe =) dr = Xyetst / h(r)e=* dr
oo 0

= Xpe* H(sy) = H(sp)x(t)
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em que foi utilizado que h(7) = 0 para 7 < 0 devido a causalidade do sistema.

Considerando agora um sinal de entrada periddico representado pela seguinte série de Fourier:
oo
z(t) = Z X elkeot, wo =27f
k=—o0
e aplicando o principio da superposigao, a saida sera dada por
o0
(6.9) y(t)= D H(jkwo)Xpelro!
k=—o00

Portanto, y(¢) também é periddica com a mesma frequéncia fundamental de z(t). Se {X} for o conjunto de
coeficientes de Fourier de x(t), entdo { Xy H (jkwy)} sera o conjunto de coeficientes de Fourier de y(t).

Exemplo 6.4.2 Considere o circuito RC do Exemplo 6.1.3, cuja equagao diferencial é dada por
TO(t) + v(t) = p(t), T=RC

Para determinar a FRF desse sistema, observa-se que, para uma entrada p(t) = e/t obtém-se a saida v(t) =
H(jw)elwt. Substituindo essas expressoes na equagdo diferencial, tem-se

d : ) .
T [H(jw)e™"] + H(jw)el" = el

que fornece
1 1 wT

- 1+jw7: 1+ (wr)? 7J1+(w7')2

Hjw)

Para essa FRF, a magnitude |H (jw)| = (1 + (UJT)2)71/2 e a fase ZH(jw) = —tan~!(wT) estdo apresentadas na
Figura 6.11. Percebe-se que as componentes de alta frequéncia sao praticamente filtradas. FEsse € o principio
dos filtros passa-baiza.

ZH (jw)
|H (jw)]
/2

w/T

—m/2

Figura 6.11: Fungao de resposta em frequéncia para o circuito RC em que a saida é a tensao do capacitor.

Exemplo 6.4.3 Suponha que a tensao de entrada p(t) no Ezemplo 6.4.2 seja a onda quadrada do Exemplo 6.1.1,
de amplitude A e periodo T, cujos coeficientes de Fourier foram determinados como sendo

X = Ak (cos(mk) — 1)

Al
T
Entao, os coeficiente de Fourier da tensao de saida v(t) sdo dados por

1 2w
Wy = —

. Aj
Vk = XkH(JkJ(UO) = ﬁ (COS(TFIC) — 1) m, T

e a respectiva tensao de saida (a tensdo no capacitor) serd dada por (6.9), ou seja:
oo
AT (cos(mk) — 1)ej27rkt/T
kn(2knT —jT)

U(t) — Z VkejQﬂ-kt/T —

k=—00 =—00
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A figura abaizo apresenta a tensao de entrada p(t) e a tensao de saida v(t), obtidos com a série de Fourier
calculada usando apenas os trinta primeiros coeficientes da série. Os dados numéricos usados na simula¢do
foram A=3,7=01eT =1.5.

4

Amplitude [V]
o
T

4 I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5

Tempo [s]

Figura 6.12: Sinais p(t) e v(t) calculados usando os trinta primeiros coeficientes da série de Fourier.

Exemplo 6.4.4 Considere agora que a saida do circuito do Exemplo 6.4.2 como sendo a tensao do resistor.
Entao, a equagao diferencial que governa o sistema € dada por

T (1) + v () = 7p(2), T=RC

Usando passos andlogos aos usados no exemplo anterior, a FRF € facilmente determinada como sendo

. jwT (wT)? . wT
H(jw) = =
(i) 1+jwr 14 (wr)? +J 1+ (wr)?

Para essa FRF, a magnitude
jw|

T+ TP

[H (jw)| =

e a fase

ZH(jw) = sinal(wr)g — tan" ! (wT)

estao apresentados na Figura 6.15. Ao contrdrio do exemplo anterior, essa FRF permite a passagem de compo-
nentes de alta frequéncia e praticamente filtra as de baira frequéncia. Fsse € o principio dos filtros passa-alta.

ZH (jw)
[H (jw)|
/2

wT

—m/2

Figura 6.13: Funcao de resposta em frequéncia para o circuito RC em que a saida é a tensao do resistor.
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6.4.1 Caso discreto

Para o caso discreto, a fungao de resposta em frequéncia (FRF) é definida como

H(e®)= > h(k)e

k=—o0

Perceba a semelhanca da FRF com a defini¢ao da transformada Z com z = ). Para essa escolha de z, tem-se
que |z| = 1, ou seja, z esté restrito ao circulo unitario.

De forma anéloga ao caso continuo, para um sistema discreto linear invariante no tempo, se a entrada for
dada por

z(k) = Xelwk
entao a saida em regime permanente serda dada por

y(k) = XH(e¥)el"

A prova é anéloga ao do caso continuo, basta calcular a saida for¢ada como segue:

oo oo

y(k) = h(k) xx(k) = > h(n)a(k—n)= > h(n)Xet)

n=—oo n=—oo
oo
= Xk Z h(n)e “" = Xk H(el*)
n=—oo
Exemplo 6.4.5 Considere a equacao
Yk — AYk—1 = Tk

Para determinar a FRF desse sistema, observa-se que para uma entrada x) = eI“F

H(e*)el“F. Portanto,

, obtém-se a saida y, =

H(ejw)ejwk _ aH(ejw)ejw(k—l) — ejwk

Fornecendo asstim a FRF

: 1
6.10 HEY)= ———
(6.10) (@) = —
Fazendo a substituicdo z = el na FRF acima, obtém-se
1
Hz)=——
(2) 1—az"!

que também poderia ser obtida aplicando a transformada Z diretamente na equacgdo de diferencas acima. A
resposta ao impulso desse sistema é dada por

h(k) =a*, k>0

Para a FRF (6.10), o valor absoluto e a fase estao apresentados na Figura 6.14 para a = 0,5 e na Figura 6.15
para a = —0,5. Perceba que essa FRF € periddica de periodo 2.
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[H(el)]
: : : : w
—3m -7 0 Q 3m
ZH(el®)
N N\ -
{377 \/ﬂ' 0 ™ Mﬂ'

Figura 6.14: Diagrama de magnitude e de fase da funcio de resposta em frequéncia H(e/*) com a = 0, 5.

|H(e)))|
of
. . . . w
-3 - 0 m 3m
ZH ()
N PN N
Figura 6.15: Diagrama de magnitude e de fase da funcdo de resposta em frequéncia H(e*) com a = —0, 5.

Exemplo 6.4.6 Considere a “média movel” dada por
2yk = T — Th—1

A sua resposta ao impulso nada mais € que

Portanto

H(ev) = Z hye Iwk —

k=—o0

DO | =

Notando que j = eI™/2, obtém-se finalmente
H(e%) = ™)/ 2 in(w/2)

Sua magnitude e fase sao respectivamente dados por

(1 — eﬂw) = Qeﬂw/z (eJ“’/Q - 671‘*’/2) = jeﬂw/2 sin(w/2)

|H(e)*)| = | sin(w/2)], ZH (%) = atan2 (Im(H), Re(H))

Para essa FRF, o valor absoluto e a fase estao apresentados na Figura 6.16
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[H(el)]

=37 —T 0 m 3

ZH(el®)
éw\) —N 7\] S;r w
t—m/2

Figura 6.16: Diagrama de magnitude e de fase da funcio de resposta em frequéncia H (e*).

6.5 Espectro e Aliasing

O processo de amostragem pode ser representado matematicamente como um processo de modulacéo de impulsos
como apresentado na Figura 6.17.

x(t)

or

[ —

t 0 T 2T 3T 4T

Figura 6.17: Processo de amostragem por modulacao de impulsos.

O modulador ideal d7 produz um trem de impulsos como apresentado na figura abaixo, em que §(t — nT') é
o impulso unitario aplicado no instante de tempo t = nT.

or(t) = i 5(t —nT) { ‘ ‘ ‘ ‘
o T 0 T e ar

A saida desse modulador fornece o sinal amostrado z*(t), que representa um trem de impulsos ponderado

t

(modulado) pela amplitude do sinal de entrada z(t), ou seja,

o0

(6.11) 2'(t) = Y xt)d(t—nT)=a(t) Y  &t—nT)

n=—oo n=—oo

o0
n—=—oo

Claramente, o trem de impulsos dr(t) = > d(t —nT) é uma fungdo periddica, de periodo T, e como

tal, pode ser expandida em série de Fourier, ou seja,

(6.12) Y st—nT)= Y Xt/

n=-—00 k=—o0

com os coeficientes da série de Fourier dados por

L& ik(2mt/T)
szf/ 8(t — nT)e 3kCT/T) 4t
7)., > 6 )

n=-—oo
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Sabendo que no intervalo [—7/2, T'/2] a fungéo pente se reduz a um dnico impulso em ¢ = 0, ou seja,

no|

> T
> d(t-nT)=46t), - 3

n=—oo

<t<

a integral se reduz a

I 5(t)e=ik@t/T) 1
Xk = */ t)e™ 4 dt = =
T ) ) T

Substituindo X}, em (6.12), obtém-se

oo

1
_ _ = jk(2mt/T)
E 0(t—nT) = E e

n=—oo k=—o0

Usando (6.11), o sinal amostrado z*(¢) pode agora ser reescrito como

SC*(t) _ I'(t) <11_' i ejk(QTrt/T))

k=—o0

Dessa forma, foi obtida uma representagio analogica para um sinal amostrado (discreto).

Como o sinal 2*(t) é continuo, é possivel calcular a sua transformada de Fourier, que nesse caso é dada por

X*(f) :/ J?(t) (T Z ech(27rt/T)> e*]?ﬂ'ft dt = f Z / x(t)ejk(%rt/T)efJQWft dt

k=—o0 k=—oc0
_ 1 i /Oo (t) —i2mt(f=k/T) ¢ = 1 i X|(r k
- T k=—o00 _oox ‘ - T k=—o0 T

em que X (f) é a transformada de Fourier de z(t). Portanto, a transformada do sinal amostrado z*(¢) é obtida
como um trem de espectros em multiplos de f, = 1/T.

A Figura 6.18 apresenta os espectros de X (f) e X*(f). Note que a magnitude do espectro de X*(f), na
frequéncia f = 1/(2T) recebe uma contribui¢do (alias) do espectro centrado em f,. Assim, a magnitude de
X*(f) depende das contribuigdes de magnitude dos demais espectros em f, + k/T.

| X () | X*(f) Y (f)]
1 T
% 0 & —% -5 0 % /

Filtro anti-aliasing

Figura 6.18: Espectro X (f) do sinal z(t), em azul, espectro X*(f) do sinal amostrado z*(t), em vermelho, e o
efeito de aliasing que ocorre devido & periodicidade de X*(f).

Uma forma de atenuar o efeito do aliasing é processar o sinal z(t) através de um filtro anti-aliasing (passa-
baixo) com frequéncia de corte inferior a 1/(27"), produzindo um sinal y*(¢) cujo espectro ndo possuira compo-
nentes de frequéncia acima de 1/(27T), como apresentado na Figura 6.18.
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Teorema 6.5.1 (Nyquist) Se X(f) = 0 para |f| > 1/(2T), entdo € possivel recuperar X (f) (respectivamente
z(t)) a partir de X*(f) se a frequéncia de amostragem f, = 1/T for no minimo duas vezes maior do que a
maior frequéncia contida no sinal x(t).

6.5.1 Reconstrucao do sinal continuo

Se o teorema de Nyquist for satisfeito, é possivel reconstruir o sinal z(t) a partir do sinal amostrado x(kT).
Essa reconstrucao é possivel pois o espectro de X(f) esta contido na regiao de baixa frequéncia de X*(f).
Assim, para recuperar X (f), processa-se X*(f) através de um filtro ideal passa-baixa L(f) (apresentado na
Figura 6.19) com ganho T na faixa de frequéncia —1/(2T") < f < 1/(2T).

IL()]
T

1 1
2T 2T

Figura 6.19: Magnitude |L(f)| do espectro do filtro ideal (a fase de L(f) é nula).

Usando esse filtro, o espectro de X (f) é dado por X (f) = L(f)X*(f) e o sinal z(t) pode em seguida ser
determinado calculando-se a convolugao z(t) = I(t) * 2*(t), em que z*(t) é o sinal amostrado e [(t) é a resposta
ao impulso do filtro ideal L(f). Para se determinar [(t), basta calcular a transformada inversa de Fourier de

o0 1/(2T)
l(t):/ L(f)e* ™t df = / Tt df

1/(2T)

L(f), como segue:

T 1. : T
= Tomt [eﬂ”t/(ﬂ) - €_J2ﬂ—t/(2T):| = sin(nt/T') = sinc(wt/T)

em que a fungdo sinc foi definida em (6.5).

A Figura 6.20 apresenta a resposta impulsiva [(¢) do filtro ideal L(f). Note que o filtro ideal é ndo-causal,
j& que sua resposta impulsiva [(t) # 0 para ¢ < 0.

i

t/T

0

Figura 6.20: Resposta impulsiva do filtro ideal L(f).

Para determinar o sinal z(t), basta agora calcular a convolugao x(t) = I(t) x *(¢), ou seja

/oo (Tt — 7)dr = /Oo a(r) Y 8(r = kT)sinc((t — 7)w/T) dr

x(t)

e i
_ )sinc((t — )7 /T)o(r — kT') dr
k—i:oo/
= Z x(kT) sinc((t — kT)m/T)
k=—oc0

Assim, o sinal z(t) é reconstruido através da interpolagdo das amostras z(kT) usando a fungdo sinc, que, por
ser proveniente do filtro L(f), ndo contém componentes de frequéncia acima de 1/(27).
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Exemplo 6.5.1 Considere o sinal x(t) dado por
x(t) = sin(37t) 4 cos(wt/2)

A maior frequéncia desse sinal é 1.5Hz. Suponha que esse sinal seja amostrado com uma frequéncia de amos-
tragem de 4Hz, que satisfaz o critério de Nyquist. A Figura 6.21 apresenta o sinal x(t) e o respectivo sinal

amostrado z(k) := x(kT).

[
AN )
@

f

I

Amplitude

S o

o O Ot

E—
°
°
°
°
°

L 2

|
| =
N Ot =
T
o
o
|

|
B
|
w
|
[}
|
—
[ew]
—
[\]
w
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Tempo (sec)
Figura 6.21: Sinal senoidal z(¢) e sua amostragem x(k) obtida com uma frequéncia de amostragem de 4Hz.

Para verificar o efeito da interpolagdo baseada na fungao sine, a aprozimacao &(t) dada por

N
#(t)= Y aw(kT)sinc((t — kT)m/T)

k=—N

serd calculada para alguns valores de N. A Figura 6.22 apresenta essa aproximacdo para os casos N = 2,10, 16.

N =10
2 2
1.5 1.5 H
1 1 H
% )
S 05 T 05 .
= 2
T s T s
s —05) |1 2 -05 |
1k N 1 N
15| . -15 .
-9 | | | | | | | -9
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 —4 4

Amplitude
s o
oo o

Tempo (sec)

Figura 6.22: Sinal reconstruido #(¢) usando diferentes ordens de aproximagéo (N = 2,10, 16).
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6.6 Exercicio

Exercicio 6.6.1 Sejam Xj e X_j o0s coeficientes da série exponencial de Fourier, dada por (6.3). Mostre que
ar =Xp+X_p ebpy =) (Xx — X_k), para k > 0.

Exercicio 6.6.2 Calcule a série exponencial de Fourier da fun¢do trem de pulsos da Figura 6.23. Observe que
nos pontos de descontinuidade a série fornecerd A/2.

LA000c.

iuinl
i

Figura 6.23: Trem de pulsos de amplitude A, periodo T e largura 7.

Exercicio 6.6.3 Calcule a série exponencial de Fourier da fun¢do periddica trem de pulsos apresentada na
Figura 6.24 e, em sequida, esboce o seu espectro de frequéncia.

f(t)

Figura 6.24: Funcao pulso periddica.
Exercicio 6.6.4 Usando a expressao (6.4), calcule a série trigonométrica de Fourier da onda quadrada do

Ezxemplo 6.1.1, reproduzida na Figura 6.25 abaixo por conveniéncia. Em sequida, usando a relagao apresentada
no Ezercicio 6.6.1, calcule os coeficientes Xy, e X_i da série exponencial de Fourier.

x(t)

1000nnc.,
00T

Figura 6.25: Onda quadrada de amplitude A e periodo T

Exercicio 6.6.5 Usando a série trigonométrica de Fourier para fungoes impares, calcule a série de Fourier da
onda quadrada do Ezercicio 6.6.4.

Exercicio 6.6.6 Usando a série trigonométrica de Fourier para fungoes pares, calcule a série de Fourier de
x(t—T/4), em que z(t) € a onda quadrada do Ezercicio 6.6.4.

Exercicio 6.6.7 Calcule a série exponencial de Fourier da funcao dente de serra da Figura 6.26. Em seguida
expresse a solugcdo ma forma trigonométrica.
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a(t)

=

Figura 6.26: Fungao dente de serra de amplitude A e periodo T

Exercicio 6.6.8 Encontre a série trigonométrica de Fourier da funcao apresentada na Figura 6.27 abaizo.

Dica: use a série de Fourier da fungdo g(t) = f(t) —1/2.

ft)

T ‘ T t
7 O T

Figura 6.27: Funcao dente de serra periodica.

Exercicio 6.6.9 Encontre a série trigonométrica de Fourier da funcao triangular periddica abaixo.

ft)

T s

1+

Figura 6.28: Funcao triangular periédica

Note que essa fungio pode ser descrita, no intervalo [—T/2,T/2], por:

142 Loi<o

T ) 2_ —

flt)= » -
1—- = <t< =

T 0 -2

Exercicio 6.6.10 Determine a série trigonométrica de Fourier da funcao triangular da Figura 6.29 abaizo.

Use a extensdao periddica impar.

Figura 6.29: Funcao triangular.

Exercicio 6.6.11 Repita o Ezxercicio 6.6.10 anterior, usando a extensao periddica par.

Exercicio 6.6.12 Gere o grdfico do espectro de frequéncia dos resultados dos itens anteriores.
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Exercicio 6.6.13 Determine a tensao vc(t) do circuito da Figura 6.30 abaizo para a entrada vg(t) dada pelo
trem de pulsos do Exercico 6.6.3.

R .
—A\NVN\——
+ 1
vp(t) == C_” " wvel(t)

Figura 6.30: Circuito RC.

Exercicio 6.6.14 Prove as propriedades abaixo, em que F(f) denota a transformada de Fourier de f(t).

1. Linearidade: af(t) + bg(t) PN aF(f) 4+ bG(f)

2. Convolugio no tempo: f(t) « g(t) <= F(f)G(f)

3. Convolugio na frequéncia: f(t)g(t) <=  F(f)*G(f)
4. Conjugado: f(t) <= F(—f)

5. Bscala no tempo com o € R: f(at) <=  LF(f/a)

6. Translagio no tempo: f(t —to) <= e 27t p(f)

7. Teorema de Parseval: [*_ f(t)g(t)dt = [*_ F(f)G(f)df

8. Teorema de Plancharel: [*_|f(t)|>dt = [*_|F(f)|*df

Exercicio 6.6.15 Prove a sequinte expressao:

| (MR ) xtnar = 15/al x(hife). comaz0es#0

Exercicio 6.6.16 Prove a segquinte expressao:

o0 2
/ e ™ dz=1

Exercicio 6.6.17 Calcule a (pseudo) transformada de Fourier das sequintes fungoes:

3. z(t)=e com0 < aeR

4. z(t)=e, com0<a€eR

5. x(t) = e *u(t), com0<aeR

6. x(t) = eXu(=t), com0<aeR

7. x(t) =e U, com0<aeR

8. x(t) = sinc(amt), em que sinc(z) = sin(z)/x

9. x(t) = e, com 0 < a € R (fungio gaussiana)
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Exercicio 6.6.18 Determine a transformada de Fourier da funcao triangular da Figura 6.31.

Figura 6.31: Funcao triangular.

Exercicio 6.6.19 Determine a transformada de Fourier do pulso retangular da Figura 6.32.

f(t)

—d/2 d/2
Figura 6.32: Fungao pulso retangular.
Exercicio 6.6.20 Derive a FRF do sistema massa-mola-amortecedor cuja equag¢do de movimento € dada por
§(t) + 2Cwny(t) +wpy(t) = x(t)

e mostre que o grifico de magnitude e fase tem a forma da Figura 6.33.

20 T T T T T 1] T T T 1

Magnitude (dB)

_40 L I I O S N | I I T R N |
0

—45

-90

Fase (°)

—135

—180 Lo | P
1071 10° 10!
Frequéncia (w/wy,)

Figura 6.33: FRF do sistema massa-mola-amortecedor.
Exercicio 6.6.21 Determine a FRF dos seguintes sistemas:
1. g(t) + 3y(t) = 7x(t)

2. §i(t) + 39(t) + 5y(t) = 11z(t)
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3. §(t) + by(t) = 3z(t) + z(t)
Exercicio 6.6.22 Determine a FRF dos sequintes sistemas:
1. y(k+1) — 3y(k) = 5z(k)
2. y(k+2)+5y(k+1) +y(k) =3x(k+1) — z(k)
3. ylk+2)=ylk+1)+yk)+zk)
(

4. y(k) = w(k) + x(k - 2)



Capitulo 7
Analise no Espaco de Estado

A representacdo no espago de estado emerge como uma ferramenta fundamental para a analise de sistemas
dinamicos, proporcionando uma perspectiva algebricamente abrangente que transcende as técnicas tradicionais
focadas na relacao entrada-saida no dominio da frequéncia. Essa abordagem se destaca pela sua habilidade em
captar integralmente o comportamento de um sistema dindmico através do conceito de estados. As variaveis de
estado descrevem o comportamento interno do sistema em qualquer instante, oferecendo uma base s6lida para
entender sua evolugao temporal. Essas varidveis capturam a esséncia do sistema, enquanto as entradas e saidas
sao integradas para formar um panorama completo da dindmica do sistema. Esta abordagem é particularmente
vantajosa para andlise de sistemas complexos, incluindo aqueles com multiplas entradas e saidas. Seu uso
encontra aplicacdo em uma vasta gama de campos da engenharia e das ciéncias aplicadas.

7.1 Representagao no espago de estado

Para ilustrar esse conceito, suponha um sistema composto de m equagoes diferenciais em m variaveis de ordem
n. Tal sistema pode facilmente ser reescrito como um sistema de m X n equagoes de primeira ordem. Por

exemplo, considere o sistema de m = 2 equacoes diferenciais de ordem n = 2, dado por

G(t) + 5q(t) + 3uw(t) = ui(t)

(7.1) . . .
w(t) 4+ 2w(t) + 3¢(t) = —ua(t)

Primeiramente, defina um novo conjunto de variaveis de estado x(¢) por

Note que a derivada do vetor x(t) é
L1(t) = q(t) = w2(1), Za(t) = G(t)
3(t) = w(t) = z4(t), L4(t) = ()
Substituindo o novo estado z(t) na equagao diferencial, tem-se

j?g(t) = —5331(t) — 3$4(t) + 1(t)

i‘4(t) —31‘2 (t) — 2.’L‘4(t> — Uz (t)

O sistema, na nova variavel x(t), passa a ser
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que pode ainda ser reescrito na seguinte forma matricial

i 0 1 0 0][=] [o o
| |5 0 0 3| |m| |10 [m]
T3 0 0 0 1 T3 0 O Us
o 0 =3 0 —2| |za| |0 —1

Assim, foi obtido o modelo no espaco de estado
z(t) = Ax(t) + Bu(t)

com as matrizes A e B dadas acima. Essa representacdo é largamente adotada em teoria de controle.

Uma vez definido o vetor de saida do sistema como uma combinagao linear dos estados x(t) e do sinal de
entrada u(t), ou seja,

y(t) = Cx(t) + Du(t)
o modelo no espago de estado tem a forma

z(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

em que x(t) € R™ é o vetor de variaveis de estado, u(t) € R" é o vetor de entradas, y(t) € R? é o vetor contendo
as safdas, e as matrizes do sistema tém dimensoes A € R"*" B € R"*" C € RP*™ ¢ D € RP*".

Observagao 7.1.1 No exemplo anterior, € essencial frisar que, se a maior ordem da derivada da varidvel w(t)
fosse trés, seriam necessdrios trés estados para representd-la. Assim, o sistema completo necessitaria de cinco
varidveis de estado: trés para w(t) e duas para q(t). Dessa observagdo, infere-se que a quantidade total de
varidveis de estado necessdrias para representar um sistema de equacoes diferenciais corresponde a soma das
ordens mdzimas das derivadas de cada varidvel envolvida.

Exemplo 7.1.1 Para representar no espago de estado a equacao do circuito RLC
LC%c(t) + RCoc(t) + ve(t) = vg(t)
basta definir as varidveis de estado como sendo
T = Vo e To = V¢
Derivando-se x1 e xo, obtém-se

S

_ fo

chega-se a forma matricial no espaco de estado

u

1/(LC)

xr
1] .
T2

T o 0 1
i |-1/(LC) —R/L

o=l q [z
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Exemplo 7.1.2 Considere o sistema carro-péndulo da Figura 7.1, em que M € a massa do carro, l é o compri-
mento do péndulo, m é a massa do péndulo, u(t) é uma for¢a externa, k € a rigidez da mola, ¢ € o coeficiente
de amortecimento e g € a aceleracao da gravidade.

——q
|_kgl Mo f()
T
0 m, 1, I,

Figura 7.1: Sistema carro-péndulo.

A equagao de movimento desse sistema, linearizada, € dada por

s 3 .
M(t) — ;mgd(t) + ka(t) + c4(t) = f(2)
2 . _ )
3 MUO() + Mgb(t) — kq(t) — c4(t) = —£(2)
com M =M +m, M =M + m/4 e I. = 1/12ml?. Escolhendo as varidveis de estado como

1 =4q, x2:07 x3:(j7 x4:é

e a entrada u(t) como u(t) = f(t), obtém-se

f1=q¢==z i*"*fﬁx +3ﬂx—ix Jriu(t)
1=4 35 3=4q I; 1 AN 2 I 3 I;

. 3k 3Mg 3c 3
To =60 = x4, fy=0=——x1 — ——x0+ ——x3 — ——ult
2 ! ! o™ o™ o™ o

Na forma matricial, tem-se

com
o 0 1 0 0
o 0 0 1 1
M 4M M Mi | !
s sy e s
2M1 2M1 2M1

Suponha que a saida desejada seja o deslocamento do carro q(t) e a velocidade angular G(t) Entao o vetor
de saida y(t) passa a ser
Y1 1 0 00 0
t) = = t t
0 H [000 e+ || uto)

ou seja, as matrizes C' e D serdo
10 0 0 0
C= D=
[0 0 0 1] ’ [01

Exemplo 7.1.3 Considere o sistema mecdnico de trés graus de liberdade levantado na Se¢ao 2.2.5. A equag¢ao
de movimento desse sistema foi determinada como sendo

Mi+Ci+Kq=0
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T

em que ¢ = [@1 @2 as]* € o vetor contendo o deslocamento das massas my, ma e ms, M € a matriz de massa,

C a matriz de amortecimento e K a matriz de rigidez. E possivel representar essa equa¢do numa forma ainda
mais compacta (no espago de estado). Para obter essa representacio, basta definir o estado x como

Assim, a sua derivada € dada por

com a matriz A dada por

A:

~-M'K —-M~'C
Supondo agora que a saida y(t) desejada seja o vetor de velocidade ¢(t) das trés masas, tem-se
y(t) = Cz(t), C= [o 1}

Assim, o sistema no espaco de estado fica sendo

Dada uma condi¢do inicial xg, serd possivel determinar sua solu¢ao homogénea, como serd visto na Se¢ao 7.2.

7.1.1 Desacoplamento

Em certas situagoes, é necessario “desacoplar” o sistema de equagoes diferenciais para representa-lo adequada-
mente no espago de estado. Considere, por exemplo, o sistema descrito pelas seguintes equagoes

(7.2) G(t) + w(t) — w(t) = u(t)
(7.3) Gt) —w(t) +q(t) = u(t)

Note que esse sistema de equagoes é de segunda ordem nas varaveis ¢(t) e w(t), e que tanto ¢(¢) como w(t)
aparecem numa mesma equacao. Por essa razao, a representagao direta desse sistema no espago de estado nao é
possivel. Contudo, é possivel efetuar um desacoplamento de maneira que cada equacao inclua apenas a derivada
de maior ordem de uma tnica varidvel.

Tal procedimento consiste em isolar o termo ¢(¢) da primeira equagdo e substitui-lo na segunda equagéo.
Em seguida, faz-se o processo similar com %(t), ou seja, isola-se o termo w(t) da segunda equagio e o substitui
na primeira equagao, como segue:

substituindo em (7.3)

G(t) = —w(t) +w(t) + u(t)

w(t) = §(t) + q(t) — u(t)

—a(t) + w(t) + u(t) — (t) + q(t) = ul?)

substituindo em (7.2)

fornecendo finalmente o sistema “desacoplado” na forma

2G(t) + q(t) — w(t) = 2u(t) G(t) = %(w(t) —q(t)) +u(t)
(7.4) = 1
—2w(t) +w(t) +¢(t) = 0 w(t) = 5 (w(t) +4(t))
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E importante enfatizar que a ordem na escolha da equagao ou da varidvel a ser inicialmente isolada é
irrelevante. No mais, é oportuno perceber que este processo de desacoplamento pode ser realizado de forma
bastante simples reescrevendo o sistema de equagoes (7.2)-(7.3) na forma matricial como segue:

11§ gty | 11 1| fu(t) + ()
[1 —1] L’[J(t)] — L‘o(t)]2l1 —1] 1

u(t) —q(t)
que é exatamente o mesmo sistema de equagoes obtido acima em (7.4).

u(t) + (t)
u(t) —q(t)

7.2 Solucao homogénea da equacao no espaco de estado

Considere o seguinte modelo no espago de estado, que representa uma equagao diferencial (matricial) linear de
primeira ordem homogénea:

(7.5) x(t) = Ax(t), x(to) = xo

com a matriz A e o vetor de varidveis de estado x tendo dimensdes A € R"*" ¢ & € R™, respectivamente. A
solucio! homogénea dessa equacao diferencial é dada por

(7.6) x(t) = ®(t, to)xo
em que a matriz ®(¢,tg), também conhecida como matriz de transi¢ao de estado, possui a seguinte expansao
em série -
ALt —to)"
B(t,ty) = Alt—to)
0!
=0

Prova. Uma demonstragdo dessa expressao pode ser obtida assumindo-se que a solugdo z(t) de (7.5), com
condicao inicial no instante ¢y (ndo necessariamente nulo), ou seja x(tp) = x, tem a seguinte expansao em série:

(7.7) z(t) =) 2zt —to)" = 20+ 21(t — to) + 2zo(t — to)> + 2z3(t —to)> + - -~
=0

com z;(t) € R™. Assim, em ¢ = ty, tem-se
x(to) =Zo = X9

Derivando-se a solucao (7.7) em relagao a ¢, tem-se
@(t) = 21 + 2z9(t — to) + 323(t —to)* + -+ = Ax(t)

Assim, em t = tg, tem-se
(E(to) =z = Al’o

Derivando-se novamente a solugdo x(t) em relagao a t, tem-se

B(t) = 220 + 623(t —to) +--- = Ai(t) = A%x(t)
Assim, em t = tg, tem-se
A2
Z9 = ?1‘0
Prosseguindo com as derivadas subsequentes, percebe-se que
AZ
2 = ﬁffo

Portanto, a solugdo da equagao homogénea (7.5) é dada por

o) 00 0y ¢
o)=Yt — ) =3 AT,
=0 =0 ’

1O Apéndice A.3 apresenta alguns conceitos fundamentais sobre equagdes diferenciais lineares homogéneas no espago de estado.
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que pode ser reescita na forma mais usual como
z(t) = Al g
com a matriz de transicao de estado (ou matriz exponencial) eA(*~%) dada por

A(t—to) _ i A[(t — tO)Z

© 0

£=0
n

Observagao 7.2.1 Para um sistema linear invariante no tempo, pode-se assumir sem perda de generalidade
que a condigdo inicial ocorre no tempo to = 0. Assim, a matriz de transicio de estado fica sendo et.

7.2.1 Propriedades da matriz de transicao de estado

Sejam t; € R, X e Y matrizes no R" "™ [ a matriz identidade n x n e 0 a matriz nula n x n. Algumas
propriedades importante da matriz de transicao de estado sao:

1. e9=1
2. df;t = XXt = XtX

3‘ 6X(t1+t2) — etheth

6. Se YX = XY (comutam), entdo e¥ eX = eXe¥ = e¥*+¥X. Em geral, e¥eX # eXe¥ # ¥ HX
7. Se [Y| #0, entdo ¥ XY =YXy !
8. Se X = diag(\1, A2, ..., A,) for uma matriz diagonal, entdo eX = diag(e*t,e??,... e*n)

t

Como descrito na propriedade 2, a derivada da matriz de transicdo de estado e4* se comporta de forma

similar ao caso escalar, ou seja, a seguinte relagao é valida:

Assim, fica facil provar que a expressao (7.6) de fato é uma solugio de (7.5), ja que derivando (7.6), tem-se

da(t deAty deAt .
i(t) = di) =— 0 — TR = AeMyy = Az(t) = &(t) = Ax(t)

Uma outra propriedade importante da matriz de transicao de estado é obtida notando que
x(ty) = e p(tg) e a(ty) = eA2TR0) (1)
Assim, como tg é arbitrario, fazendo-se ty = t1, tem-se
x(te) = eA(tQ_tl)x(tl) = eA(trtl)eA(tl_to)x(to)
Donde conclui-se que

(78) eA(tQ—to) — eA(tg—tl)eA(tl—to)

Portanto, a matriz eA(1=%) faz a transicao de x(tg) a z1(t;) e a matriz eA(*2=%) faz a transicio de z(t1) a
z(t2). No mais, fazendo-se to =t em (7.8), tem-se

T — pAlto—t1) pA(ti—to) _ o—Alt1—t0) LA(t—to)
Portanto, a inversa (ja descrita na propriedade 4 acima) é dada por

|:€A(t17t0):| -1 — efA(tlft())
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7.2.2 Calculo da matriz de transicao de estado

t

A matriz de transicao de estado e, com A € R™*"  pode ser calculada de forma simples usando-se um dos

seguintes métodos:

1. eAt =1 [(sI — A)_l], com L denotando a transformada de Laplace. Para provar essa expressao, note
que

r deAt

| dt

Por outro lado, da propriedade da transformada de Laplace da derivada de uma fungao, tem-se

c } =L[eMA] =L [eM] A

=sL [eAt] -1

At
L [de = sl [eAt] — et

dt | t=0

Tgualando essas duas expressoes, obtém-se finalmente
L [eAt] A=sL [eAt] -1 = LleM] (sI—A)=1

Portanto,
L [eAt] =(sI - A" — et =1 [(sI —A)7"]

2. et = 2eM¥1 usando a forma diagonal A = LAYN"!. Essa formula é obtida diretamente da propriedade
8 da matriz de transicdo de estado, apresentada na Secao 7.2.1. Note que a forma diagonal A = LAY 1
é obtida através da decomposicao em autovalores e autovetores da matriz A, como apresentado no Apén-
dice A.4. O método assume que a matriz de autovetores ¥ é inversivel, o que nem sempre é o caso.

n—1
3. et = Z ay(t) A%, usando o método polinomial. Para esse método, os coeficientes ay(t) sio obtidos da
£=0
expressao Z;:ol ag)\f =eMt com i =1,...,n, ou seja, do seguinte sistema de equacdes:
LA A3 - AT [ aold) etit
I X A3 - ATH L ag(d) eret
1Az A2 o gt as(t) | = [etst
LA A2 o X a1 (8) etnt
em que )\; sdo os autovalores da matriz A. A matriz acima (contendo os termos 1, \;, A2, .. .,)\?_1) é

conhecida como matriz de Vandermonde. Essa matriz s6 serd inversivel se todos os autovalores \; da
matriz A forem distintos. Uma deriva¢ao do método polinomial encontra-se no Apéndice A.4.

Exemplo 7.2.1 Calcule et para a sequinte matriz:

A:

0 1
-3 —4
1. Usando a transformada de Laplace, ou seja, usando a expressao et = L71[(s] — A)71]:

As matrizes (sI — A) e (sI — A)~! sdo respectivamente dadas por

s -1
3 s+4

1

== GG+

) (SI_A)_l =

(s+4) 1
-3 S

Assim, a transformada inversa fornece

et =L7Y(sI-A) =
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2. Usando a forma diagonal, ou seja, usando a expressao et = Ne My~

Os autovalores da matriz A sao Ay = —1 e Aoy = —3. Assim, a matriz diagonal A, contendo os autovalores,
-1 0 —t 0

e Ca
0 -3 0 e

Os autovetores, associados aos autovalores A1 e Ao sao respectivamente v, = [ 1 ] e vy = [

|- g1 _Ll[=3 -1
1 3| 201 1

Finalmente, tem-se que et é dada por

€ dada por
A =

. Portanto,

eAt — ZeAtE_l —

n—1
3. Usando o método polinomial, ou seja, usando a expressao et = Z ag(t)AZ:
£=0

O sistema de equagdes necessdrio para determinar os coeficientes ay(t) é dado por

[1 —11 [a()] _ [e‘t] . ag =5 (3¢ " —e™¥)
1 =3| | e 3t o= (et —e )

Portanto, a matriz de transicao de estado é dada por

N~ N~

e = ag(t)I + a1 (t)A = 1 [

et _ o3t —t _ -3t
: e e e e ’ £>0

3(6—375 _ e—t) 36_3t _ e—t

Exemplo 7.2.2 Calcule a resposta do sistema

y)=[1 1]a(), f'v(t)—[o 1]:&@)

-3 —4
T
para o condi¢ao inicial xg = [1 —1} . Do Ezxemplo 7.2.1 anterior, sabe-se que
1 3 -t _ ,—3t -t _ ,—3t
A= 673t 67t 673t67t ; 20
2 [3(e7t—et) Be Yt —e

Assim,

—t
z(t) = eMay = l c .

7.3 Solugao da equagao no espaco de estado nao homogénea

Considere o sistema

(7.9)
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Assuma que a solucdo tem a forma
z(t) = eAtt)y(¢)

com v(t) a determinar. Substituindo na equacdo de estado, tem-se

AeA 1)y (1) + AR (t) = AeATT)u(t) + Bu(t)

—A(t—to)

A(t*to)}*l —e

como [e , obtém-se

o(t) = e~ A7) By(t)
Considerando u(t) = 0 para t < ¢ e integrando, obtém-se
¢
v(t) — v(ty) = / e~ A=) By(r) dr
to
Notando que z(tg) = xo = v(to), tem-se
t
(7.10) x(t) = et g —|—/ eA=7) Bu(r) dr, t >t
to
Portanto, a saida y(t) fica sendo
¢
(7.11) y(t) = CeAt=gy + [ CeA"DBu(r)dr + Du(t),  t>tg
to

Exemplo 7.3.1 Para o sistema (7.9) com as matrizes A, B, C' e D dadas por

1 1
0 ] 5o

0

A:
-3 —4

], C:[:a 3}, D=1,

T
calcule a saida y(t) para a entrada em degrau u(t) = p(t) e condigdo inicial xo = [1 —1} . Do Exemplo 7.2.2,

foi visto que a solugdo homogénea € dada por Cetxg = 0. Assim, resta calcular a resposta forcada dada por

t t
/ Cer*=T) Bu(r)dr = C </ et dT) B=C
0 0

efjt

1t et Lem8 (o1 4 o)

L8+t o 0e) § (24 3e-t>] e

Portanto, a saida y(t) € dada por

t
y(t) = Celay + / CeA"=" Bu(r)dr + Du(t) =™, t>0
0

7.3.1 Resposta ao impulso e funcao de transferéncia

A resposta ao impulso h(t) do sistema (7.9) é obtida diretamente da formula acima (7.11), com condi¢Ges iniciais
nulas, ¢ = 0, para uma entrada impulsiva u(t) = §(¢) aplicada no instante de tempo t; = 0. Assim, usando a
propriedade do delta de Dirac

[ 7 F(0)8(t)dt = £(0)

obtém-se
h(t) = Cer*B+ Dé(t), t>0

Esse mesmo resultado pode ser obtido aplicando-se a transformada de Laplace em

z(t) = Az(t) + Bul(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t)

com condigoes iniciais nulas, ou seja
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que fornece a funcao de transferéncia H(s) dada por
(7.12) Y(s)=H(s)U(s), H(s)=C(sI—A)'B+D
Claramente, a resposta ao impulso h(t) é dada por
h(t) = CL™" [(sI — A)7'] B+ Dé(t) = Ce* B+ Ds(t),  ¢>0
Observagao 7.3.1 A resposta completa do sistema y(t), descrita por (7.11), é a soma da resposta homogénea:
yn = Cet70)ag, >t

com a resposta for¢cada, dada pela convolugao da resposta ao impulso h(t) com a entrada u(t):

t
yr = h(t)xu(t) = [ Ce* 7 Bu(r)dr + Du(t), t>tg
to
Lembrando que a transformada de Laplace da convolugao y(t) = h(t) *u(t) nada mais é do que o produto na
frequéncia, ou seja Y (s) = H(s)U(s), obtém-se diretamente a expressao (7.12). A representagdao por diagrama

de blocos da relagao entrada-saida encontra-se na Figura 7.2 abaixo.

u(t) h(t) = Ce* B+ Di(t) y(t)
U(s) H(s)=C(sI —A)™'B+D Y(s)

Figura 7.2: Relagao entrada-saida no dominio do tempo e da frequéncia.

7.4 Representagao no espago de estado: caso discreto

Antes de apresentar a solugao da equacao de diferengas no espago de estado, é demonstrado através de um
exemplo que um sistema de m equagoes de diferengas de ordem n pode ser reescrito como um sistema de m x n
equagoes de primeira ordem definindo-se variaveis de estado, de forma analoga ao que foi realizado no caso
continuo. Considere, por exemplo, a seguinte equagao de diferengas:

q(k+2) + 5q(k) + 3w(k + 1) = uy (k)
w(k+2)+ 2wk + 1)+ 3¢k + 1) = —ua(k)

para k > 0 e condigdes iniciais w(0) = wp, w(l) = w1, q(0) = go e ¢(1) = ¢1. Primeiramente, define-se um novo
conjunto de variaveis de estado x(k) por

w1(k) =q(k),  @(k)=q(k+1),  x3(k) =wk),  za(k)=w(k+1)
Note que o vetor z(k + 1) é dado por
z1(k+1) =qlk+1) = z2(k), zo(k+1) =q(k+2)
z3(k+1) =w(k + 1) = z4(k), ek +1) =w(k +2)
Substituindo o novo estado x(k) na equagao acima, tem-se

$2(k‘ + 1) = —51‘1(1{3) — 33?4(k’) + ’U,l(k)
z4(k+ 1) = —=3xa(k) — 224(k) — ua(

Dy
~

O sistema, na nova variavel z(k), passa a ser
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que pode ainda ser reescrito na seguinte forma matricial

w1 (k+1) 0 1 0 0][auk)] Jo o
mk+1)| _ |5 0 0 3| |aa(k)| | 1()[mwﬂ
x3(k+1) 0 0 0 1] |z3(k) 0 0| [u2(k)
xa(k+1) 0 -3 0 —2| |za(k) 0 -1

Assim, foi obtido o modelo no espago de estado

x(k+1) = Az(k) + Bu(k), k>0

T
com as matrizes A e B dadas acima e condigoes iniciais z(0) = zo = [qo qQ wy wp

7.4.1 Desacoplamento

Quando as equagoes de diferengas estao acopladas, o processo de desacoplamento é realizado de maneira similar
ao caso continuo. Considere, por exemplo, a seguinte equagao de diferengas:

gk +2) + w(k +2) — wlk + 1) = u(k)
gk +2) — w(k +2) + g(k) = u(k)

Essa equagao pode ser reescrita da seguinte forma:
2q(k 4+ 2) 4+ q(k) — w(k + 1) = 2u(k)
2wk +2) —wk+1)—qk)=0
7.4.2 Solugao homogénea
Considere agora a equagao homogénea, dada por
(7.13) z(k+1) = Az(k), k>0
com condigao inicial 2(0) = xy. A solugdo homogénea, obtida diretamente por recursao, é dada por
z(k) = Az, k>0
que claramente satisfaz (7.13), ja que

z(k+1) = A ey = AARz) = Az (k)

E possivel mostrar (ver Exercicio 7.11.23) que a solugdo para a condigao inicial (ko) = z¢, num tempo ko
nao necessariamente nulo, é dada por

I‘(k) = ¢(k7k0)x07 k > k07 (p(k, ko) = Akiko

em que a matriz ®(k, ko) é conhecida como matriz de transicdo de estado (discreta). Essa matriz possui
claramente as seguintes propriedades:

Ok, k) =1, k> ko
®(k +1,ko) = AD(k, ko), k> ko
Ok, ko) = Ok, k1)P(k1, ko), k>kw>ko

Note que a matriz de transicdo de estado se reduz a A* se kg = 0. E importante enfatizar que ao contrério
do caso continuo, a matriz de transicao de estado discreta pode nao ser inversivel, j4 que a matriz A pode ser
singular.
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A transformada Z da matriz de transicdo de estado A* pode ser obtida como segue. Aplicando a transfor-
mada Z em (7.13), tem-se
2X(z) — z2(0) = AX(2)

Assim,
X (2) = (2I — A)"t22(0)

cuja transformada inversa fornece
z(k) = Z7" [2(2] — A)7'] 2(0), k>0
Comparando com a solugao da homogénea dada por
z(k) = AFz(0), k>0

conclui-se que

AFp(k) =271 [2(2] — A)7']

Portanto, tem-se
(7.14) Z [AF (k)] = 2(21 — A)7!

Observagao 7.4.1 Perceba a similaridade com o caso escalar

Zla*u(k)] = —— = 2(z — a) ™!

zZ—a

7.4.3 Solucao nao homogénea
A solugao completa do sistema discreto no espago de estado
x(k+1) = Az(k) + Bu(k), k>0

para uma entrada u(k) qualquer e condigdo inicial 2(0) é dada por
k—1

(7.15) z(k) = AFz(0) + Y A" Bu(l), k>0
1=0

Pode-se facilmente provar essa férmula por indugao, como segue:

1. Para k = 0, a solucio? claramente satisfaz a condicdo inicial;

2. Considere que a solucao é valida para um k > 0 qualquer, assim, tem-se

k
w(k+1) = A 12(0) + > A Bu(l)
=0
k—1
= AA*z(0) + > A*'Bu(l) + Bu(k)
=0
k—1
= A |A*2(0) + > A* ' Bu(l)| + Bu(k)
=0

Usando agora (7.15), tem-se finalmente

x(k+1) = Az(k) + Bu(k)

Pl —1 = . . . 2 . . . . .
2Para k = 0, a somatoéria se reduz a Do A '=1Bu(l). Dado que o limite superior ¢ menor que o limite inferior, convencional-
mente considera-se essa soma como zero.
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A expressao acima (7.15) é uma solugao de estado, pois nao considera a saida do sistema. Definindo a saida
do sistema por
y(k) = Cx(k) + Du(k)

tem-se
k—1
(7.16) y(k) = Ca(k) + Du(k) = CA*2(0) + Y  CA*''Bu(l) + Du(k), k>0
=0
Observagao 7.4.2 Perceba que a solugao (7.16) obtida acima é composta de uma componente homogénea
yn(k) = CA*z(0)
e de uma resposta forcada
k—1

yy(k) =>_ CA*"'Bu(l) + Du(k)
=0

E possivel mostrar (ver Ezercicio 7.11.20) que a solucdo for¢ada yr(k) € dada pela convolugdo da resposta ao
impulso h(k) com a entrada u(k).
7.4.4 Resposta ao impulso e funcao de transferéncia

Para obter a resposta ao impulso h(k), basta fazer u(k) = d(k) na equagdo (7.16) acima, com condi¢des iniciais
nulas. Assim, a resposta ao impulso ¢ dada por

h(k){D ,se k=0

CA*'B . sek>1
que pode ainda ser reescrita como
(7.17) h(k) = CA*'Bu(k — 1) 4+ Dé(k)

Os termos C'A™B, para n > 0, sao conhecidos como pardmetros de Markov do modelo no espago de estado.
Esses pardmetros sao amplamente utilizados na area de identificagao de sistemas dinamicos.

A fungéo de transferéncia H(z) é obtida aplicando-se a transformada Z na resposta ao impulso h(k) dada
por (7.17). Primeiramente, perceba da expressao (7.14) que

Z[A k- 1)] = (I - A)7!

Assim, tem-se

H(z) = Z[h(k)] = C(2I — A)™'B+D
Esse mesmo resultado pode ainda ser obtido aplicando-se a transformada Z em

z(k+1) = Az(k) + Bu(k)

com condigoes iniciais nulas, ou seja

Y(z) = H(2)U(z), com H(z)=C(zI - A)"'B+D
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7.4.5 Calculo da matriz de transicao de estado
O calculo de A* pode ser realizado pelos seguintes métodos:

1. A% = Z=1[(2I — A)~'z]. Essa expressio foi derivada na se¢do anterior.

2. A* = ¥A*Y1 usando a forma® diagonal A = TAX L

n—1
3. Ak = Z (k) A, usando o método polinomial. Os coeficientes ay (k) sdo obtidos do seguinte sistema:
£=0

LA A2 o X T ae(k) pL
L X A3 - AT | au(k) PYs
Loz A2 o A ] ae(k) | = | NS
T A A2 o X o (k) e

Exemplo 7.4.1 Calcule A* para k = 10 com a matriz A dada por

1. Usando a forma diagonal, ou seja, usando a expressio A¥ = BAFY 1

A matriz de autovalores A e a matriz de autovetores Y. jd foram calculadas no Exemplo 7.2.1. Assim,

(-DF 0 -3 -1
0 (=3 |1 1

1 [—(—3% F3(-DF —(-3) ¢ <—1>k] Ckso

tem-se

-1

A’“:m’“z*l:1 -1
211 3

2 [3(=3)F —3(=1)F —(=1)% +3(=3)*

Agora, basta calcular a expressao para k = 10, fornecendo
410 _ 1]-1 -1/ |1 0 -3 -1
211 3110 59049 | 1 1

2. Usando a transformada Z, ou seja, usando a expressao A¥ = Z71[(2I — A)~1z], para k > 0:

| -29523 —29524
| 88572 88573

Aplicando a inversa da transformada Z na expressao

1

I—A) 2= — —
(2 ) 224+ 4243

z(z +4) 21

—3z 22

obtém-se

=330 —(=3)F + (-D)F
Af = 2 |3(=3)F —3(-1)F —(=1)F+ 3(3)’<] k20

Note que essa € a mesma expressao obtida no item anterior.

n—1
3. Usando o método polinomial, ou seja, usando a expressio AF = Z Oég(ki)Aél
£=0

3A forma diagonal A = SAX~! & obtida através da decomposi¢io da matriz A em autovalores e autovetores, como apresentado
no Apéndice A .4.
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Para usar o método polinomial, € necessdrio determinar os coeficientes ay(k) resolvendo o sistemas:
1
1 1] [ao]  [(=1)" a0 =5 (3(=1)" = (=3)")
1 =3| | (=3) 1
2

Portanto, a solugao € dada por

Ak = O[()(k)l —|— ozl(k)A = 5

que € a mesma expressao obtida anteriormente.

7.5 Transformagao de similaridade

Considere o modelo no espago de estado
z(t) = Ax(t) + Bu(t), z(0)=0
y(t) = Cx(t) + Du(t)

comz R ye RP, u e R", A e R"™™ BeR"™  CeRP" D e RP*. Como visto na Secdo 7.3.1, aplicando
a transformada de Laplace nesse sistema, obtém-se

(7.18)

com a fungdo de transferéncia H(s) dada por
H(s)=C(sI—A) 'B+D

Sera neste momento demonstrado que uma funcéo de transferéncia possui inimeras representacoes no espaco
de estado. Para isso, defina uma nova varidvel de estado

q(t) = Tx(t)
em que a matriz T é inversivel (ndo singular). Assim, derivando ¢(t) e usando a equagao (7.18), obtém-se
G=Ti=T(Az+ Bu) =T(AT 'q+ Bu) = TAT 'q+ TBu

A saida y(t) do sistema passa a ser
y(t) = CT q(t) + Du(t)
Assim, na nova variavel de estado ¢(t), o sistema é dado por
i(t) = Aq(t) + Bu(t
r19) ilt) = Aq(t) + Bu(t
y(t) = Cq(t) + Du(t)
com A=TAT Y, B=TB,C=CT'eD=D.
Falta agora provar que esse modelo de estado na variavel ¢(t) tem a mesma func¢do de transferéncia que a
representacao inicial (7.18). Aplicando a transformada de Laplace em (7.19), obtém-se a expressao

Y(s) = {é (51 - A)_l B+ D} U(s)

Finalmente, substituindo A = TAT !, B=TB,C =CT e D =D na equagao acima, tem-se

CT~" (s — TAT- )1TB+D}U(5)

OT\T[(sI — A)]" 1TB+D} U(s)

)= {er
{C T(sI— AT TB+ D} U(s)
e
e

O (sI — A)~ B+D}U(s)
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Dessa forma, a funcao de transferéncia é invariante em relagao & transformacao de similaridade, e pode-se

portanto perceber que o mesmo sistema (mesma fungdo de transferéncia) pode ter intumeras representagoes

diferentes no espago de estado. Essas representagoes, no entanto, estao relacionadas entre si através de alguma

transformacao de similaridade.

Exemplo 7.5.1 Considere o sistema (7.18) com as matrizes A, B, C e D dadas por

1 1
. B=
-

1
-1

A:

]7 C:[o 1}, D=1

Sua fungao de transferéncia H(s) € dada por

H(s):C’(sIfA)_anLD:H%

Agora, aplicando a transformagao de similaridade

T =

0 1
-1 0

Obtém-se o sistema (7.19) com as matrizes A=TAT~', B=TB, C =CT' ¢ D = D dadas por

A[_l 0], b=
-1 1

Calculando a funcdo de transferéncia desse sistema, obtém-se

:ﬂ é:[l 0], D=1

H(s)=C(s1-A) B+ D= o

que € exatamente o resultado anterior.

7.5.1 Caso discreto

O caso discreto é analogo ao caso continuo (ver Exercicio 7.11.26). Considere o sistema a tempo discreto dado

por

z(k+1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cxz(k) + Du(k)

Como visto na Segao 7.4.4, aplicando a transformada Z nesse sistema, obtém-se

com a fungao de transferéncia H(z) dada por

H(z)=C(2I —A)"'B+D
Agora, aplicando a transformagao de similaridade

q(k) =Tx(k),  |T|#0

tem-se

q(k+1) = Tx(k +1) = T (Azx(k) + Bu(k)) = T (AT 'q(k) + Bu(k)) = TAT "q(k) + TBu(k)

Assim, a saida y(k) fica sendo
y(k) = CT~'q(k) + Du(k)
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Portanto, na nova variavel de estado ¢(k), o sistema fica sendo

q(k +1) = Aq(k) + Bu(k)
y(k) = Cq(k) + Du(k)

com A=TATY, B=TB,C =CT ! ¢ D= D. Sua funcio de transferéncia ¢ dada por
N N ~ Nt TN N
Y (z) = H(2)U(z), com H(z)=C (s[ - A) B+ D

Agora, seguindo passos idénticos a prova realizada no caso continuo, obtém-se H(z) = H(z).

7.6 Polos e estabilidade assintotica

Os polos de um sistema linear representado no espago de estado estao diretamente associados aos autovalores
da matriz A. Para ver esse fato, considere o modelo de estado

&(t) = Ax(t) + Bu(t)
Cz(t) + Du(t)

<

—~
~

~
I

cuja fungao de transferéncia é dada por
H(s)=C(sI — A 'B+D
Lembrando a férmula da inversa de uma matriz X ~! = adj(X)/|X]|, tem-se

_ Cadj(sI — A)B

H(s) = ST —A| +D

Percebe-se, portanto, que os polos de H(s) sdo as raizes do polindmio carateristico* A(\) = |\ — A| da matriz
A, ou seja, os autovalores \; da matriz A. Portanto, o sistema seré assintoticamente estavel se a parte real dos
autovalores \; da matriz A for negativa, ou seja, Re(\;(4)) < 0.

7.6.1 Caso discreto
O caso discreto é analogo ao caso continuo. Considere o sistema a tempo discreto dado por
z(k+1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)
cuja funcao de transferéncia é dada por
H(z)=C(zI - A)™'B+D
Agora, note que H(z) pode ser reescrita como

_ Cadj(zI — A)B
A& =—7—3

+D

Novamente, os polos de H(z) sdo os autovalores da matriz A, as raizes do polinémio caracteristico A(\) =
A — Al, e o sistema sera assintoticamente estavel se e somente se os autovalores A; da matriz A em magnitude
forem menor do que um, ou seja, |A;(4)] < 1.

40 Apéndice A.4 descreve o problema de autovalores e autovetores. E oportuno enfatizar que pode haver cancelamentos de
polos e zeros, como descrito na Segao 7.10.
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7.7 Forma canonica controlavel

Esta secao descreve os passos necessarios para realizar, por diagrama de blocos, uma fungao de transferéncia de
forma que o modelo no espaco de estado fique na forma candnica controlavel.

Considere o sistema de ordem n dado por
y(”) + aly(nil) 4+ tapy = bou(") + blu(nil) + -+ byu
A fungao de transferéncia correspondente é

H(S) . Y(S) . bos™ + bls"_l + - +by_15+0by, . b(S)
S U(s)  s"tarsmi4-tap1sta,  a(s)

Para fazer a sua representacdo por diagrama de blocos na forma canonica controlavel, reescreve-se Y (s) =
H(s)U(s) como
b(s)

Y(s) = @U(S) = b(s)Q(s)

com Q(s) = U(s)/a(s). Assim, primeiramente representa-se o termo

Q) _ 1 _ 1
U(s) a(s) s"+as"t+---+a,_15+a,

Em seguida, representa-se o termo
Y(s) =b(s)Q(s) = (bos™ +b1s" "+ -+ + bp_15+by) Q(5)
A representacao do termo a(s)Q(s) = U(s), dado por
(8" +a1s" 4 a5+ a,)Q(s) = Uls)
ou seja, da equacao diferencial
" (1) +arg" V(1) + - + ang(t) = u(t)

é claramente descrita pelo diagrama de blocos da Figura 7.3.

U(t)m q™ al g Al g% 4 q(t)
U LA A Tl
o
[ —%2]
.

Figura 7.3: Diagrama de blocos para o termo Q(s)/U(s).

Agora, é necessario representar o termo Y (s) = b(s)Q(s), dado por
Y(s) = (bos" b8 by 1s+ bn) Q(s)

que no tempo €

y(t) = bog™ () + big™ V() + - + bp_1d(t) + bug(t)

Como as variaveis q(t),. .., ¢\™), necessarias para construir a saida y(t), ja estdo disponiveis no diagrama da
Figura 7.3, o diagrama de blocos final é facilmente construido, como apresentado na Figura 7.4.
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5]

)
rbnfl
u(t) _q™ g Y g q q y(t)
Q1S n == e PO——
“ar
| —%2]
—

Figura 7.4: Diagrama de blocos na forma canoénica controlavel.

Usando esse diagrama de blocos, pode-se levantar o modelo no espago de estado do sistema na forma canonica

5

controlavel. Para isso, associa-se® um estado a saida de cada integrador, como segue:

r1=q T1 = T2
x3 = ¢ T3 = T4
n—1 . n
xn:q( ) xn:q():U*alxnfalfn—l*"'*anwl

A saida do sistema, nesse caso, é

Y(t) = buq(t) + ba—1q(t) + - -~ + brg" "V (t) + boq"™ (¢)
=byr1+bp1x2+ -+ b1z, + boq(”)

Substituindo q(”)(t) POr U — ATy — A2Tp_1 — *+* — GpT1, tem-se
y(t) = (b — boan)x1 + (bp—1 — boan—1)x2 + - - + (b1 — boa1)xy, + bou

Na forma matricial, com o vetor de varidveis de estado x(t) = [#1 22 -+ =, |7 tem-se

. 0 1 0 . 0 T 0

&1

. 0 1 0 To 0

X2

= S A ERHE0

; 0 0 0 e 1 Tp_1 0

LTn,
—Qp —Qp_1 —Qp_2 -+ —a1 Tp | 1

Y= |bn —boan bn_1—boan_1 --- br—boar|x(t)+ [bo]u(t)

ou seja, obtém-se o seguinte modelo no espago de estado

com as matrizes A., B., C., D. dadas acima.

Observe que nessa representagao, a matriz do sistema A, estd numa forma em que os coeficientes do deno-
minador, ou seja, do polinémio a(s), estdo expostos ao longo da sua tltima linha. Além disso, os elementos da
matriz de entrada B, sao nulos, exceto na ultima posigao.

5Observe que, na ordem adotada, o estado z1(t) foi associado & saida do tltimo integrador. No entanto, a associagio poderia ter
sido a reversa, ou seja, o estado 1 (¢) poderia ter sido associado a saida do primeiro integrador. Veja o exemplo do caso discreto.
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7.7.1 Caso discreto
Seja a funcao de transferéncia discreta

H(2) bo2"™ + b2 4+ by, b(z)
z) = =:
2"+ apzv 4 4 oay a(z)

Para representar essa fungdo de transferéncia na forma canonica controlavel, reescreve-se Y (z) = H(z)U(z)

como
U(z)

a(z)

Assim, primeiro descreve-se a fungao de transferéncia Q(z) = U(z)/a(z) e, em seguida, a fungao de transferéncia

Y(z) =b(2)Q(2),  Q2) =

Y (z) = b(2)Q(z). Portanto, os passos sao analogos aos descritos no caso continuo.

O método sera apresentado através de um exemplo. Considere o caso n = 3 dado por

H(z) = boz3 + b1 2% + byz + b _b(2)
B ta2taztaz  al2)

Como a(2)Q(z) = U(z), tem-se
(2% + a12® + azz + a3)Q(z) = U(2)

que no tempo corresponde a seguinte equacao de diferengas:
q(k +3) + arq(k + 2) + azq(k + 1) + azq(k) = u(k)

A representagao por diagrama de blocos dessa equagao esta apresentado na Figura 7.5.

Uk~ qk+3 T qk+2 el dk+1 T qk

“az
Figura 7.5: Diagrama de blocos para o termo Q(z)/U(z).
Para a saida Y (z) = Q(2)b(z), tem-se
Y (2) = (bo2® + b12% 4 boz + b3)Q(2)
cuja equagao de diferengas correspondente é dada por
y(k) = bog(k + 3) + big(k +2) + bag(k + 1) + b3q(k)

Assim, o diagrama final esta apresentada na Figura 7.6.

Figura 7.6: Diagrama de blocos na forma canoénica controléavel.
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6

Para levantar o modelo no espaco de estado, na forma canoénica controlavel, associa-se® um estado a saida

de cada atraso, como segue:
(k) =q(k+2),  aa(k)=qk+1),  x3(k)=q(k)

Assim, a equacao no espago de estado é dada por

z3(k+1) = q(k + 1) = za(k)

2ok +1) = q(k +2) = 21 (k)

$1(k’ + 1) = q(k + 3) = U(k) - alxl(k) — CLQI’Q(]C) — 0,31'3([6)
Definindo o vetor de variaveis de estado como

a(k) = [w1(k) w3(k) wa(k)

a equagao no espago de estado fica sendo

T

z(k+1) = A.x(k) + Bou(k)

com
—ai —ag —as 1
A= 1 0 01, B.= 1|0
0 1 0 0

A equagao de saida pode ser reescrita como
y(k) = bog(k + 3) + big(k +2) + bag(k + 1) + b3q(k)
=boq(k + 3) + biz1(k) + baxa(k) + bsxs(k)
Substituindo ¢(k + 3) por u(k) — ai1x1(k) — agza(k) — aszs(k), obtém-se
y(k) = (b — arbo)z1 (k) + (b2 — azbo)w2(k) + (b3 — azbo)x3 (k) + bou(k)

Na forma matricial, tem-se
y(k) = Cex(k) + Dou(k)
com

Ce= b1 —aiby by —azby bz — a3b0} ; D, = [bo]

7.8 Forma canonica observavel

Considere o sistema de ordem n dado por
y(”) + aly(nil) 4+ tapy = bou(") + blu(nil) + .-+ byu
A funcao de transferéncia correspondente é

H(S) - Y(S) - bos” + b1$n71 + -+ bn_ls + bn . b(s)
CU(s)  s"+asm i tansta,  a(s)

Pode-se mostrar que a sua representacao na forma candnica observavel é dada por

l“l 00 --- 0 —Qp T bn — Clnbo
i’g 1 0 --- 0 —Qp_—-1 ) bn—l - an_lb()
=|. . . . . S| : u(t)
l"n 0o o0 --- 1 —aq In bl — a1b0
Y= [0 0 -+ 0 1|z(t)+ [bo]ul(t)

O procedimento para determinar essa representagao candnica observavel sera ilustrado para o caso discreto.

6Note que também & possivel utilizar a ordem reversa, ou seja, o estado x1 (k) poderia ter sido associado & saida do ultimo atraso
puro A, como adotado no caso continuo.
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7.8.1 Caso discreto
Seja a funcao de transferéncia
R e e
Considere o caso n = 3. Usando a relagao
Y(:) = HEU() = 200
tem-se a(z)Y (z) = b(2)U(z), ou seja,
2BY (2) + a122Y (2) + a22Y (2) + azY (2) = bo23U(2) + b12°U(2) + ba2U(2) + b3U(2)
Observe que essa equagao no tempo (desconsiderando as condigoes iniciais) fica sendo
y(k+3) +a1y(k +2) + agy(k + 1) + azy(k) = bou(k + 3) + byu(k + 2) + bou(k + 1) + byu(k)
A equacao acima, no dominio da frequéncia, pode ainda ser reescrita como
bsU(2) — azY (2) = 22Y (2) — boz3U(2) + a12%Y (2) — b12°U(2) + agzY (2) — bazU(2)
Pi(2)
Definindo-se o termo P;(z) da forma acima, tem-se
2Y (2) = bo22U(2) + a122Y (2) — b12°U(2) + a22Y (2) — bozU(2) = Py(2) = b3U(2) — a3Y (2)
Multiplicando o termo P;(z) por 271, tem-se
27 P (2) = 22Y (2) — 022U (2) + a12Y (2) — b12U (2) +a2Y (2) — boU(2)
Py (2)
Definindo-se o termo P»(z) da forma acima, tem-se
22Y (2) — bp2?U(2) + a12Y (2) — b12U(2) = Py(2) = boU(2) — a2Y (2) + 2 ' Pi(2)
Multiplicando agora o termo P»(z) por 2!, tem-se
27 Py (2) = 2Y (2) — bo2U(2) +a1Y (2) — b1U(2)
T
Definindo-se o termo P;(z) da forma acima, tem-se
2Y (2) — bozU(2) = P3(2) = U(2) — a1Y (2) + 27 ' Py(2)
Multiplicando o termo P3(z) por z~!, obtém-se finalmente
27 P3(2) = Y (2) — boU(2) = Y (2) = boU(2) + 2~ ' P3(2)
O diagrama de blocos obtido com os passos acima esté apresentado na Figura 7.7 abaixo.

U(z)

i l i l

b3 ba b1 bo

%} Pi(2) - X3(2) # Py(2) = Xo(2) # Ps(2) 1 X1(2) é y(2)

Figura 7.7: Diagrama de blocos na forma canonica observavel.
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Definindo os estados x1, 2 ¢ x3 como sendo a saida dos blocos de atraso, tem-se

y(k) = z1(k) + bou(k)

8
—
—
oy
+
=

Il

z2(k) + byu(k) — ary(k)
—alxl(k) + Ig(k) + (b1 - boal)u(k)

—agl‘l(k) + .133(]6) + (bg — boag)u(k‘)

z3(k + 1) = bzu(k) — aszy(k)
= —agxry (k) + (bs — boas)u(k)

Na forma matricial, tem-se

z(k+1) = Ayz(k) + Bou(k)
y(k) = Cox(k) + Dou(k)

com
—a; 1 0 b1 —aibo
Ao=|-as 0 1|, Bo= |bs—ashol, CO:[1 0 0}, D, = [bo]
—as 0 0 b3—a3b0

Observagao 7.8.1 Uma representacao alternativa do diagrama de blocos da forma canédnica observdvel da
Figura 7.7 estd apresentada no Ezxercicio 7.11.28.

7.9 Forma canonica de Jordan

Esta secao descreve a representacao por diagrama de blocos de uma funcao de transferéncia conhecida como
forma candnica de Jordan, que é baseada na decomposicao em fragoes parciais. Seréd apresentado apenas o caso
continuo, ji que a derivagao do caso discreto é analoga.

7.9.1 Forma modal

Quando os polos da fungao de transferéncia sdo todos distintos, a representagio no espago de estado (da forma
de Jordan) fica numa estrutura diagonal, assim, essa representagido também é conhecida como forma diagonal
ou modal. Suponha que a funcao de transferéncia

Y(s)  bos" + bis" L+ 4 b1+ b,

H =
() U(s) s"t+as" M+ tap_1s+a,

tenha a seguinte decomposicao em fragoes parciais:
c c Cn
2t
§—p1  S—DP2 S —DPn
= Hy+ Hi(s) + Ha(s) + -+ Hp(s)

H(s)=co+

em que os polos, reais ou complexos, sao todos distintos. Note que cada fragao parcial

Yi(s) o P> 1

Hi(s):U(s) s—p; -

pode ser representada pelo seguinte diagrama de blocos:
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1 -1 Yils)

Percebe-se, portanto, que a fungéo de transferéncia H(s) sera a soma (a conexdo em paralelo) de cada um
dos blocos H;(s). Por exemplo, suponha que a funcdo de transferéncia H(s) seja dada por

s2+8s+ 14

H(s)= 2 o572
)= F 712

Expandindo essa fungio de transferéncia em termos de seus polos (modos), tem-se

2 1

H(s)=1 —
(5) +s+4 s+3

Assim, sua representacao na forma canonica de Jordan (mais especificamente, na forma modal, uma vez que os
polos sao distintos) é facilmente obtida como a estrutura em paralelo apresentada na Figura 7.8, que representa
a soma das fracOes parciais.

1
u(t) P | 1 ) ® y(t)
=
~ T2 I T2 )
=

Figura 7.8: Diagrama de blocos de H(s) na forma modal.

O modelo no espago de estado, obtido diretamente do diagrama da Figura 7.8, é dado por

Z1(t)
T (t)

u(t) — 4z (t)
u(t) — 3xa(t)

com a saida y(t) dada por
y(t) = u(t) + 221 (t) — z2(t)
Assim, as matrizes A,,, By, Cm € Dy, na forma candnica modal, sdo dadas por

—4
0‘|a Bm:

Am =
0 -3

Observe que, nessa forma, a matriz A é diagonal e os seus elementos sao exatamente os polos da fungao
de transferéncia. Assim, o sistema esta desacoplado e é possivel resolver cada equagao de forma independente.
Resolvendo esse sistema, os estados x1(t) e x2(t) sdo respectivamente dados por

t
x1(t) = e 21 (0) +/ e~ =Ty (1) dr, t>0
0

t
zo(t) = e 3t a5 (0) +/ e 3y (r) dr, t>0
0
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7.9.2 Forma de Jordan
Suponha que a funcao de transferéncia H(s) tenha a seguinte decomposigao em fragoes parciais:
c c c c c
H(s)=cot —— + s oo b Lo
s=p1 (s—p1) (s=p1)"  s—pen $=Pn
=co+ Hi(s) + Ha(s) + -+ He(s) + Hega(s) + - + Ha(s)

em que p; = py = -+ = py € um polo de multiplicidade £ e os n — £ polos restantes sao todos distintos. Para

obter a representagao dessa fungao de transferéncia, basta notar que uma fragao parcial na forma

Yi(s) ce
U(s) (s—m)

que contém um polo p; de multiplicidade ¢, pode ser representada pela conexado em série de ¢ termos 1/(s —p1).

A Figura 7.9 apresenta o diagrama de blocos para o caso £ = 2.

uls) 1 ~ 1 o LY
S S
p1 p1
2

Figura 7.9: Diagrama de blocos de ————.
(s —p1)

A funcao de transferéncia H(s) sera entdo composta pela conexdo em paralelo dos blocos H;(s), incluindo

todas as possiveis multiplicidades. Por exemplo, suponha que a fungao de transferéncia H(s) seja dada por

C1 C2 C3
7.20 H(s) = + +
( ) (s) s—p1 (s—p2)? s—p3

Sua representacao na forma canonica de Jordan esté apresentada na Figura 7.10.

T T
O 1 f 1 c1
W P1
u(t) i T @ T y(1)
O—— | 70— [ T Q
’ D2 ’ b2
T x
O 4 f 4 c3
I Y%

Figura 7.10: Diagrama de blocos na forma canénica de Jordan.

O modelo no espago de estado é obtido diretamente do diagrama da Figura 7.10, como segue:

@1 (t) = u(t) +pa(t)z1(t)
Ea(t) = x3(t) + p2(t)xa(t)
a3(t) = u(t) + pa(t)za(t)
E4(t) = u(t) + ps(t)za(t)
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com a saida y(t) dada por
y(t) = c1w1(t) + cawa(t) + caza(t)

Portanto, para o exemplo acima, as matrizes Ay, By, C; e D, na forma canoénica de Jordan, sdo dadas por

pr| 0 0 0 1
0 110 0

(7.21) A,]Z O %2 P2 0 s BJZ 1 5 C']Z C1 Co 0 Cs3|, DJ:[O]
0 0 0 |ps 1

Quando uma matriz nao for diagonalizavel, o mais proximo que se pode esperar de uma matriz diagonal é a
forma de Jordan (ver Apéndice A.4.2), em que o elemento ndo nulo da diagonal superior tera valor 1. Perceba
que a matriz Ay em (7.21) tem trés blocos de Jordan: o primeiro de ordem 1, o segundo de ordem 2 e o terceiro
também de ordem 1, os quais estao apresentados de forma explicita abaixo:

Ji

. 1
Ay = J = diag (J1, Ja, J5) = J . =1, JQZ[W

, J3=p3
0 1
Js p2

E oportuno enfatizar que nessa representacao, a matriz de transicdo de estado tem a forma

6J3t

Ji

em que a exponencial de cada bloco, dada por e”i?, é facilmente calculada, como pode ser vistos pelos Exerci-

cios 7.11.15 e 7.11.18.

7.10 Cancelamento de polos e zeros

Na apresentagdo das formas canonicas, nao foi considerado o fato de que H(s) pode apresentar cancelamentos
de polos e zeros. Por exemplo, considerando ¢; =1, ¢c3 =2, ¢3 =3, p1 =p2 =1 e p3 = 3, a funcao H(s) dada
em (7.20) fica sendo

H(s) L, 2 3 453 — 125% 4 8s
s) = =
s—1 (s=1)2 s—3 s*—6s3+12s2—-10s+3
O diagrama de blocos correspondente ¢ ilustrado na Figura 7.10, e a representacao na forma canénica de Jordan

é detalhada em (7.21).

No entanto, ao fatorar H(s) como um produto de polos e zeros, obtém-se, de forma equivalente:
_4s(s—2)(s—1)  4s(s—2) 4s% — 8s
o (s=3)(s—13  (s—3)(s—1)2 s3-5s2+7s—3

Isso resulta em um cancelamento de polo e zero, reduzindo assim a ordem de H(s) de quatro para trés. Para

H(s)

essa fungao de transferéncia, agora de ordem trés, uma representacao na forma de Jordan pode ser dada por

110 0
A;=lo 1 0|, By=|1], CJ:{zlg}
00 3 1

Outra possivel representacao com A; na forma de Jordan é dada por

110 e
Ar=10 1 0|, By=7|-2|, CJ:[% 8 12}
00 3 1

A matriz da transformacao de similaridade que relaciona essas duas representacoes é dada por
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7.10.1 Caso discreto

Assim como no caso continuo, o cancelamento de polos e zeros também ocorre no caso discreto. Para ilustrar

isso facilmente, basta supor uma fun¢do H(z) tendo mesma forma que o H(s) anterior, ou seja

423 — 1222 + 82
24 — 623 4+1222 — 102+ 3

H(z) =

que, aparentemente, possui ordem quatro. Porém, foi visto que essa fungdo tem a seguinte fatorizagao:

42z -2)(2 1) 4z(z—-2) 42% — 82
HE) = C5Go0p " Gone_12 52473

cuja a ordem é reduzida para trés devido a um cancelamento de polo e zero.

7.11 Exercicios

Exercicio 7.11.1 Represente no espago de estado o sequinte sistema de equagoes:

em que as saidas sao dadas por

y1(t) = §(t) — w(t) + 2u(t)
ya(t) = W(t) + u(t)

Assuma que os estados sejam x1(t) = q(t), x2(t) = w(t), x3(t) = ¢(t), x4(t) = W(t) e assim sucessivamente.
Usando as matrizes (A, B,C, D) assim obtidas, determine a funcgdo de transferéncia H(s).

Exercicio 7.11.2 Represente o sistema abaizo nas formas candénicas controldvel, observdvel e de Jordan:

s2

52 -1

H(s) =

Exercicio 7.11.3 Considere uma funcao de transferéncia de sequnda ordem H(s) com um par de polos com-
plexos conjugados, p1 = —0 + jw e ps = —0 — jw, com 0s correspondentes residuos c1 = A+ jv e ca = A —j7,
ou seja,

Aty A=y
s+o—jw s+o+jw

H(s) =

Mostre que a representa¢ao na forma candnica controldvel de H(s) no espago de estado é dada por

1
0 ] 5 _ |0

A, =
1

—(0? +w?) 20

], 062[2()\0—0.)7) oAl,  D.=10]

Exercicio 7.11.4 Determine as matrizes do modelo no espago de estado do sistema do Ezxercicio 7.11.8 anterior
na forma candénica observdvel.

Exercicio 7.11.5 Mostre que a fung¢io de transferéncia do FExercicio 7.11.3 anterior também tem a seguinte
representacao no espago de estado:

0
1

y C:P% my D =[0]

Exercicio 7.11.6 Para os sistemas abairo, derive o diagrama de blocos mas formas candénicas controldvel,
observdvel e de Jordan. Em sequida, determine as respectivas representagoes no espaco de estado.
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1. y(t) = 2u(t)
10
s2(s? + 6s + 10)

10
(s +3)2(s2 + 65 + 10)

2. H(s) =

3. H(s) =

Exercicio 7.11.7 Dado o diagrama de blocos da Figura 7.11 abaixo, derive a representacao no espago de
estado e a funcao de transferéncia correspondente. Em sequida, derive o diagrama de blocos na forma candnica
de Jordan e a respectiva representagdo mo espago de estado.

2\

T y(t)

x z
: 1 -2y —O

C
O
—
£
O
-

Figura 7.11: Diagrama de blocos.

Exercicio 7.11.8 Considere o modelo simplificado de uma suspensdo veicular, apresentado na Figura 7.12, em
que a saida y(t) € o deslocamento da massa m e a entrada w(t) é um sinal de distirbio proveniente da via. Os
dados numéricos para esse sistema sao: m = 10 Kg, ¢ = 200 Ns/m e k = 1000 N/m. Represente esse sistema,
por diagramas de blocos, nas formas candnicas controldvel, observdvel e de Jordan. Em sequida, determine os
respectivos modelos no espago de estado.

%J ,é w(t)

Figura 7.12: Modelo simplificado de uma suspensao veicular.

Exercicio 7.11.9 Usando uma frequéncia de amostragem fs = 10 Hz, discretize o modelo da suspensao veicular
acima, obtendo a sua fungao de transferéncia H(z) =Y (2)/W(z). Em seguida, apresente os diagramas de blocos
de H(z) nas formas canénicas controldvel, observdvel e de Jordan, e determine os respectivos modelos discretos
no espago de estado.

Exercicio 7.11.10 Determine a fungao de transferéncia H(s) correspondente ao sistema descrito pelas sequin-
tes matrizes no espago de estado:

11
A=10 1
0 0

w o O

0
. B=l1], C:[213}, D=0
1

Exercicio 7.11.11 Prove as sequintes propriedades da matriz de transi¢ao de estado sdo:

1. e9=1
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deXt

T XeXt=eXtx

3. X(titta) _ o Xt1 Xt

6. Se YX = XY (comutam), entio ¥ eX = eXe¥ =¥ +X.
7. Se |Y|#0, entio e¥XY " =YeXy !
8. Se X = diag(\i, Mo, ..., \n) for uma matriz diagonal, entio e = diag(eM, ez, ... etn)
Exercicio 7.11.12 Mostre que a solu¢do da equagao diferencial homogénea
i = Az, z(to) = o
para uma condi¢ao inicial x(to), que ocorre num instante de tempo to (nao necessariamente nulo), € dada por

x(t) = eA(t_tU)a:(to)

Exercicio 7.11.13 Considere que o € um escalar e que a matriz A é dada por

0 «
0 0

QAL _ 1 ot
0 1

Exercicio 7.11.14 Considere que A é um escalar, I é a matriz identidade e X é uma matriz qualquer. Mostre

A:

Mostre que

que

AMAX A X

Exercicio 7.11.15 Considere que o e X sao escalares e que a matriz A € dada por

. A«
0 A
Mostre que
At e)\t ate}\t
e = 0 e)\t

Exercicio 7.11.16 Considere que A, «, i1 € 7y sdo escalares e que matriz A é dada por

A«
0 n

Mostre que para \ # 1 a matriz exponencial et é dada por

At ekt ay e)\t _ eut
€ - B com Y=Y

A=

0 e
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Exercicio 7.11.17 Mostre que a matriz de transicio de estado et do sistema homogéneo i(t) = Ax(t), sendo
A a matriz do Ezercicio 7.11.5, € dada por

t in wt
e = e 'R(t), com R(t)= co'sw .
—sinwt coswt

A matriz R(t) acima é conhecida como matriz de rotacdo. E uma matriz que tem vasta aplica¢do na engenha-
ria, principalmente para representar a rotagao de objetos no espaco. Essa matriz tem as sequintes propriedades:
det R=1, R~ = RT, R"(t) = R(nt), entre outras.

Exercicio 7.11.18 Para o bloco de Jordan de ordem k x k dado por

Al
J = A
1
A kxk
mostre que a inversa de (sI —.J) " ¢ dada por
~1
s—A  —l (s=N7" (s=AN2 o (s—A)7F
B (s—)\)71 (SiA)karl
(sI — J)71 = s—A = )
-1 . :
s—A (s=N"

=(s=AN" T4+ (5-N2F 4+ +(s=NFF_,

em que F; é a matriz com 1 na i-ésima diagonal superior. Em sequida, mostre que a matriz de transi¢do de
estado € dada por

_ 2 k—1 -
1t 5 =
1 t tk72
Jt At t? o1 At (]:’;23)'
et =e <I—|—tF1—|—2F2+"'+(k_1)!Fk_1>:e Lo (k—3)!
- 1 -

Exercicio 7.11.19 Usando o resultado do FExercicio 7.11.18, mostre que a resposta y(t) do sistema dado no
Exercicio 7.11.10 para uma entrada impulsiva e condicio inicial x(0) = [a b c]T ¢

y(t) = e' (14 2a+b+3(1 + c)e* + 2t + 2bt)

Exercicio 7.11.20 Mostre que a solugao forcada

k—1
yy(k) =>_ CA*"'Bu(l) + Du(k)
=0

é dada pela convolugao da resposta ao impulso do sistema (7.17), dada por
h(k) = CA*'Bu(k — 1) + Dé(k)
com a entrada u(k).

Exercicio 7.11.21 Discretize o sistema de equagées (7.11.1) usando a seguinte formula:

n

o =3 (reen. () = g

k=0
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e assim derive as matrizes (A, B,C, D) de sua representagao discreta no espago de estado, tendo a forma:
x(k+1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cz(k) + Du(k)

Em sequida, derive a func¢ao de transferéncia H(z) usando essas matrizes.

Exercicio 7.11.22 Represente no espago de estado o sequinte sistema de equagoes:
q(k+2) + 2wk + 2) — w(k) = u(k)
q(k+2) —w(k +2) + q(k) = —u(k)
em que as saidas sao dadas por
yi(k) =q(k+2)—w
ya(k) =w(k +1)+u

k) + 2u(k)

(
(k)

Assuma que os estados sejam x1(k) = q(k), zo(k) = w(k), z3(k) = q(k + 1), xz4(k) = w(k + 1) e assim
sucessiwvamente. Usando as matrizes (A, B,C, D) assim obtidas, determine a fungdo de transferéncia H(z).

Exercicio 7.11.23 Determine a solugao x(k) da equagio de diferencas homogénea
x(k+1) = Ax(k), k>0
para uma condi¢ao inicial x(ko) = xo, que ocorre num instante de tempo ko (ndo necessariamente nulo).

Exercicio 7.11.24 Determine a solug¢ao x(k) da equagao de diferencas nao homogénea
x(k+1) = Ax(k) + Bu(k), k>0
para uma entrada u(k), tal que u(k) =0 para k < ko, e condigao inicial x(ko) = xo.

Exercicio 7.11.25 Mostre que, para o sistema discreto
xz(k+1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cx(k) + Du(k)

0s autovalores \; da matriz A sao os polos de H(z). Determine, assim, as condig¢oes sobre \;(A) para que o
sistema seja assintoticamente estdvel.

Exercicio 7.11.26 Seja o sistema
xz(k+1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cz(k) + Du(k)

Aplicando a transformagdo de similaridade ¢ = T'x, determine as matrizes /1, , C e D da nova representacao
de estado

q(k + 1) = Aq(k) + Bu(k)
y(k) = Cq(k) + Du(k)

Em seguida, mostre que ambos sistemas possuem a mesma funcao de transferéncia.

Exercicio 7.11.27 Mostre que uma representa¢io na forma canédnica de Jordan da func¢do transferéncia

1 n 1
Cz+1 0 (24 1)2

€ dada por

ﬂ, c=[t 1 ¢ D=0
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Exercicio 7.11.28 Mostre que é possivel obter a representagao equivalente a apresentada no diagrama de blocos
da Figura 7.7 usando como realimentacdo a saida do ultimo bloco de atraso, ou seja, o estado x1(k) ao invés
do sinal y(k). No mais, determine as matrizes A, B, C e D do modelo no espago de estado.

l
o]
PlECUOpz@
—as
t

3 b3 z
O--a]
—as ﬁ
t t

Figura 7.13: Diagrama alternativo da forma candnica observavel.

Uk

xTo 1

Yk

Exercicio 7.11.29 Coloque o sistema do Exercicio 7.11.28 na forma candnica controldvel.
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Apéndice A

Preliminares Matematicos

A.1 Funcoes de variaveis complexas

Este apéndice apresenta uma breve introdugao ao numero complexo e a funcoes de varidveis complexas.

Um ntmero complexo s é um ntimero que pode ser escrito na forma
s=0+jw

em que a parte real o e a parte imaginaria w sao nimero reais e j é a unidade imaginaria com a propriedade

j2 = —1,i.e. j =+/—1. A figura abaixo apresenta graficamente um nimero complexo s em sua forma polar.
Im
w s
0 Re
o

O angulo 6 = arg(s) é o argumento (o angulo de fase em radianos) de s. Esse argumento s6 esté definido
para s # 0. Considera-se como sendo positivo o sentido anti-horéario do dngulo . Observe que o argumento de
um namero complexo nao é unico, ja que difere por um multiplo inteiro de 27, ou seja, se 6 for um argumento
do namero complexo s, entdo 0 + 27k, k € Z, também sera. O valor de arg(s) limitado ao intervalo (—m, 7] é
denominado de argumento principal. Por outro lado, 6 serd denominado argumento minimo positivo, se
for limitado ao intervalo [0,27). A Figura A.1 abaixo apresenta o angulo 6 e os argumentos principal e minimo
positivo de eif.

4 |

e

A A
—4m MQ’/T 27 Mﬁ

=21 + 0
—— AP
--- AMP
—4 |

Figura A.1: Angulo 0 e os argumentos principal (AP) e minimo positivo (AMP) de €?.
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O complexo conjugado de s, denotado por 5, é dado por
Ss=0—jw
O valor absoluto de um nitimero complexo s é

Is| = V85 = Vo2 4+ w?

Usando a identidade de Euler
0

e’ = cos(9) + j sin(6)

obtém-se as seguintes expressoes para 0 Seno € 0 CoSSeno:

jo —jé 0 _ —ijb
cos(f) = % e sin(0) = %

Da identidade de Euler percebe-se que um nimero complexo s pode ser escrito na forma exponencial
s =re’

em que 7 = /o2 + w? é o valor absoluto (o modulo) de s e § = arg(s) é o argumento (o angulo de fase em
radianos) de s. Note que a expressdo mais comum para o célculo do angulo, dada por § = arctan(w/c) =
tan_l(w /o), nao considera o quadrante em que s se encontra, fornecendo assim —7/2 < 6 < 7/2. Por outro
lado, a fungao arco-tangente que considera todos os quatro quadrantes, fornecendo o argumento principal, é
dada por 6 = atan2(w, o). Nesse caso, tem-se —7 < 6 < 7. A fun¢do atan2 pode ser definida como segue:

arctan(w/o), se g >0
arctan(w/o) +m, seoc<0ew >0

arctan(w/c) —m, seoc<0ew <0

atan2(w, o) =
+7/2, seoc=0ew>0
—7/2, seoc=0ew<0
indefinido, sec=0ew=0

No mais, é oportuno enfatizar que:
arctan(z) 4 arctan(1/z) = sinal(z)m/2
em que a fungao sinal(z) serd —1, se x for negativo, e +1 se z for positivo.

Exemplo A.1.1 Seja o numero complero s = 4 + 3j. Entao, o seu complero conjugado € s =4 — 3j e o seu
valor absoluto |s| = V42 4+ 32 = 5. FEsse numero complexo pode ser representado na forma exponencial com

s =5el? e 0 = arctan(3/4) =~ 0.6435.
Observe que para nimero complexo A = ¢ + jw e seu conjugado A = ¢ — jw, tem-se
A+ A" = (0 +jw)" + (0 — jw)" = 2(c? + w?)"/? cos(nbh)

em que § = atan2(o,w) é o argumento, o angulo de fase em radianos no intervalo (—m, +7), do nimero complexo
A. No mais, para v = a + 81, tem-se

FA" + A" = 2(0? + w?) (/2 (avcos(nf) + Bsin(nd))

As funcées complexas sao fungoes com valores complexos, definidas num subconjunto D dos nimeros com-
plexos C, ou seja, F': D — C, com D € C. Para um namero complexo s = (0 +jw) € D com o,w € R, a fungao
F(s) pode ser escrita na forma

F(o+jw) = R(o,w) +jV(o,w)



Prof. Camino, J. F. Anélise Linear de Sistemas 162

com R(o,w),V(o,w) € R. As fungoes R(o,w) e V(o,w) sdo respectivamente denominadas de parte real e parte
imaginaria da funcao F'(s).

Counsidere a fungao F(s) dada por

2
F(s) = (s +2)(s+5)
(s +1)(s +10)(s + 20)2
Os zeros dessa funcao sao todos os valores de s tais que F'(s) = 0. Portanto, s = —2 e s = —5 sdo os zeros de

F(s). Note que se forem considerados valores de s tais que |s| — oo, tem-se que F(s) — s2/s* = 1/s%. Assim,
surgem mais dois zeros em |s| — oco. Por outro lado, os polos de uma funcdo F'(s) s@o os valores de s tais que
F(s) venha a ser indefinida. Para o exemplo acima, os polos sdo s = —1, s = —10, s = —20 e s = —20 (polo de
multiplicidade 2 em s = +20).

A.2 Equacgoes diferenciais ordinarias lineares

Considere a seguinte equacao diferencial’ de ordem n homogénea dada por

(A1) Yy (1) + ary" V(@) + -+ any(t) =0

Uma solugéo dessa equagio diferencial é uma func¢ao ¢(t) qualquer que satisfaga (A.1), ou seja, tal que
M) + a1 o™ V() 4 -+ and(t) =0

Claramente, se ¢1(t) e ¢a(t) sd@o duas solugoes de (A.1), entdo qualquer combinagao linear a1 (t) + aada(t),
com o1 e oo escalares quaisquer, também serda uma solugao. Essa propriedade é conhecida como principio da
superposicao. Desta forma, existem infinitas solugoes ¢(t) que satisfazem (A.1). Porém, a equagao diferencial
(A.1) tera no maximo n solugdes linearmente independentes. Sempre é possivel determinar um conjunto com n
solugoes linearmente independentes, chamado de conjunto fundamental.

Suponha que sejam conhecidas n solugdes linearmente independentes ¢;(t), com ¢ = 1,...,n. Entdo, uma
solugdo qualquer y(t) de (A.1) pode ser descrita como uma combinagao linear dessas n solugOes linearmente
independentes, ou seja

(A.2) y(t) = ar1d1(t) + aapa(t) + -+ + andn(t)

Sabe-se que a fungdo exponencial pode ser usada para se determinar o conjunto de solugdes linearmente
independentes de (A.1). Para isso, assume-se inicialmente que a solugdo ¢(t) tem a forma

o(t) = eV
com A € C um escalar a ser determinado. Substituindo essa solugdo em (A.1), obtém-se
()\" +a N 4t an) eM=0
Como a funcao exponencial nao é identicamente nula, tem-se necessariamente que
pn(A) =0, emque p,(\)=A"+a A"+ +a,

Esse polinémio p, (), de grau n na variavel A, é denominado de polinémio caracteristico da equagao dife-
rencial linear homogénea (A.1). A equacdo p,(A) = 0 é denominada de equagdo caracteristica.

Do teorema fundamental da algebra, consta que um polinémio de grau n possui n raizes );,. Caso todas

as raizes sejam distintas, as fungdes ¢;(t) = ei*, com i = 1,...,n, serdo linearmente independentes e podem
ser usadas, como enfatizado em (A.2), para formar um conjunto fundamental, ou seja, a base de uma solugao

qualquer de (A.1). No entanto, pode ocorrer que as raizes de p,()\) nao sejam todas distintas e que algumas

d3y(t
notagao y t) denota a n-ésima derivada de y(t). Por exemplo, para n = 3, tem-se y t)=y(t) = .
1A a0 y(™(t) d ésima derivada d P 1 3 3) d?ig )
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At

sejam repetidas. Supondo que apenas r < n raizes sejam distintas, entao a fungao e** seré capaz de fornecer

apenas 7 solugoes linearmente independentes e, assim, sera necessario complementar o conjunto determinando-

se outras n — r fungoes linearmente independentes. Pode-se mostrar que essas n — r fungoes restantes terao a

forma teM, t2eM, t3eM ... O Exemplo A.2.1 abaixo ilustra esse fato.

Exemplo A.2.1 Considere a sequinte equacao diferencial de ordem 7 homogénea dada por:
(A.3) y( +3y© 45y 1 7y® 1756 455435 +y =0
Entao, o polindmio caracteristico serd
Pa(A) = AT +3X0 + 5% 4+ 7AT + 7TA3 + A2+ 30 + 1
cujas raizes sao
AM=—1 A=-1 A=-1, M=-] X=-], X=], A=]

Observe que A\ = Ay = A3 = —1 sao raizes repetidas de multiplicidade 3, \y = A5 = —j e A\¢ = A7 =] sGo raizes
repetidas de multiplicidade 2. Dessas sete raizes, apena trés sao distintas: —1, —j e j. Assim, um conjunto
fundamental, ou seja, uma base completa com sete funcoes linearmente independentes pode ser dada por

pr(t) =e™" got) =te", s(t) =t’e", du(t) =€, ds(t) =te I, () =€, Pr(t) = te)*

Consequentemente, qualquer solu¢ao da equacao diferencial homogénea (A.3) pode ser expressa como uma com-
binacgao linear dessas sete solugoes linearmente independentes, ou seja

y(t) = are™" + aote™" + ast®e ™ + auel’ + astel’ + age It + agte I

A solucao y(t) obtida no Exemplo A.2.1 acima é conhecida como solugao geral da equagao diferencial
homogénea, pois as constantes a; sao arbitrarias, ou seja, € uma solugao formada por qualquer combinagao
linear de qualquer conjunto fundamental. Essas constantes sao determinadas, uma vez que as condigoes iniciais
forem especificadas. O problema de valor inicial para (A.1) deve levar em consideragao as suas n condigoes
iniciais, dadas por

(A4) y(0) = co, y(0)=c1, ..., y"D(0) = et

em que as constantes cg, c1, . . ., ¢,—1 sao fornecidas, geralmente provenientes da descrigao do problema fisico que
esta sendo tratado. E oportuno enfatizar que uma vez especificadas as condicoes iniciais, s6 existira uma tnica
solugdo y(t) que satisfaca (A.1) e ao mesmo tempo a condicao inicial (A.4), como ilustrado no Exemplo A.2.2
abaixo.

Exemplo A.2.2 ;| Considere que a solucdo da equacao diferencial do Exemplo A.2.1 deva também satisfazer
as sequintes condi¢oes iniciais:

Co = —17 CcC1 = —1, Cy = 0, C3 = 1, Cq = 1, C; = —3, Ce = 2
Assim, a solugao homogénea, que agora € unica, fica sendo

1
y(t) = —§e_t (24t + 3e' sint)

A.3 Matriz fundamental

Considere a seguinte equagao diferencial linear homogénea no espago de estado:

(A.5) #(t) = A(t)x(t)
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em que € R™ é o vetor de variaveis de estado e A(t) € R™*" é uma fungao continua de ¢, cujos elementos sao
limitados. Uma solugao de (A.5), é um vetor ¢(t) € R™ que satisfaca a equagao, ou seja, tal que ¢(t) = A(t)o(t).

Se ¢ e ¢ forem duas solugoes de (A.5) e ¢; e ¢o forem dois niimeros (complexos ou reais), entéo ¢ ¢ + cado
também sera uma solucdo de (A.5). Porém, dada uma condigao inicial ¢ = x(tp) para (A.5), existe apenas
uma tnica solugdo ¢(t) que satisfaz (A.5) com ¢(ty) = zo.

Suponha que os vetores ¢1(t), ..., ¢, (t) sejam n solugdes linearmente independentes de (A.5). Entdo, cada
solugdo ¢(t) de (A.5) pode ser expressa unicamente como

(t) = c191(t) + ca02(t) + -+ + cadn(t)

Defini¢do A.3.1 Define-se como equagao diferencial matricial associada ao sistema (A.5), o problema de
se determinar uma matriz X (t) de dimensao n x n, cujas colunas sejam solugoes de (A.5), ou seja:

(A.6) X(t) = A(t)X(t)

Definicao A.3.2 Se X(t) € R™ "™ for uma matriz cujas colunas sio solugoes linearmente independentes de
(A.5), entdao a matriz

X(t)=[or - on)

serd denominada de matriz fundamental (matriz integral) de (A.5). Essa matriz claramente satisfaz (A.6).

Definicao A.3.3 Seja X (t) uma matriz fundamental qualquer de (A.5). Entdo a matriz
d(t,tg) = X ()X (to), para quaisquer ty e t,

é conhecida como matriz de transi¢cdo de estado de (A.5). Portanto, a solug¢io de (A.5), para a condigdo
inicial x(to), € dada por
z(t) = D(t, to)x(to)

Note que a matriz de transi¢ao de estado ®(¢,ty) é unicamente determinada por A(¢) e é independente
da escolha particular da matriz fundamental X (¢). No mais, a matriz ®(¢,¢y) é a solu¢do unica da equagao
diferencial matricial

(A7) %@(t, to) = A)®(t,to),  D(to,to) = I

Se A(t) = A for uma matriz constante, entao a matriz de transigao de estado ®(¢,%p) sera dada por
oo
ARt —to)k
A(t— 0
O(t,tg) = A7) =3 %l
k=0

Exemplo A.3.1 Considere o sistema

() = [8 ﬂ (1)

Uma matriz fundamental X (t) para esse sistema € claramente dada por

Assim, a matriz de transicao de estado ®(t,tg) €

Bt to) = X)X (to) = ll et — etol

0 1

Para a condigdo inicial 1(0) = a e x2(0) = b, a solugao fica sendo

z(t) = @(¢,0)x(0) = [a +b(e! —1) b}T
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A.4 Autovalores e autovetores

Sejam A uma matriz quadrada de dimensdao n X n, x um vetor de dimensao n e A\ um escalar. Considere a
equacao

(A.8) Az = \x

O valor de A tal que essa equagao possui uma solugao x # 0 é denominado de autovalor. A solugao correspondente
x # 0 é o autovetor. Note que os autovetores ndo sao tnicos, pois mesmo que um autovetor seja multiplicado
por um escalar qualquer nao nulo, ele permanecera sendo um autovetor. A equagdo (A.8) pode ser reescrita
como

Av—dx=(A—- X))z =N —-Az=0

Portanto, s6 havera uma soluc¢do néo trivial & # 0, se a matriz carateristica AI — A for singular, ou seja, se a
seguinte equagao caracteristica for satisfeita:

AT — Al =0
Esse determinante, dado por
AN =M - Al =X"4a, A" - Fard+ag

é um polindémio escalar em A, conhecido como polindmio carateristico da matriz A. Uma propriedade
interessante desse polindmio é apresentada no Teorema A.4.1.

Teorema A.4.1 (Cayley-Hamilton) Toda matriz quadrada A satisfaz sua equagdo carateristica, ou seja:

AA) =A"+a, A"+t a At agl =0

Perceba que o teorema de Cayley-Hamilton expressa a poténcia A™ como uma combinagdo linear das poténcias
inferiores.

A equacao caracteristica nao é necessariamente a equacao polinomial de menor grau que a matriz A satisfaz.
O polinémio de menor grau que tem A como raiz é denominado de polinémio minimo. Portanto, o polinémio
minimo p(A) de uma matriz A € R™*™ é definido como o polinémio:

p) =N a N a\ +a
de menor grau ¢ < n tal que
pA)y=A" +a, A+ @At agl =0

Em geral, o polindmio minimo de uma matriz é o préprio polindmio caracteristico, mas nem sempre esse é o
caso, como apresentado no Exemplo A.4.1.

Exemplo A.4.1 Considere as sequintes matrizes:

-3 0
A =
0 _3‘| ) 2

-3 1
0 -3
Ambas matrizes possuem o mesmo polinémio caracteristico, dado por Aa,(\) = Aa,(N) = A2+ 6\ +9. Porém,
o polinémio minimo da matriz Ay é pa,(A) = A+ 3, enquanto o polindmio minimo de As € pa,(N) = Aa,(N).

Observagao A.4.1 Pode-se mostrar que as sequintes afirmagoes sao equivalentes: A € um autovalor da matriz
A; X\ é uma raiz do polindémio caracteristico A(X); X é uma raiz do polindémio minimo u(X).
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O teorema de Cayley-Hamilton pode ser usado para reduzir o grau de p(A), em que a matriz A tem dimensao
n X n e p(y) é um polinémio qualquer de grau m > n, descrito por

) =3 B
£=0

Pelo método da divisdo polinomial, o polindémio p(v) de grau m > n pode ser decomposto como

p(7) = A()g(y) +7(7)

em que A(y) é o polindémio caracteristico de grau n da matriz A, ¢(v) é o quociente da divisdo e 7(vy) é o residuo
da divisao, que tem grau maximo n — 1. Assim, r(v) é dado por

n—1
r(y) = Z oy’
=0

com n coeficientes oy a serem determinados.

Substituindo a matriz A € R™*™ em p(v) e lembrando que A(A) = 0, obtém-se

p(A) = A(A)gq(A) +r(A) = r(4)

ou seja
n—1
(A.9) p(A) = A’
£=0
Exemplo A.4.2 Suponha que se deseje reduzir a expressio p(A) = 2A3 —3A%2 + A — I em que a matriz A ¢
dada por
1 14
A= (2) 3] , que fornece p(A) = 258 47

Para usar a expressio (A.9), é preciso primeiro calcular o polindmio caracteristico da matriz A, que nesse caso
é dado por
AV) =PI —Al=9" -3y -2

Notando que p(v) € dado por p(y) = 273 — 3v2 +~v — 1, a divisdo polinomial tem a forma

p(v) = Ay)a(y) +r()
27’ =3y + 7y —1= (v =3y = 2)q(v) +r(7)
que tem como solucao
q(y)=2v+3 e r(y) =14y +5

Consequentemente
5 14

p(A) =r(A) =14A+51 = [28 47

O teorema de Cayley-Hamilton também pode ser usado para demonstrar o método polinomial:
n—1
et = Z ag(t)A*
£=0

em que os coeficientes ay(t) sdo obtidos do sistema de equagoes lineares dado por

LA A T a(d) etit
Lo A3 o AT al(d) etat
(A.10) Loz A2 0 AT ] ae®) | = |eMe
I A A2 o A7 a2 eAnt
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Primeiro, defina o polindémio p(y) por
(A1) b =350t eom =l

=0
Assim, a matriz de transicao de estado e, que ¢ dada por
At s Aetf
14
=0

pode ser reescrita como et = p(A).

Usando a divisdo polinomial apresentada anteriormente, p(v) = A(y)q(y) + r(7), e notando que A(A) = 0,

obtém-se )
p(A) =r(A) =) A’
£=0
Assim,

n—1
eAt — E OégAE
=0

Para obter o sistema de equagoes lineares (A.10), que fornece os coeficientes ay, basta agora perceber que se 7y

for escolhido como sendo um autovalor da matriz A, ou seja, se v = A\;(A), entdo A()\;) = 0, e consequentemente

n—1
(A.12) pO) =D X
£=0

Por outro lado, sabe-se que a fungao exponencial tem a seguinte expansao em termos de uma série infinita:

L

T __ - z
=2 o
=0
Portanto, usando a defini¢ao de p(v), dada em (A.11), tem-se

00 N4l
Ait — it

(A13) p()\i) = /
=0
Finalmente, igualando (A.13) a (A.12), obtém-se
n—1
Z NS = et
=0

que representa a i-ésima linha do sistema (A.10), concluindo assim a demonstragao.

A.4.1 Forma modal (diagonal)

Foi visto que para uma matriz quadrada A € R™"*"™, o problema de autovalores e autovetores

Ax = \x

fornece n autovalores \; e n correspondentes autovetores z;. Usando as n solugdes (\;, ;) desse problema, o

sistema de equagoes

A.??l = )\1l‘1

Al‘g = )\21‘2

Afxn = )\nxn
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pode ser reescrito como

A0 0
0 A 0
Alry a9 --- xn} = [ml To xn}
0 O An
Assim, definindo-se a matriz de autovetores por ¥ = [zl Tog - xn} e a matriz de autovalores por A =
diag(A1, A2, ..., A\n), obtém-se a forma matricial
AY = YA

Se a matriz de autovetores X for inversivel, entdo sera possivel diagonalizar a matriz A, ja que
A=Y"1AY

Nesse caso, as matrizes A e A sao ditas similares. Por outro lado, uma matriz A € R"*"™ que nao for
diagonalizavel, ou seja, cuja matriz de autovetores X nao for inversivel, é denominada de defectiva.

Exemplo A.4.3 Considere as matrizes Ay e As do Exemplo A.4.1. Como a matriz Ay jd é diagonal, sua
matriz de autovetores € X4, = I e, portanto, inversivel. Jd a matriz de autovetores da matriz As, dada por
Ya, = [ee] come=[10]T, claramente nio ¢ inversivel. Assim, ndo € possivel diagonalizar a matriz Ay. A
matriz As estd na forma canodnica de Jordan, que € a representacdo “mais proxima” da forma diagonal possivel
de se obter, caso a matriz nao seja diagonalizdvel (seja defectiva).

Observagao A.4.2 Caso a matriz A tenha pares de autovalores complexos conjugados, esse autovalores apa-
recerdo na diagonal da matriz A. Isso implicard que a matriz de autovetores 3 também serd complera. Porém,
€ possivel obter uma decomposi¢ao real em que cada par complexo conjugado transforma-se num bloco-2 X 2 real
na diagonal, como mostra o Exemplo A.4.J.

Exemplo A.4.4 Para a matriz A dada por

. —14 5
-4 -10
as matrizes 3 e A sdo respectivamente dadas por
B 5 5 A~ —-12+j4 0
2454 2347 N 0 —12—j4

Note que tanto ¥ como A sdo matrizes complexas. Porém, é possivel obter uma decomposicdo real, AL = SA,
em que a diagonal principal de A conterd a parte real do autovalor e a diagonal secunddria a parte imagindria.
Para isso, basta realizar a sequinte transformacao:

s_yri_ |50 A_qapro |12 4
2 4 -4 —12

11

b

Observagao A.4.3 Claramente, a matriz de autovetores 3, do problema de autovalores e autovetores AY =

em que a matriz T é dada por

T =

YA, pode ser usada como matriz de transformagao de similaridade (ver Se¢ao 7.5) para representar o sistema

&(t) = Ax(t) + Bu(t), z(0) = zo
y(t) = Cx(t) + Du(t)
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na forma modal

q(t) + Bu(t), q(0) = qo
q(t) + Du(t)

em que A = ¥"YAS ¢ uma matriz diagonal, B=Y"'B, C =C%, D =D ¢ q(t) = X7 'z(t). A forma modal
(diagonal) foi apresentada na Segao 7.9.1.

Exemplo A.4.5 Suponha que as matrizes do sistema sejam

, B_l_lgl, O:[S —1], D=7

De acordo com o resultado do Exemplo A.4.4, as matrizes ¥ e A sa@o complexas. Assim, a forma diagonal usando

—-14 5

A:
-4 -10

essas matrizes também serd complexa. No entanto, foi demonstrado que € possivel obter uma decomposi¢ao real
(porém nao mais diagonal), como seque:

-12 4
-4 12

N _ _ N _ 1 ~ _ ~
A=5145 = ] B:E*B:QO[H, 02022[23 —4]7 D=D=7

A.4.2 Forma de Jordan

Se a matriz A € R™*™ nao for diagonalizavel, entdo sabe-se que seréd possivel representé-la na forma candnica
de Jordan através de uma transformagao de similaridade, ou seja, existe uma matriz T inversivel tal que

T7'AT = J = diag (J1, J2, ..., Jy)

em que cada bloco

A1
s
Ji = !
1
)\i n; XN
para ¢ = 1,...,q, € um bloco de Jordan de dimensao n; X n; com autovalor A;. Note que a dimensao da

matriz A é n = Zle n;. Claramente, essa decomposi¢ao nao é unica, ja que é possivel permutar de forma
arbitraria a posigao dos blocos de Jordan na matriz J. Note também que det(sf — J;(A;)) = (s — X\;)™, e assim
pode-se associar tais polindmios com cada bloco de Jordan. Esses polindmios sao denominados de divisores
elementares da matriz A. Na forma canonica de Jordan?, a matriz de transicao de estado e? fica sendo

. B )
At =TIt — et~ com e’ = diag (e‘ht, el?t .., e‘]qt)

em que a exponencial de cada bloco e’i? é facilmente calculada (ver Exercicios 7.11.15 e 7.11.18).

Observagao A.4.4 Seja A € C"*™ uma matriz complexa. Entdo, existe uma matriz nao singular T € C"*™
tal que A =TJT'. Se A for real, com autovalores reais, entio T pode ser escolhido real.

Observagao A.4.5 Note que é possivel ter miltiplos blocos de Jordan com os mesmos autovalores. Por exem-
plo, a matriz dada por

Ao 0 o0
0[x 1]0
J_OO)\O
0 0 0\

possui trés blocos de Jordan, todos tendo o mesmo autovalor \; o primeiro de ordem 1, o sequndo de ordem 2
e o terceiro também de ordem 1.

2E oportuno enfatizar que os métodos para calcular a forma canonica de Jordan sao numericamente mal condicionados. Porém,
do ponto de vista teérico, essa decomposigao ilustra conceitos fundamentais.
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Sera analisado em seguida o problema de autovalor e autovetor associado a representacao na forma candnica
de Jordan. Particionando-se a matriz de transformagdo de similaridade T na forma

T=|1 T - T
em que os T; € C"*™ representam as colunas de T' associadas ao i-ésimo bloco de Jordan, obtém-se
AT, =T, J;
Agora, denotando as n; colunas da matriz T; por
Ti= v viz - Um}

percebe-se que
A'Uil = )\ivil = (A — )\1‘])1}1'1 =0

Portanto, a primeira coluna de T; é um autovetor associado ao autovalor A;. Para os outros vetores v;; com

7 =2,...,n;, tem-se
(A= XNil)vig = vi1, (A= ANil)vig = v43
A’Uij = Vij—1 + )\ﬂ}ij —
(A — /\iI)Uig, = V2
Os vetores vj1, . . . , Uin, sa0 denominados de autovetores generalizados. Esses vetores podem ser usados como

uma base para uma solucao geral do sistema homogéneo
x(t) = Ax(t)

Para isso, basta notar que para cada cadeia de Jordan de ordem n;, correspondera n; solugoes linearmente
independentes, tendo a forma

Ti1 (t) = 6)\it’l)7;1

X2 (t) = 6)‘it (tvﬂ + 711'2)

t2
i3(t) = M (2%‘1 + tvg + Uia)

tni—l

Lin,; (t) = Nt (

Donde observa-se que as trajetorias se desenvolvem na extensao linear (casco linear ou span) dos autovetores
At

Vi1 F o F Win -1+ Um)

generalizados. Os coeficientes dessa solugao tém a forma p(t)e**, em que p(t) é um polindmio qualquer. Tais
solugoes sao chamadas de modos generalizados do sistema. Note que uma matriz fundamental X (¢), do
sistema homogéneo @(t) = Axz(t), pode ser composta pelas n; solugdes correspondentes a cada um dos ¢ blocos

de Jordan, ou seja,
X(t) = |11 e Tipy To1 cee o Top, N mql N anqi|

Como visto na Se¢ao A.3, uma solugdo z(t) qualquer do sistema homogéneo &(t) = Ax(t) pode ser expressa
pela combinacao linear de n solugbes linearmente independentes. Para esse fim, pode-se usar os modos gene-
ralizados, mais precisamente, as colunas da matriz fundamental X (t), ou seja, z(t) = X (t)e, com o vetor ¢ a
ser determinado pela condigao inicial. Fazendo t = 0, tem-se z(0) = X (0)c e, assim, ¢ = X ~1(0)zo. Por fim, a
matriz de transi¢ao de estado pode ser calculada usando-se a expressao

Portanto,
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Exemplo A.4.6 Seja a matriz A, sua forma de Jordan J e a matriz de similaridade T, tal que AT = TJ,
dadas por

4 1 1 00 1 0 0 0 O 0/ 1 1 0f-1

0 3 0 00 03100 0 0 0 1] 0

A=—10200,J=00310eT:[T1T2T3}=0—1001

-1 1 -1 3 0 000 30 0j—-1 1 0] 0

0 2 0 01 00 0 0 3 110 0 1|0
Percebe-se que os autovalores sao A1 = 1, de multiplicidade 1, Ao = 3, de multiplicidade 3 e A3 = 3, de

multiplicidade 1, e assim existem trés blocos de Jordan. O primeiro Jy(\1) de ordem 1, o sequndo Ja(A2) de
ordem 8 e o terceiro J3(A3) de ordem 1. Portanto, uma matriz fundamental do sistema homogéneo (t) = Ax(t)
pode ser obtida a partir dos autovetores generalizados como segue:

e Usando o bloco de Jordan Ji(\1), tem-se
x11(t) = e'vny, v =17
e Usando o bloco de Jordan Ja(A2), tem-se
o1 (t) = 63t’t}21
.Z‘Qg(t) = €3t (tvgl =+ UQQ)
3 (17
To3(t) = e <2U21 + tvaz + v23>
em que va1 = To1, Va2 = Taa, vaz = To3.
e Usando o bloco de Jordan J3(A3), tem-se
231(t) = e vg, vz =13

Assim, uma matriz fundamental X (t), tal que X (t) = AX(t), € dada por

_0 3t St 1) e (% + t) —e3t—
0 0 0 e3t 0
X(t) = [5511 To1 T2 Tog x| = |0 —e¥ —tet —LS& e3t
3 3 3 t?
0 —e¥ 31 —1t) et<t—5) 0
_et 0 0 e3t 0 |

Note que qualquer solugao x(t) do sistema x(t) = Ax(t) pode ser descrita pela combinagao linear das colunas
da matriz X (t), ou seja,

x(t) = cuxn(t) =+ Cglxgl(t) =+ 6223322(15) + C23£L‘23(t) = X(t)c
Uma vez fornecida a condicdo inicial, o vetor ¢ € diretamente obtido da expressio ¢ = X ~1(0)zo.
Para esse exemplo, a matriz de transi¢ao de estado, do sistema na forma de Jordan ¢ = Jq, € dada por

to0 0 0 0

e
0 e3 tedt % 0
=10 0 € tt 0
0 0 0 e3t 0
0 0 0 0 €%
que fornece a matriz de transicao de estado do sistema homogéneo © = Az, dada por
e3t(t+1) ’5831(%2) tedt 0 0
0 e3t 0 0 0
At =Te' T = | et _ES B —1) 0 0
_tedt _te3”(2t*2) 4Bt PR
0 e3t — el 0 0 e
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Ambos sistemas estao relacionados pela mudanga de varidvel x = T'q. Note que a matriz de transicao de estado

também pode ser calculada usando-se a matriz fundamental via a expressio et = X ()X ~1(0).
A.5 Aproximagao de Padé
E interessante observar que a funcao de transferéncia do Exemplo 5.8.2 nio é racional, devido ao termo expo-

nencial, que representa um atraso (delay) puro. Uma aproximagao racional que ¢é frequentemente utilizada para
a funcdo e~*T é obtida pela formula de Padé de ordem N dada por

—Ts RN(iTS)
= Ry(Ts)
com
ixk (2N — k)IN!
2NN — k)!

=0

A Tabela A.1 apresenta essa aproximacao para alguns valores de N e a Figura A.2 apresenta a resposta ao
degrau para as aproximagoes de Padé de ordem 2 (G3), de ordem 5 (G5) e de ordem 30 (G3g), com T = 1.

Tabela A.1: Aproximacao de Padé de ordem N.

N Aproximagio Gy (s) de e™1*
1 2—-sT
2+ sT
9 12 — 65T + (sT)*
124 65T + (sT)?
3 120 — 60sT + 12(sT)? — (sT)3
120 4 60T + 12(sT)2 + (sT)3
A 1680 — 840sT + 180(sT)? — 20(sT)3 + (sT)*
1680 + 840sT + 180(sT")? + 20(sT)3 + (sT)*
5 30240 — 15120sT + 3360(sT)? — 420(ST)3 +30(sT)* — (sT)
30240 + 15120sT + 3360(sT)? + 420(sT')3 + 30(sT)* + (sT')®
1.5
1k A\
]
E 0.5 .
5
£ oofi —
\ — G
Gs
—0.5| G i
71 | | |
0 0.5 1 1.5 2

Tempo (s)

Figura A.2: Resposta ao degrau para as aproximagoes de Padé de ordem 2, 5 e 30, com T = 1.
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A.6 Inversa da transformada Z usando métodos computacionais

Esta secao apresenta dois métodos computacionais para calcular a inversa da transformada Z de uma fungao
F(z) qualquer. No primeiro método, a inversa f(k) é obtida através da resposta ao impulso de F(z), vista
como uma fun¢ao de transferéncia. No segundo método, F(z) é reescrita como uma equagao de diferencas, cuja
solugao fornece f(k).

A.6.1 Inversa da transformada Z através da resposta ao impulso

Suponha que se deseje calcular a inversa f(k) de uma funcao F'(z) qualquer. O primeiro passo é imaginar F'(z)
como sendo uma funcdo de transferéncia entre uma saida Y (z) e uma entrada X (z), ou seja

Percebe-se, portanto, que para calcular f(k) basta calcular a resposta ao impulso da funcdo F(z).

Por exemplo, suponha que F(z) seja dada por

2243

A.14 F =
( ) (2) 224+ 1.42+0.5

Para efetuar esse calculo usando o Matlab, procede-se como segue:

1. Define-se a entrada impulsiva x(k) = §(k) com N pontos por

N = 20
[1 zeros(1,N)];

2. Define-se o numerador e o denominador de F(z) como segue

num = [0 2.0 3.0];
den = [1 1.4 0.5];

3. Assim, a resposta y(k) = f(k) é obtida através do comando

y = filter (num,den,x);

4. A saida desse comando, fornece a sequéncia de pontos:

y(0) =0, wy(1)=2.0, y(2)=0.2, y(3)=-128 y(4)=1.6920, y(5)=—-1.7288,...

5. Para visualizar graficamente essa sequéncia de pontos, pode-se usar o comando

stem(0:N,y, 'filled')

que apresentara o grafico abaixo.
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Figura A.3: Inversa da transformada Z de F(z) = (22 + 3)/(2% + 1.4z + 0.5).

A.6.2 Inversa da transformada Z resolvendo uma equacao de diferencas

De forma alternativa, pode-se calcular numericamente a inversa da transformada Z de uma funcdo F'(z)
resolvendo-se uma equacao de diferengas. Para aplicar o método, o primeiro passo é imaginar, novamente,
a funcgao F(z) como sendo a fungio de transferéncia entre uma entrada X (z) e uma saida Y'(z), ou seja

Agora, como F(z) é uma fungio racional tendo a forma

Y(2)  boz™ +biz™m by 12+ by
X(2) 2 +az 4+ tap1z+a,

obtém-se

2"Y(2) + a2 Y (2) 4 A an_12Y(2) 0, Y (2) =
boz™ X (2) +b12™ X (2) 4+ bpo12X(2) + by X (2)

Para simplificar a exposigdo do método em consideracdo, sera usada a funcdo (A.14) da segao anterior, dada

por
b1z 4 by
Fz)=———"—"—, b1 =2, by=3 =14 =0.5
(Z) 22+a12+a2’ 1 ) 2 5 ay 3 az
Dessa forma, tem-se
(A.15) 22Y(2) + a12Y (2) + a2Y (2) = b12X (2) + b2 X (2)

Usando agora a propriedade do deslocamento em avanco, dada por

Z[f(k)] = F(z) F(z) = Z[f(k)]
Z[f(k+1)]=2zF(z) — zf(0) — zF(z) = Z[f(k+ 1) + zf(0)
Z[f(k+2)] = 22 F(z) — 22 f(0) — 2 f(1) ZF(z) = Z[f(k+2)] + 22 £(0) + 2 (1)

a expressao (A.15) pode ser equivalentemente reescrita como

Z[y(k +2)] + 2*y(0) + 2y (1) + a1 (Z[y(k + 1)] + 24(0)) + a2 Z[y (k)]
= by (Ze(k + 1)] + 22(0)) + by Z[x (k)]

Reagrupando os termos dessa expressao, obtém-se

Zly(k+2) + ary(k + 1) + asy(k) — byz(k + 1) — bax(k)]
+ 2%9(0) + zy(1) + a12y(0) — byzz(0) =0
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Note que essa equagao é composta pela soma de duas parcelas: uma fungao de Z[] e a outra fungao das condigdes
iniciais. Portanto, a equacao de diferencas a ser resolvida é dada por

y(k+2) +ary(k + 1) + agy(k) = byx(k + 1) + bax(k), k>0
cujas condicOes iniciais devem satisfazer
2y(0) + 2 (y(1) + a1y(0) — b12(0)) = 0
Como essa equacao deve ser satisfeita para todas as poténcias de z, de forma independente, tem-se
y(0)=0 e y(1)+ay(0) —bz(0)=0 — y(1)=b

em que foi usado o fato de que z(0) = 1, ja que z(k) é um impulso. Observe que a condic¢ao inicial é escolhida
de tal forma que sua contribuigao seja nula, ja que f(k) = y(k) é dada apenas pela resposta ao impulso.

Resumindo, a equacgao de diferengas a ser resolvida é dada por
(A.16) y(k+2) +1.4y(k + 1)+ 0.5y(k) = 2z(k + 1) + 3z(k), y(0)=0, y1)=2, k>0

com z(k) = §(k). Essa equagdo pode agora ser resolvida facilmente através de um algoritmo numérico recursivo,
como, por exemplo, o descrito abaixo:

N = 20;
y = [0 2 zeros(1,N-2)1];
for i = 1:N,
y(i+2) = -1.4%y(i+1) -0.5*xy(i) + 3*x(i==1);
end

Observagao A.6.1 Os dois métodos computacionais apresentados acima fornecem apenas a sequéncia {f(k)}.
Para se obter uma solugdo analitica, pode-se calcular a inversa de F(z) usando a expansao em frag¢oes parciais
ou ainda calcular uma solug¢ao de forma fechada da respectiva equagao de diferencas. Por exemplo, a solug¢do
da equagao de diferencas de sequnda ordem nao homogénea (A.16) é dada pela soma das solugoes homogénea e
for¢ada. A solugao homogénea (como descrito na Seg¢ao 4.3.3) é dada por

yn(k) = —j10A% + 1005 = 20 x 27%/2sin(k0), k>0
com Ay = (=7+j)/10, Ao = (=7—3)/10 e @ = 7 —tan~1(1/7). Jd a solugdo for¢ada para o impulso é dada por
yr(k) = (=3 4+ 320 + (=3 — j21)AE = —2 x 27%/2 (3 cos(kB) + 21sin(kB)), k>1
Portanto, a sequéncia f(k) é dada por

F(k) = yn(k) + ys(k) = =2 x 27%/2 (3 cos(kB) + 11 sin(kB)) pu(k — 1)

A.7 Produto interno e normas de sinais

Para x(t) e y(t), sinais complexos continuos por partes, pode-se definir o produto interno como

em que y(t) denota o conjugado de y(t). Pode-se mostrar que o produto interno satisfaz as seguintes proprie-
dades:

L (2(t) +y(t), 2(1)) = (x(t), 2(2)) + (y(1), (1))
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O produto interno é utilizado para definir ortogonalidade entre sinais. A fungdo z(t) sera ortogonal a fungao
y(t) se o produto interno for nulo, ou seja, se

(z(t),y(t)) =0

Se x(t) e y(t) forem ortogonais, entdo (Teorema de Pitagoras):
2 2 2
() +y @I = =@ + @)l

Seja um sinal z(t) continuo por partes. Sua norma deve satisfazer:

)
2. |zt =0 =  z(t)=0
(

3. [lex(®)[| = laf |z@)]
4. |jz(@t) +y@))| < lz@®)| + lly®)||  (desigualdade triangular)
5.z (@), y@) | < lz@)] + |ly(t)]]  (desigualdade de Schwarz)

6. (z(t),y(t)) + (y),z@)) <2[z@®)] ||lyt)|]| (desigualdade de Cauchy-Schwarz)

O produto escalar pode ser usado para definir uma norma. A norma induzida pelo produto interno é dada
por

lz®)ll = V(z(0),2(t)) = Je@)I :/Oo ()| dt

— 00

A.7.1 Normas de sinais continuos

1. Norma-1. A norma-1 de um sinal z(¢) é a integral do seu valor absoluto dado por

el = [ letoylae

— 00

2. Norma-2. A norma-2 do sinal z(¢) é dada por

ool = ([ |x<t>|2dt)1/2

Exemplo A.7.1 Suponha que o sinal x(t) € a corrente através de um resistor de 1Q2. Entdo, a poténcia
instantdnea € dada por |x(t)|? e a energia total é a integral dessa poténcia, ou seja, Hx(t)”i

3. Norma-oco. A norma oo de um sinal é o maximo valor absoluto:
lz(®)ll = sup |z (t)]
Exemplo A.7.2 Seja z(t) = (1 —e7*) parat >0 e z(t) =0 para t < 0. Entio

[2(t)]| o = sup |l —e™*| =1
t>0
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4. Poténcia média. E a média sobre o tempo da poténcia instantanea:
1 (T2
lim —/ lz(t)|* dt

Se esse valor for finito, entao o valor rms do sinal sera definido como

T/2 1/2
pow(z) = rms(z) = ( lim l/ |lz(t)|? dt)

T—oo T —T/2

Observe que o valor rms ndo é uma norma, ja que um sinal z(¢) # 0 pode ter valor pow(z) = 0.

Exemplo A.7.3 Se ||z(t)|, < 0o, entao x(t) serd wm sinal de poténcia nula, ou seja, pow(x) = 0.

Prova. Note que

1 [T 1 [ 1
7P g [ R a = 5 e

-T/2 —00
Assim, como ||x(t)||, < oo por hipdtese, o lado direito tende a zero com T — oo e portanto conclui-se que
pow(z) = 0. ]
A.7.2 Normas de sinais discretos

1. Norma-1. A norma-1 da sequéncia x(n) é dada por

lz®)ll, = ) la(k)]
k=—o0
2. Norma-2. A norma-2 de z(k) é dada por
oo 1/2
(k) = ( > w(k)|2>
k=—oc0

3. Norma-oco. A norma-co de z(k) ¢ dada por

[2(F)llo = sup (k)|
k
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A.8 Tabela de transformadas de Laplace
f(t) F(s) = L[f(t)] f) F(s) = LIf(1)]
e f(t) F(s—a) (1) coshuwt = j " (18)
fit—a)u(t—a) e *F(s), a>0 (2) ot _ bt 1
d"F(s) a—b (s —a)(s—b) ()
" f(t) (=1)"— 3) ,
ae® — beb s (20)
0 S (s) — 50D £(0) - “b (s~ a)(s~)
“ 1
—0) (4) tet CEE (21)
: !
et -nar PG () tre o (22
at o; w
o Fio o e e W
1 o e coswt i —2a 5 (24)
gf(t) i F(r)dr (7) (s—a)?+w
e sinh wt ~ (25)
f(at) “F(2) ® (s—a)? -’
s—a
) é © e cosh wt e (26)
—as i 2ws
u(t — a) e : (10) t sin wt 521 w)? (27)
4(t) 1 (11)  tcoswt (;2;;22)2 (28)
Ot — —sto
(=) ‘ 12) tsinhwt 2w (29)
n! (82 _ UJ2)2
¢ — (13)
3 t cosh wt i (30)
sin wt 52;‘}7002 (14) - (52 —w?)?
sin a
coswt 82_’_;&)2 (15) t arctan s (31)
1 2 44 670'\/g
et - i - (16) ¢ " 7 (32)
sinh wt Szc_uiuﬂ (17) ﬁ“ﬁ?e—a%u e Vs (33)

A.9 Transformada bilateral de Laplace

A transformada unilateral de Laplace, como definida no Capitulo 3, foca no comportamento da funcao f(t) para

valores nao negativos de tempo, ¢ > 0. Em contraste, a transformada bilateral de Laplace, que considera todo

o eixo do tempo, é definida como

F(s) = /_Oc f(t)e st dt

Evidentemente, a regiao de convergéncia dessa transformada é diferente da versao unilateral.
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A transformada bilateral é tutil para analises envolvendo funcgdes definidas em todo o eixo do tempo, in-
cluindo aquelas que nao sao causais. No entanto, em sistemas fisicos, onde os sinais sdo geralmente causais, a
transformada unilateral é frequentemente preferida devido as suas propriedades mais simples para o calculo de

transformadas inversas.

Para ilustrar algumas dessas diferengas, considere a seguinte funcdo f(t) dada por

Ft) = e = e tp(t) + e p(—t)

Sua transformada bilateral é dada por

F(s) = a1 se —1 < Re(s) <1

Por outro lado, a transformada unilateral de f(t) é dada por

1
s+ 1

F(s) =

enquanto que a transformada unilateral de (e™! — e!)u(t) fornece:
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A.10 Operagoes basicas com diagramas de blocos
A seguir, sao apresentadas algumas operagoes basicas com diagramas de blocos.

1. Considere o diagrama que representa a conexdo em paralelo de duas fungoes de transferéncia Hy e Ho.

H13
X(s) ) :1 Y(s) _ X(s) 20 Y (s)
|

HQ(S)

Para essa configuracdo, o sinal de saida é dado por
Y=HX+HX=(H +H)X
Assim, a fungao de transferéncia equivalente é claramente dada por

H=H, +H,

2. Considere agora o diagrama que representa a conexdo em série de duas funcoes de transferéncia Hy e Ho.

X() [ A e V) . X6 [ Y

Para essa configuracao, os sinais Y e Z sao respectivamente dados por
Y =HyZ e Z=HX
Substituindo uma equagao na outra, obtém-se
Y =HH X
Portanto, a funcao de transferéncia equivalente é dada por

H=HyH;

3. Considere agora um caso mais complexo, que representa uma malha de realimentag¢io (ou retroalimenta-
¢ao), também denominada de feedback.

X (s E(s Y (s
(s) o (s) i (s) (s)

HQ(S)

Para determinar a funcgao de transferéncia equivalente H, basta seguir o fluxo do sinal através do diagrama.
Assim, tem-se que os sinais E e Y sao respectivamente dados por

E:X—HQY € Y:HlE

Substituindo uma equagao na outra, obtém-se

H,y

Y=H{(X —-H)Y)=H,X - H HY = Y=—"FF-—X
1( 2Y) 1 14> 1+ HiH,
Portanto, a fungao de transferéncia equivalente é dada por

H,y
H=— "1
1+ H H,



Prof. Camino, J. F. Anélise Linear de Sistemas 181

No Matlab, as conexoes acima podem ser facilmente realizadas. Por exemplo, para Hi e Hy dados por

2 552 — 2

M= o O =550

as conexoes em paralelo, em série e em feedback podem ser obtidas através dos seguintes comandos:

nl [0 2]; 4 Define o numerador de HI

d1 [1 3]; % Define o denominador de HI
4 Define a fungdGo de transferéncia HI

H1 = tf(n1,d1);

4 Define o numerador e denominador de H2
n2 [6 0 -21;

d2 = [2 3 0];

4 Define a fung¢do de transferéncia H2

H2 = tf(n2,d2);

4 Realiza a conezdo em paralelo de HI e H2
Hp = parallel (H1,H2);

/ Realiza a conexdo em série de H1 e H2

Hs = series(H1,H2);

4 Realiza a conezdo em feedback de H1 e H2
Hf = feedback (H1,H2);

I

A.11 Simplificagao de diagramas de blocos

A seguir, algumas manipulacées comumente utilizadas para realizar a simplificacdo de diagramas de blocos sao
apresentadas através de um exemplo.

e Considere o diagrama de blocos abaixo.

O Hi(s) O Hy(s) O Hj(s) Hy(s)

e Movendo o lago direito da realimentacao para fora da segunda malha, tém-se

1/Ha(s)

X(s - Y (s
©) 15 Hy(s) * Ho(s) .0 H(s) Ha(s) #)

(\

e Movendo agora o lago esquerdo da realimentacao para fora da primeira malha, tém-se

1/Hq(s) 1/Hy(s)

C Hl(S) HQ(S)

O

Hs(s) H,(s)
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e Simplificando as conexodes em série e definindo o termo Gy (s) como sendo

1
Grls) = Hy(s)Hy(s)
obtém-se o diagrama abaixo.
Gi(s)
X(s) 510 H,(s) Ha(s) i Ha(s) Hy(s) Y(s)

e Simplificando as duas malhas (internas) em feedback e definindo os termos G3(s) e G3(s) como sendo

_ Hi(s)Ha(s) _ Hs(s)Ha(s)
@) =TT eme ¢ PO T I meme)
tem-se
Gl(S)
X(s) O Ga(s) Gals) Y(s)

e Realizando a conexao em série e em seguida a retroalimentacao, obtém-se

X(s) Y(s)

e Finalmente, tem-se

Hi(s)Ho(s)Hs(s)Ha(s)
1+ Hs(s)[Hz(s) + Ha(s)] + Hi(s) [Ha(s) + Ha(s)Hs(s)Ha(s)]

X(s)

A.12 Realizagao de sistemas dinamicos

A realizagao fisica de fungoes de transferéncia geralmente envolve parte de software (implementada num compu-
tador) e parte de hardware (implementada com o uso de circuitos analégicos/digitais com somadores, multipli-
cadores, atrasos, etc). No entanto, antes de se fazer a realizacao fisica em si, é conveniente levantar o diagrama
de blocos do sistema.

O diagrama de blocos é uma representacao grafica das funcoes desempenhadas por cada componente e o
fluxo de sinais entre eles. Por exemplo, considere o sistema continuo no tempo dado por

(A.17) mi(t) + cy(t) + ky(t) = u(t)

cuja funcao de transferéncia é
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Para representar por diagrama de blocos a equacao diferencial de segunda ordem acima, serd necessario
utilizar o bloco, ilustrado na Figura A.4, que representa o processo de integragao:

em que y(0) é a condigao inicial, que devera ser fornecida no momento da simulagdo numérica do bloco.

(1) y(t) c sY (s) 1 Y(s)

Figura A.4: Bloco integrador.

Como a equagao diferencial é de 22 ordem, serao necessarios dois integradores, como ilustrado abaixo.

Gi(t) y(t) y(t)

— J

Notando agora que a equagao diferencial (A.17) pode ser equivalentemente escrita como

(0) = - (ult) — cit) — k(1)

é facil perceber que sua representacao por diagrama de blocos tem a forma apresentada na Figura A.5.

ut) U B G RO

k

Figura A.5: Representaciao por diagrama de blocos de mgi(t) + cy(t) + ky(t) = u(t).

E oportuno enfatizar que é possivel simular esse diagrama de blocos usando o Simulink do Matlab, que é
um ambiente para construgdo e simulagdo de sistemas dindmicos multi-dominio. A Figura A.6 apresenta um
printscreen do diagrama de blocos acima editado no ambiente Simulink.

File Edit “iew Simulation Fomat Tools  Help ‘

Po—

! Scope
Sine \Wave

i ¥ ¥
—
¥

Integrator Integrator

Figura A.6: Diagrama de blocos no ambiente Simulink.

A.12.1 Caso discreto

O caso discreto € analogo ao caso continuo. Sera necessario definir o bloco, ilustrado na Figura A.7, que
representa o processo de atraso no tempo, ou seja: ao entrar no bloco a amostra y(1), a saida sera y(0); ao
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entrar y(2), a saida sera y(1); e assim sucessivamente. A condigao inicial y(0) devera ser fornecida no momento
da simulagao numérica do bloco.

Y Y
Y41 A Yk =N 2Y (2) 1 (2)

Figura A.7: Bloco atraso no tempo.

Por exemplo, para a equacao a diferencgas de segunda ordem
(A.18) y(k+2)+ary(k+1) + acy(k) = u(k)
cuja funcao de transferéncia é

_Y(2) 1
X(2) 224 a1z +ay

serao necessarios dois blocos de atrasos ligados em série, como apresentado na figura abaixo.

Y42 Yk+1 Yk
A A —

Notando agora que a equagao a diferengas (A.18) pode ser reescrita de forma equivalente como
y(k +2) = u(k) — ary(k + 1) — azy(k)

é facil perceber que sua representagao por diagrama de blocos tem a forma apresentada na Figura A.S8.

Yk+2 Yr+1
Uk, O A A Yk

ag

Figura A.8: Representagao por diagrama de blocos de y(k +2) + a1y(k + 1) + asy(k) = u(k).

A.13 Simulagao numérica

As proximas segoes apresentam distintas formas de simular numericamente o sistema fisico, descrito por equagao
diferenciais ordinarias. Basicamente, é possivel simular usando tanto a fungao de transferéncia bem como o
modelo no espago de estado. Em ambos os casos, é possivel obter: a solugao homogénea devido as condigoes
iniciais; a solugao forgada para uma excitagao qualquer; e a solugao completa.

A.13.1 Simulando usando a funcao de transferéncia

Para simular numericamente o sistema massa-mola-amortecedor, descrito pela equagao diferencial de segunda
ordem
mii(t) + ci(t) + ky(t) = u(t)

cuja funcao de transferéncia é

(A-19) H(s) = }I;g " ms? +1cs +k

nao é necessario usar o ambiente Simulink, pode-se usar diretamente a linha de comando do Matlab, como
apresentado no cédigo abaixo:
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NS

Define os dados numéricos

= 1/2; ¢ = 1; k = 50;

Define a fungcdo de transferéncia H(s)

H = tf([1],[m ¢ kI)

4 O0btém a resposta ao impulso (6 segundos)

x B

[yl1,t1] = impulse(H,6);
4 0btém a resposta ao degrau (6 segundos)
[y2,t2] = step(H,6);

4 O0btém a resposta ao seno com w=10 rad/s

t = 0:0.05:6; [ gera o wvetor de tempo (6 segundos)
u = sin(10*t); /7 gera a entrada u(t)

4 0btém a resposta ao seno (6 segundos)
[y3,t3] = lsim(H,u,t);

4 Gera um grdfico com as trés respostas

plot (t1,yl, 'b-',t2,y2, 'k--',t3,y3, 'r-.'), grid
legend (' Impulso', 'Degrau', 'Seno')

xlabel ('Tempo (segundos) ')

ylabel ('Amplitude')

title('Sistema massa-mola amortecido')

A figura abaixo, apresenta a resposta ao impulso, ao degrau e ao seno, da fungao de transferéncia (A.19),

do sistema mecanico massa-mola-amortecedor.

0.2 Sistema massa-mola amortecido
. T T T T T

Impulso

— — —Degrau

0.15

©
o

o
o
o

Amplitude

Tempo (segundos)

A seguir, sdo apresentados alguns outros comandos tuteis:

4 0 comando 'zpk' gera uma fungdo de transferéncia

4 a partir dos polos, dos zeros e do ganho do sistema
4 Seja H(s) = 20+%(s+5)/((s+1)#%(s+100));

H = zpk(-5,[-1 -100],20)

4 0 comando 'pole' retormna os polos

pole (H)

4 0 comando 'zero' retorna os zeros

zero (H)
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4 0 comando 'damp ' retorna: polos, frequénctia natural e amortecimento
damp (H)

4 0 comando 'zpkdata
[z,p,k] = zpkdata (H)
4 0 comando 'tfdata' retorna o numerador e o denominado de H(s)
tfdata(H, 'v')

4 0 comando 'pzmap ' plota a localizagGo dos polos e zeros

" retorna os polos, os zeros e o ganho de H(s)

[num,den]

pzmap (H)
4 0 comando 'dcgain' retorna o ganho DC de H(s)
dcgain (H)

A.13.2 Simulagao numérica usando o espago de estado

O Matlab possui um conjunto de integradores numéricos que podem ser usados para integrar uma equagao
diferencial qualquer, porém, a equacao deve estar representada como um sistema de primeira. Por exemplo,
para simular a seguinte equacao diferencial de 2% ordem

k c 1

() = () = Sy + —u()

é necessario representi-la como um sistema de equagoes de primeira ordem, definindo as varidveis z; = y e

T9 = 7y, COMO segue:

Em seguida, edita-se um arquivo (sistemalglode.m) com a fun¢ao a ser integrada:

function dx = sistemalglode(t,x)
# Define os dados mnuméricos
m=1; ¢c = 1; k = 1;
4 Gera a entrada u(t)
u = sin(10%*t);
4 Define o sistema de equagdes de primetira ordem

dx (1) = x(2);
dx(2) = -k/m*x(1)-c/m*x(2)+u/m;
end

Agora, basta invocar na propria linha de comando o integrador usando a sintaxe:

tspan = [0 20]; / Simula de 0 a 20 segundos

ci = [1 -11'; / Condigdo inicial: z1(0) = 1 e z2(0) = -1
[t,x] = ode45(@sistemalglode ,tspan,ci);

4 Gera um grdfico com u(t) e os estados z1(t) e z2(t)
plot(t,sin(t), t, x)

legend ('sin(t) "', 'x1','x2")

xlabel ('Tempo (s)'), ylabel('Amplitude')

A figura abaixo apresenta o deslocamento x1(t) = y(t) e a velocidade z3(t) = y(t).
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Note que é possivel reescrever as equagoes anteriores na seguinte forma matricial:
& = Ax + Bu
conhecida como espago de estado, dada por
i’l 0 1 Iy 0
.| = + U
To —k/m —c/m| |z 1/m

Assim, a fung@o anterior (sistemalglode.m) pode ser reescrita na forma matricial

function dx = sistemalglode(t,x)
m=1; ¢c = 1; k = 1;

u = sin(t);

A =110 1

-k/m -c/m];
B = [0 1/m]";
dx = Axx + Bx*u;

end

Evidentemente, nada muda em relagao ao comando que deve ser executado na linha de comando do Matlab

para integrar esse sistema:

tspan = [0 20]; ci = [1 -1]'; % Tempo e Condigdo inictial
[t,x]=0de45(@sistemalglode ,tspan,ci);

Uma alternativa é utilizar o comando ss() com o sistema no espago de estado

= Ax + Bu
y=Cx+ Du

Para isso, é preciso definir a saida y do sistema. Suponha que se deseje medir o deslocamento da massa xz; e o

=o)L=l B

Assim, as matrizes C' e D sao dadas por

o |t 0] . D:[O]
0 ¢ —1

sinal cxo — u, ou seja:

Agora, a resposta (de 0 a 10 segundos) para a condicao inicial 21 (0) = 1 e 25(0) = —1, para o impulso e para a
entrada em degrau sao obtidos como segue:
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4 Define dados numéricos

m=1; ¢ = 1; k = 1;

4 Define as matrizes (4,B,C,D)

A =1[01; -k/m -c/m]; B = [0 1/m]"';

C = diag([1, cl); D = [0; -1];

4 Gera o sistema H no espago de estado
H = ss(A,B,C,D);

4 Define as condig¢des iniciatis

x0 = [1 -11"';

4 O0btém a resposta 4 condig¢do inictal
[y1,t1] initial (H,x0,10) ;

4 Obtém resposta ao tmpulso

[y2,t2] impulse (H,x0,10) ;

4 Obtém resposta ao degrau

[y3,t3] step(H,x0,10) ;

Q

S

E oportuno enfatizar que é possivel utilizar todos os comandos mencionados anteriormente: step, impulse,

Isim, etc.. Por exemplo, para obter a resposta completa para a entrada u(t) = cos(5sin?(¢)) e condigao inicial

2(0) = [1 —1]7, basta usar o comando lsim() como segue:

t 0:0.01:10;
u = cos(5*sin(t)."~2);
[y,t,x] = 1lsim(H,u,t,[1 -1]1");

As figuras abaixo apresentam, respectivamente, a resposta ao impulso e ao degrau.

1 1.2
—x1
0.8r —X2 1
0.6 1 0.8
<) [«5)
= 04r 1 Eos
= =
& 2,
g 02¢ 1 204
< <
0 0.2
-0.21 1 0
0.4 I I I I 0.2 I I I
0 2 4 6 8 10 0 4 6 8 10
Tempo (sec) Tempo (sec)
!/
As figuras abaixo apresentam, respectivamente, a resposta a condigdo inicial zg = [1 —1} e a resposta

completa & entrada u(t) = cos(5sin’(t)) e condicao inicial z.
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A.13.3 Meétodo de integracao de Euler

A seguir é apresentada uma descri¢ao sucinta do método de integracao de Euler para a resolugao de uma equagao

diferencial ordinéaria.

O método de integracao de Euler para a equagao diferencial de 12 ordem
i(t) = f(z(t),t),  x(to) =xo

pode ser derivado usando a seguinte aproximagao por série de Taylor:

dx(t)

g Ay = x(to) + f((to), to) As

t=to

z(t) = z(to) +

em que A; =t — ty € o passo de integracao; a discretizacao da escala de tempo t.
O processo iterativo de integragio se da através do computo de x(t) para sucessivos instantes de tempo g,

t1, ta, ..., usando-se a expressao
a(tip1) = x(ts) + f(a(ts), t:) Ay

com A; o passo de integracao. Essa equagdo pode ser rescrita numa notagao mais compacta como

Tiv1 = o + @i, t:) Ay

Como exemplo de aplicacao do método de integracao de Euler, suponha que se deseje integrar a equagao

diferencial do circuito RC dada por
(A.20) To(t) +v(t) = g(t), v(0) = v, T=RC
Note que essa equagdo pode ser reescrita como

0(t) = f(v,t) == —v(t)/T +g(t)/7

Assumindo que a escala de tempo estd sendo discretizada usando-se o periodo A; = t — tg, 0 método de

Euler fornece a seguinte recursao:
(A.21) Vir1 = v + o, 6) Ay = vi(7 — Ay) /7 + g(t) A /T

Note que no passo i = 0, a tensao inicial é vg no instante de tempo to = 0.

A figura abaixo apresenta a tensao v(t) do circuito RC com 7 = 13, para uma tensao de entra g(t) = cos(2t)
e tensdo inicial vg = 0.1 [V]. A linha vermelha representa a solucao analitica de (A.20), enquanto que a linha
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azul é a solu¢do numeérica dada pela recursao (A.21), com A; = 0.3 (grafico da esquerda) e A; = 0.1 (grafico

da direita).
0.15¢

T Analitico

* ZEuler

015 ,

. .
— ZAnalitico
0.1

* ZEuler

0.05¢

v(t)

Or Or
-0.0% 5 10 15 -0.0% 5 10 15
t t
E possivel aplicar o método apresentado para um sistema de ordem superior. Basta descrevé-lo no espaco
de estado. Por exemplo, para o sistema de 2% ordem
(A.22) §+20wng +wiy = wig(t),  y(0) =yo, H(0) = o
é preciso reescrevé-lo como um sistema de 1% ordem, definindo-se os estados
=1y, v=y

0= fo(z,v,t) = —wix — 2Cwnv + wig(t)

Para esse sistema de equacoes de primeira ordem, o método de Euler fornece

Tiv1 =z + f1(zs, v;, ) A

(A.23)
viy1 = vi + fa(@i, vi ti) Ay
A figura abaixo apresenta o estado z(t), a solugao y(t) do sistema (A.22), para ¢ = 0.3, w, = 10, g(t) =
cos(2t) e condigdes iniciais yp = —2 e go = —35. A linha vermelha representa a solugao analitica e a linha azul
a solugao numeérica dada usando-se a recursao (A.23), com A; = 0.03 (grafico da esquerda) e A, = 0.01 (grafico

da direita).
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